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PREFAZIONE 


Nella presente opera ho raccolto e ordinato il corso di Scienza delle 
costruzioni che da parecchi anni svolgo nella Università di Bologna, 
compresi alcuni argomenti di ordine più elevato, che espongo di solito in 
lezioni monografiche supplementari, e che occupano parte del secondo 
volume. Così che nessuno dei capitoli della materia è stato trascurato. 

Dal punto di vista didattico ho cercato di conservare, per quanto pos- 
sibile, la chiarezza e la semplicità che ho sempre avuto di mira nelle le- 
zioni orali. Ai fini della chiarezza, le questioni vengono prospettate da 
diversi punti di vista e trattate spesso per vie diverse; criterio che potrà 
nuocere alla stringatezza e al’eleganza dell'esposizione, ma che si presenta 
come îl miglior mezzo per eliminare i possibili dubbi, così frequenti in 
coloro che incontrano per la prima volta l'impostazione concettuale e È 
metodi specifici della Scienza delle costruzioni. Per quanto riguarda la 
semplicità, è fatto appello il più possibile all’intuizione, pur senza tra- 
scurare îl necessario rigore, svolgendo il corso con finalità prevalentemente 
pratiche. Così per ciascun argomento ho adottato quello che ritenevo il 
più semplice e immediato fra i vari procedimenti in uso, spesso con ulte- 
riori semplificazioni e chiarimenti. Il passaggio dai casì semplici a quelli 
più complessi avviene in modo graduale, mentre i procedimenti meno 
intuitivi, come quelli che si riportano alla Teoria matematica della ela- 
stieità, intervengono — nella misura strettamente necessaria — soltanto 
în caso di bisogno, e quando i relativi concetti risultino già familiari per 
le nozioni precedentemente acquisite. 

Un tale metodo di trattazione, pur non essendo strettamente ortodosso 
dal punto di vista del rigore deduttivo, è confortato dall’esempio di alcuni 
fra è più autorevoli e brillanti docenti di questa disciplina. E quando sia 
costantemente affiancato da opportune avvertenze e osservazioni critiche, 
esso fornisce una salda preparazione non soltanto pratica, ma anche scien- 
tifica. Ma sopra tutto contribuisce efficacemente al fine, forse il più impor- 
tante dell’insegnamento, di sviluppare la comprensione fisica dei fenomeni 
e Vesatta visione e interpreiazione della statica delle strutture; cioè di 
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formare la mentalità, insieme con la cultura, dell'ingegnere costrutiore. 

Oltre alle finalità didattiche, ho cercato che il mio lavoro potesse riuscire 
utile anche dopo la scuola, come testo di consultazione nella successiva vita 
professionale. A tal fine, sono state aggiunte numerose notizie comple- 
mentari e aggiornate, esponendo e illustrando i risultati di quei casi che 
non poterono essere svolti, raccogliendo opportune tabelle, e curando le indi- 
cazioni bibliografiche, che permettono allo studioso di risalire facilmente 
alle fonti e di rintracciare trattazioni più estese o specializzate. Sono svolti 
con larghezza anche vari metodi approssimati di calcolo rapido, istituendo 
tuttavia continui confronti con i metodi esatti, per la necessaria stima del- 
Verrore percentuale commesso. Abbondanti richiami consentono di rintrac- 
ciare prontamente le cose già dette. Infine, è posta in particolare rilievo 
l’importanza delle ricerche sperimentali sui modelli e sui materiali, che 
costituiscono il necessario complemento di molti risultati teorici, e spesso il 
solo mezzo disponibile per la risoluzione di problemi complessi. 

Tale duplice indirizzo didattico e pratico mi ha indotto a far seguire cia- 
scun argomento da numerosi esercizi, essendomi da molti anni convinto 
che essi hanno un'importanza fondamentale, tanto da costituire parte viva 
e integrante della materia. Perciò ho curato ciascun esercizio non soltanto 
come semplice applicazione numerica delle formule ottenute, ma col preciso 
intendimento di chiarire maggiormente i concetti svolti, di graduare le diffi- 
coltà, e di porre în grado il progettista di affrontare senza incertezze e con 
sano spirito critico i molteplici problemi della tecnica odierna, resi più ardui 
dalla sempre crescente necessità di alleggerire le strutture e di sfruttare le 
proprietà resistenti dei materiali. Pur non potendo essere tutti nuovi e ori- 
ginali, gli esercizi sono svolti in modo aderente ai metodi esposti nel testo, 
e avendo costantemente di mira, ai fini pratici e professionali, di porre în 
luce gli artifici atti a raggiungere il risultato col minimo mezzo. Inoltre. 
parecchi di essi costituiscono delle estensioni e dei complementi degli urgo- 
menti svolti; ciò che mi ha consentito di alleggerire notevolmente il testo. 

La mole considerevole dell’opera è in parte dovuta alla necessità di 
esporre anche i fondamenti della Statica grafica, cui sono dedicati î capitoli 
II, III, IV, XIV; argomento questo che ha tolto snellezza al lavoro, mu, 
che ho dovuto ugualmente svolgere, poichè nella Facoltà di Ingegneria di. 
Bologna è incluso da molti anni nel corso di Scienza delle costruzioni. 

Ringrazio la Casa Editrice Zanichelli, che ha atteso con molia cure 
alla pubblicazione del libro. 


Bologna, agosto 1941. 
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SIMBOLI DI USO FREQUENTE 


carico concentrato 

carico ripartito unitario 
carico ripartito totale 
pressione 

peso specifico 

sforzo normale o assiale 
sforzo di taglio 

momento flettente 

momento torcente 

sforzo in un’asta 

i reazioni di appoggi 

i Mo My momenti d’incastro 
1 lunghezza di una trave 

s. lunghezza di un’asta 

x ascissa di una sezione 

y distanza di un punto dall’asse 
A 

J 


di 


Rb@apbpsats sh 
Q 


neutro 
area di una sezione 
momento d’inerzia assiale 
J, momento d’inerzia polare 
W modulo di resistenza di una se- 
zione 
w = W/A raggio vettore del nocciolo 
g raggio d'inerzia 
S momento statico 
o tensione normale 
xy Oy 63 tensione normale secondo 
gli assi 2, y, 2 
€, n, È direzioni principali per un 
punto 
t tensione tangenziale 
Try 3 Tex» Ty: tensioni tangenziali 
0,, o, tensione normale di rottura e 
di snervamento 
%k carico di sicurezza a tensione nor- 
male 
k', k” carico di sicurezza a trazione e 
a compressione 
s coefficiente di sicurezza 


E modulo di elasticità normale 

G modulo di elasticità tangenziale 

v= 1/m coefficiente di Poisson 

B= EJ rigidezza a flessione 

C= GJ,/q rigidezza a torsione 

G,w peso elastico 

q, x fattori di torsione e di taglio 

n= E;/E, fattore di trasformazione del 
ferro in calcestruzzo 

e dilatazione 

DI scorrimento 

e dilatazione cubica 

p, © angolo unitario e totale di fles 


sione 

9, © angolo unitario e totale di tor. 
sione 

a, $ rotazioni delle sezioni estreme d' 
una trave 


mn ordinata della linea elastica 

i freccia di deformazione 

é cedimento di un appoggio 

E, n, © spostamenti secondo gli ass 
XY, 

IL lavoro di deformazione 

P., carico critico 

Pg carico critico di Eulero 

o, tensione critica 

I, lunghezza libera di flessione 

i rapporto di snellezza 

Ai variazione di temperatura 

a coefficiente di dilatazione termicw 

v velocità 

velocità angolare, pulsazione 

f$ frequenza di vibrazione 

g accelerazione della gravità 

m massa 

t tempo 

W energia cinetica 

log a logaritmo naturale di @ 


N. B. - Talvolta qualcuno di questi simboli si è dovuto usare con altri significati. 
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LA SCIENZA DELLE COSTRUZIONI 


1. La Scienza delle costruzioni studia gli effetti prodotti dalle forze 
che sollecitano una costruzione e determina le condizioni cui devono 
soddisfare le diverse parti di questa affinchè possano sopportare tali 
forze; condizioni che si possono così riassumere: 

Anzitutto le singole parti della costruzione non devono potersi 
muovere (fatta astrazione dalle deformazioni elastiche), cioè devono 
essere vincolate fra loro e col suolo in modo sufficiente perchè risultino 
definite le loro posizioni. 

Inoltre esse non devono rompersi o deteriorarsi, cioè i materiali 
che le costituiscono non devono essere troppo affaticati; ciò che si 
ottiene contenendo entro opportuni limiti gli elementi che caratteriz- 
zano la fatica di detti materiali. 

Infine lo stato di equilibrio in cui esse si trovano deve essere stabile. 

Tale studio si effettua mediante ricerche teoriche, che conducono 
a procedimenti matematici (analitici o grafici), e ricerche sperimentali, 
intese a controllare i risultati delle prime, o a coadiuvarle quando con 
quelle non si raggiunge lo scopo. 


2. Le forze agenti. 


Le diverse parti o strutture resistenti di una costruzione, di solito 
travi e lastre, sono sollecitate da forze di varia natura. 

Aleune agiscono continuamente e invariabilmente e costituiscono i 
carichi permanenti. Questi sono dovuti in primo luogo al peso proprio 
delle strutture resistenti, poi al peso di sovrastrutture gravanti su di 
esse, come pavimenti, soffitti, materiali di copertura dei tetti, ecc. 

Altre forze agiscono invece non continuamente e con intensità varia- 
bile e costituiscono i carichi accidentali. Questi comprendono i carichi 
utili che la costruzione è destinata a sopportare, come persone, mobili, 
merci, macchine, veicoli, pressioni di liquidi e spinta delle terre; nonchè 
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le forze nocive dovute agli agenti naturali, come il peso della neve, 
la spinta del vento, le azioni dovute a dilatazioni termiche contrastate 
e le azioni sismiche. Essendo i carichi accidentali variabili, si devono 
naturalmente considerare le condizioni più gravose. 

Le forze si considerano concentrate quando agiscono su punti iso- 
lati della superficie del corpo e ripartite quando agiscono su zone estese 
di essa. A rigore non esistono forze concentrate; tuttavia spesso con- 
viene considerarle tali quando agiscono su di un’area molto ristretta. 
Per contro è utile considerarle ripartite quando sono costituite da molte 
forze pressochè concentrate, distribuite con una certa regolarità, come 
nel caso della folla. 

Le forze si distinguono anche in forze statiche quando sono costanti, 
oppure variano con sufficiente lentezza, sì da non produrre scosse nella 
costruzione; e in forze dinamiche quando sono rapidamente variabili. 

Oltre che dalle forze suddette, una struttura può essere affaticata 
anche per effetto di cedimenti dei vincoli e di difetti di montaggio. 


3. Le reazioni dei vincoli. 


Come si è detto, le varie parti di una costruzione sono vincolate 
fra loro e col suolo. Ogni singola parte, o un gruppo di esse, si dice 
labile se i vincoli sono sufficienti; isostatica se sono strettamente suffi- 
cienti per impedire qualunque movimento; iperstatica se sono sovrab- 
bondanti. Mentre nelle macchine esistono anche parti labili, le costru- 
zioni ordinarie devono essere isostatiche oppure iperstatiche. 

Per studiare una struttura resistente è necessario conoscere tutte 
le forze esterne che la sollecitano. Perciò, noti i carichi, occorre anzi- 
tutto determinare anche le reazioni dei vincoli. Queste devono soddi- 
sfare alla nota condizione di mantenere in equilibrio il corpo qualora 
vengano sostituite ai vincoli, cioè di fare equilibrio ai carichi. Però 
questa condizione è talvolta sufficiente per determinare le reazioni, 
tal’altra no; nel qual caso è necessario tener conto anche di altre con- 
dizioni, alle quali accenniamo fin d’ora. 


4. La statica dei sistemi rigidi e la statica dei sistemi elastici. 


Ogni corpo solido sotto l’azione di forze si deforma. Tuttavia, eccet- 
tuati alcuni corpi, come la gomma elastica, che non vengono impiegati 
nelle strutture resistenti e supposto che le forze non raggiungano valori 
eccessivi, le deformazioni sono piccolissime rispetto alle dimensioni del 
corpo; sì che di solito queste vengono alterate in modo pressochè insen- 
sibile. Riesce perciò spontaneo studiare l’equilibrio del corpo, soggetto 
ai carichi e alle reazioni dei vincoli, facendo astrazione dalle deforma- 
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zioni elastiche che esso subisce, cioè considerandolo rigido. Non sempre 
però questa semplificazione è possibile, per cui spesso si è costretti a 
tener conto delle deformazioni, come risulta dai seguenti esempi. 

a) Consideriamo ad esempio due aste a e db (fig. 1 a) collegate 
con cerniere in A e in B al suolo e in 2 
fra loro. Una forza P applicata in D ge- 
nera due sforzi di trazione nelle aste e 
due reazioni R, ed R, uguali agli sforzi, 
che si ottengono decomponendo P se- 
eondo le direzioni delle aste (fig. 1 a’); 
ciò che fornisce una soluzione determina- 
ta. Nel far questo si dovrebbero manda- 
re le parallele alle nuove direzioni a, e 
b, che assumono le aste in seguito agli 
aliungamenti prodotti dagli sforzi, perchè 
l'equilibrio fra le tre forze P, R., È, si 
ha nelle condizioni finali. Tuttavia, per 
la piccolezza delle deformazioni, le nuove 
direzioni a, e-b, differiscono pochissimo 
dalle primitive a e 6; per cui le reazioni 
che si ottengono decomponendo invece P Fig. 1. 
secondo a e d differiscono pochissimo da 
quelle reali. È lecito pertanto semplificare la ricerca trascurando la 
deformazione delle aste. 

dò) Supponiamo ora che le due aste siano allineate (fig. 1 b) e che 
rimangano tali anche dopo l'applicazione della forza P, ciò che equi- 
vale a trascurare i loro allungamenti. Decomponendo la P nelle dire- 
zioni a e è si troverebbero per gli sforzi nelle aste e per le reazioni valori 
infinitamente grandi, perchè il punto m (fig. 1 a') andrebbe all’infi- 
nito. La soluzione è evidentemente inaccettabile, cioè impossibile, 
perchè nè le aste nè i vincoli resisterebbero. D'altra parte invece l’in- 
tuizione e l’esperienza ci dicono che, se la forza P non è troppo grande, 
l'equilibrio può sussistere. Per far scomparire l'apparente impossibi- 
lità basta considerare gli allungamenti delle aste, che fanno loro assu- 
mere direzioni a, e d, non più allineate; per cui gli sforzi e le reazioni 
acquistano valori sia pure elevati, ma finiti. Ciò prova la necessità di 
tener conto in questo caso delle deformazioni. Fra questa conclusione 
e quella del caso a) non c’è contraddizione, perchè mentre allora la 
considerazione delle deformazioni modificava pochissimo i risultati, ora 
li trasforma da infiniti o impossibili in finiti o possibili. 

e) Consideriamo infine il caso di tre aste a, d, e (fig. 1 c). La sola 
condizione che le tre reazioni R,, R,, E. facciano equilibrio alla forza P 
non basta a determinarle: infatti, se si pensa di assegnare alla reazione 
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R, un valore arbitrario e di decomporre la differenza P — È. secondo 
a e b, risultano due reazioni R,, È, che insieme con la E, fanno equi- 
librio alla forza P; e le soluzioni sono in numero infinito per la libera 
scelta della R,. Ma se si pensa inoltre che gli allungamenti delle tre 
aste devono essere tali che le tre estremità D coincidano poi in un 
unico punto D,, l’indeterminazione scompare, perchè questa è un’ul- 
teriore condizione che consente di determinare la vera soluzione fra 
le infinite equilibrate. È chiaro infatti che se si assegnasse un valore 
molto piccolo alla reazione R., ossia allo sforzo dell’asta c, risulterebbe 
grande la differenza P — R. e quindi grandi anche gli sforzi nelle aste 
a e b; per conseguenza, pensando l’asta c sciolta dalle altre due, il suo 
estremo D si abbasserebbe poco, allungandosi poco l’asta stessa, mentre 
l'estremo D comune delle aste a e d si abbasserebbe di più, causa il 
forte allungamento di queste aste. Se invece si assegnasse allo sforzo 
dell’asta c un valore prossimo a P, e quindi un valore piccolo alla dif- 
ferenza P — R. da decomporre fra le due aste a e db, l'estremo del- 
l’asta c si abbasserebbe di più dell’estremo comune di a e bd. Si con- 
clude che esisterà un valore di R, che rende uguali gli abbassamenti 
delle tre estremità D. In questo caso dunque la considerazione delle 
deformazioni rende determinato il problema, che sarebbe indetermi- 
nato se le tre aste si considerassero rigide. È lecito invece, dopo deter- 
minata la R., ricavare R, ed R, considerando di nuovo rigide le aste 
a e b, ossia trascurando, come nel caso a), il cambiamento delle loro 
direzioni. 

d) Riassumendo, in certi casi si può semplificare la ricerca delle rea- 
zioni astraendo dalle deformazioni che subiscono le strutture, mentre 
in altri casi è necessario tenerne conto per rendere possibili (caso 5) 
o determinati (caso c) problemi che altrimenti apparirebbero impossi- 
bili o indeterminati. 

Nel nostro studio, trascurando i casi analoghi al caso 5), che nelle 
costruzioni sono da evitare, incontreremo dei casi nei quali la statica 
dei sistemi rigidi basta per determinare le reazioni, e dei casi che risul- 
tano determinati soltanto se si ricorre alla statica dei sistemi elastici. 
I primi si dicono casi staticamente determinati e corrispondono, come 
vedremo nel Cap. III, alle strutture con vincoli isostatici, cioè stret- 
tamente sufficienti (n. 3); i secondi si dicono staticamente indeterminati e 
corrispondono alle strutture con vincoli iperstatici, cioè sovrabbondanti. 


5. Le deformazioni dei corpi. 


Lo studio delle deformazioni elastiche non interessa dunque s01- 
tanto per sè stesso, ma s’impone spesso nel problema fondamentale 
della determinazione delle reazioni dei vincoli; inoltre esso è neces- 
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sario in problemi più complessi (lastre, stabilità dell’equilibrio elastico, 
vibrazioni, ecc.). Vediamo perciò brevemente su quali basi è fondato 
questo studio. 

l’esperienza insegna che ogni corpo si deforma sotto l’azione di 
forze esterne e che al cessare di queste tende più o meno a riprendere 
la forma primitiva. Questa tendenza è una proprietà posseduta in 
diversa misura da tutti i corpi e si chiama elasticità; così che non esi- 
stono corpi perfettamente elastici nè perfettamente anelastici. Si può 
quindi pensare la deformazione di un corpo costituita di due parti: 
una deformazione elastica che scompare al cessare della sollecitazione 
che l’ha prodotta e una deformazione permanente che rimane anche dopo. 

Tuttavia, per certi corpi l’esperienza mostra che se la sollecitazione 
non ha superato un certo limite, la deformazione permanente è inap- 
prezzabile, cioè inferiore agli errori inevitabili di osservazione. Entro 
tale limite, che chiameremo limite di elasticità, e in tale senso, questi 
corpi possono considerarsi elastici, annullandosi praticamente la defor- 
mazione al cessare della sollecitazione. 

Poichè nelle strutture resistenti delle costruzioni s’împiegano sol- 
tanto di tali corpi e poichè ragioni intuitive consigliano di evitare le 
deformazioni permanenti, cioè di non superare il limite di elasticità, 
ammetteremo che le deformazioni siano elastiche. Inoltre esse soddi- 
sfano anche alla condizione già accennata (n. 4) di essere piccolissime 
rispetto alle dimensioni del corpo. 


6. La legge di Hooke. 


L’esperienza insegna anche che se misuriamo la deformazione di 
un corpo prodotta da una forza gradatamente crescente, da prima essa 
varia in misura praticamente proporzionale alla forza, poi cresce più 
rapidamente. Se dunque non si supera un certo limite, chiamato limite 
di proporzionalità, la deformazione è proporzionale alla forza agente. 
Questa legge, enunciata da Roberto Hooke nel 1678 nei termini ut tensio 
sic vis, costituisce il principale fondamento della Scienza delle costru- 
zioni. 

Per molti corpi i due limiti di elasticità e di proporzionalità, diversi 
come significato, sono praticamente coincidenti (Cap. XXX). 


7.1 corpi elastici. 


Chiameremo corpi elastici dei corpi le cui deformazioni sono picco- 
lissime rispetto alle loro dimensioni, sono totalmente elastiche e variano 
secondo la legge di Hooke. Non esistono corpi perfettamente elastici; 
tuttavia, nei limiti e nel senso accennati nei nn. 5 e 6, molti corpi si 
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possono considerare praticamente elastici, e su tale ipotesi fonderemo i 
nostri ragionamenti. 

Inoltre, ammetteremo che i corpi elastici di cui ci occupiamo siano 
isotropi, ossia che le loro proprietà elastiche siano uguali in tutte le 
direzioni; ciò che spesso non si verifica esattamente, poichè ia lavora- 
zione dei metalli, ad es. la laminazione, rende diverse le proprietà ela- 
stiche nelle varie direzioni. I corpi fibrosi come il legno, ie rocce sira- 
tificate e i cristalli non sono affatto isotropi. 

È ovvio pertanto che i risultati che si ottengono valgono subor- 
dinatamente al verificarsi di queste condizioni; quindi costituiscono 
una teoria limite, che rappresenta i fatti in modo tanto più soddisfa- 
cente quanto più il comportamento dei corpi si avvicina a quello sup- 
posto. Per conseguenza non ha senso applicarla al di là del compor- 
tamento elastico, e tanto meno pretendere di prevedere col suo mezzo 
le modalità della rottura dei corpi. 


&. La Teoria della elasticità e la Scienza delle costruzioni. 


{o studio delle deformazioni dei corpi elastici si può risolvere se- 
guendo due criteri diversi. 

La Teoria della elasticità conserva nello studio il rigore matematico, 
ma deve limitarsi a casi di solito molto semplici e schematici, i soli per 
i quali si riesce a determinare la soluzione. 

La Scienza delle costruzioni invece rinuncia spesso a tale rigore poco 
fecondo, pur di risolvere in modo utile i problemi della pratica. Ciò si 
consegue introducendo ipotesi più o meno approssimate per ridurre i 
casi reali, di solito assai complessi, a schemi opportunamente semplifi- 
cati; oppure estendendo a casi analoghi più complessi l’uso di risul- 
tati ottenuti mediante la Teoria della elasticità per casi semplici: ad es., 
accettando anche per travi leggermente curve o di sezione lentamente 
variabile i risultati ottenuti per le travi prismatiche. 

La scelta di tali ipotesi semplificative va fatta con criterio, per non 
sostituire al caso reale uno schema che da esso sî scosti troppo; così 
pure si userà prudenza nell’estendere certi risultati, limitandosi ai casi 
per i quali l’esperienza dia una sicura nozione dell’entità dell’errore 
ehe si può commettere. In ogni caso le ipotesi semplificative devono 
essere a vantaggio della resistenza; cioè lo schema che si studia al posto 
del caso reale, dev'essere in condizioni più sfavorevoli e gravose. E 
quando non si sia ben certi di ciò, si deve usare ogni cautela nel giudi- 
care la resistenza della struttura, riducendo i valori delle tensioni co- 
munemente ammessi. 

Inoltre la Teoria della elasticità parte da alcune ipotesi fondamentali 
e svolge le sue ricerche matematiche senza più preoccuparsi del 
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comportamento reale dei corpi, che spesso si scosta notevolmente da 
tali ipotesi. Invece la Scienza delle costruzioni non perde mai il con- 
tatto con la realtà, chiedendo all’esperienza continue conferme dei suoi 
risultati; pronta a semplificare ulteriormente le sue teorie quando ciò 
appaia lecito, ma pronta anche a tener conto di nuovi elementi, quando 
l’esperienza ne mostri la necessità; anche a costo di complicare, pur 
di conseguire la necessaria approssimazione percentuale. Così, ad es., 
nello studio dei fenomeni di instabilità dell’equilibrio essa è più esatta 
della Teoria della elasticità, perchè tiene conto di infinitesimi di ordine 
superiore, senza dei quali tali fenomeni sfuggirebbero all’indagine. 
Le ricerche sperimentali, che come si è detto formano un comple- 
mento necessario della Scienza delle costruzioni, si possono distinguere 
in due categorie, secondo che studiano campioni dei materiali impie- 
gati, per determinarne le caratteristiche meccaniche, oppure studiano 
la struttura in esame, o un suo modello, per determinarne le tensioni 
interne. Queste ultime ricerche non solo servono per controllare i risultati 
teorici, ma costituiscono talvolta l’unico mezzo possibile d'indagine, 
quando la teoria risulti impotente a risolvere certi problemi. 


9. Le tensioni interne. 


Determinate le reazioni dei vincoli (nn. 3 e 4) e note così tutte le 
forze agenti sul corpo, si cercano le tensioni esistenti nell’interno di esso. 

Se immaginiamo tracciato per un punto generico nell’interno del 
corpo un elemento piano di superficie arbitrariamente orientato (fig. 2), 
attraverso questo elemento il materiale che è da una parte esercita 
una forza o tensione 0, generalmente obliqua 
all’elemento, sul materiale che è dall’altra par- 
te, e questo esercita sul primo una tensione 
uguale e contraria. La tensione o ha quindi 
in generale una componente c normale all’e- 
lemento (tensione normale) e una componente 
t giacente su di esso (tensione tangenziale), che 
s'intendono riferite all’unità di area dell’ele- 
mento stesso. Cioè le tensioni unitarie o sem- 
plicemente le tensioni o e 7 sono i valori delle Fig. 2. 
forze che si trasmettono attraverso un’area 
unitaria, quando la loro distribuzione è uniforme; sono invece i quo- 
zienti delle forze attraverso un elemento infinitesimo nell’intorno del 
punto e l’area dell’elemento, quando la distribuzione è variabile. 

Le tensioni oc e 7, variabili in generale da punto a punto del corpo 
e per i diversi orientamenti dell'elemento superficiale, caratterizzano 
lo stato di tensione del corpo. 
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10. La determinazione delle tensioni interne. 


Esaminiamo una proprietà generale delle tensioni interne, che si 
utilizza per la loro determinazione. 

a) Consideriamo una trave, ossia un solido generato da un'area 
piana che si muove nello spazio in modo tale che, pur potendo variare 
di grandezza, di forma e di giacitura durante il moto, il suo baricentro 
percorra una data linea s e l’area si mantenga costantemonte normale 
a questa linea. Asse geometrico o fibra media della trave è la linea s, 
cioè il luogo dei baricentri delle sue sezioni rette o normali. L’asse geo- 
metrico può essere una linea qualsiasi nello spazio, però di solito è 
una linea piana e spesso una linea retta (travi ad asse rettilineo); la 
sezione retta può variare, come si è detto, ma spesso si mantiene co- 
stante (travi di sezione costante). La sezione ha di regola dimensioni 
molto piccole rispetto alla lunghezza dell’asse. 

Supponiamo di conoscere già tutte le forze esterne agenti sulla 
trave, comprese le reazioni dei vincoli. Se consideriamo una sezione 
generica $ (fig. 3), il tronco di trave che la precede è un equilibrio. Esso 
è soggetto a tutte le forze esterne che 
precedono la sezione e al complesso delle 
tensioni interne, che, attraverso questa, 
gli trasmette il tronco che segue. Si con- 
clude pertanto che le tensioni trasmesse 
da un tronco della trave all’altro tronco at- 
traverso la sezione comune fanno equilibrio 
alle forze esterne agenti su quest’ultimo. 

R (Se invece si considera l'equilibrio del 

Fig. 3. tronco che segue $S, soggetto alle forze 

esterne che seguono la sezione e alle ten- 

sioni che attraverso questa gli trasmette il tronco che precede, risul- 

tano, com’è naturale (n. 9), delle tensioni uguali e contrarie alle pre- 

cedenti. Infatti, tutte le forze esterne sono equilibrate (n. 3), e la se- 

zione S le separa in due gruppi che si fanno perciò equilibrio, ossia 
uguali e contrari.) 

5) Questa proprietà generale delle tensioni in una sezione si rife- 
risce al loro complesso e non basta per determinare la loro distribu- 
zione nella sezione, cioè i loro valori in ogni punto. Per giungere a que- 
sto, occorre tener conto anche di altre condizioni o ipotesi di natura 
elastica, come vedremo nei capitoli V, VI, VII. La proprietà suddetta 
è valida naturalmente non solo per le travi, ma anche per le lastre e 
per i corpi di forma qualsiasi; tuttavia, soltanto per le travi le condi. 
zioni elastiche ausiliarie sono abbastanza semplici. 
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c) Giova osservare fin d’ora che le tensioni interne non nascono 
come conseguenza immediata delle forze esterne, ma soltanto in seguito 
alle deformazioni che il corpo subisce: infatti, durante l'applicazione 
delle forze la trave si deforma e le sue parti si muovono, cioè l’equi- 
librio non sussiste ancora. Man mano crescono le forze, crescono le 
deformazioni e quindi anche le tensioni, che rappresentano le reazioni 
molecolari che il materiale oppone alla deformazione. Perciò le defor- 
mazioni del corpo aumentano fino a che le corrispondenti tensioni rag- 
giungono valori capaci di equilibrare le forze esterne. 

d) Il suddetto equilibrio statico fra le tensioni interne e le forze 
esterne sussiste naturalmente quando queste forze sono statiche (n. 2); 
nel caso di forze dinamiche l’equilibrio è pure dinamico e sussiste in 
ogni istante fra queste, le tensioni e le forze d’inerzia. 


11. Le caratteristiche di sollecitazione. 


a) Le forze esterne agenti sul tronco di trave che precede la se- 
zione $ (o su quello che la segue) possono variare in infiniti modi per 
numero, punti d’applicazione, intensità e rette d’azione delle forze stesse. 
Per evitare lo studio delle tensioni interne caso per caso, si sostituiscono 
a tali forze alcuni tipi di sollecitazioni equivalenti. In tal modo lo studio 
si riduce a quello dei pochi casi semplici in cui agiscono separatamente 
tali sollecitazioni; dopo di che, qualunque caso composto si studia 
sommando gli effetti prodotti dalle singole sollecitazioni (n. 13). 

b) A tal fine, fissata una sezione $S della trave, assumiamo una 
terna di assi ortogonali con l’origine nel baricentro G di $ (fig. 3), 
avente l’asse 2 normale a $ (coincidente perciò con l’asse della trave 
se rettilineo, o con la tangente a esso se curvilineo) e gli assi y e 2 nel 
piano della sezione e coincidenti coi suoi assi principali d’inerzia 
(Cap. IV, B e C). Le forze che precedono la sezione S hanno in gene- 
rale sei parametri: le somme delle loro componenti secondo gli assi 
(Z'X, ZY, ZZ), che costituiscono tre forze agenti secondo gli assi stessi, 
e le somme dei loro momenti rispetto agli assi (YM,, YM,, ZM.), che 
costituiscono tre coppie agenti in piani a essi normali. 

Questi sei parametri sono le sei caratteristiche di sollecitazione e si 
indicano rispettivamente con N, 7,, T., M,, M,, M.. La forza N si 
chiama sforzo normale o assiale e il suo effetto nell’intorno di S è quello 
di stirare o di comprimere la trave; le forze 7, e 7. si chiamano sforzi 
di taglio perchè tendono a tagliare la trave secondo $; la coppia M, si 
chiama momento torcente perchè torce la trave; le coppie M, ed M, 
si chiamano momenti flettenti perchè inflettono la trave. 

Per l’equilibrio considerato nel n. 10, le tensioni interne nella se- 
zione $ devono fare equilibrio a queste sei sollecitazioni. 
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c) In casi particolari le sollecitazioni sono meno di sei. Nel caso 
frequente di travi aventi l’asse geometrico contenuto in un piano che 
contiene anche le forze esterne, si annulla M, perchè le forze incontrano 
l’asse #; e se inoltre la sezione S ha l’asse principale d’inerzia y in questo 
piano, si annullano anche 7, ed M,. Nel caso particolare di travi ad 
asse rettilineo, soggette a forze contenute in un piano che contiene 
anche l’asse y della sezione e normali all’asse della trave, esistono sol- 
tanto 7, ed M,. Se invece le forze sono parallele all’asse della trave 
rettilinea, esistono N ed M.; infine se coincidono con l’asse, esiste sol- 
tanto N. 

d) Di solito le caratteristiche di sollecitazione si calcolano consi- 
derando la trave indeformata (n. 4), cioè senza tener conto degli spo- 
stamenti che subiscono le rette d’azione delle forze esterne in seguito 
alla deformazione. Tuttavia in certi casi, ad es. nella pressofiessione 
delle travi molto flessibili (Cap. XIII, B), è necessario tenerne conto, 
perchè hanno una notevole influenza sui valori delle sollecitazioni e 
sul comportamento della trave. 


12. Il principio di Saint-Venant. 


La sostituzione delle forze esterne che precedono una sezione $ con 
le equivalenti caratteristiche di sollecitazione, dalle quali si deducono 
poi le tensioni interne nella $, corrisponde ad ammettere che qualunque 
sistema di forze esterne avente gli stessi parametri produce le siesse 
tensioni. 

È questa un’estensione del principio ammesso da Barré de Saint- 
Venant per le travi soggette a forze applicate soltanto alle sezioni 
estreme: Fatta eccezione per un breve tratto iniziale della trave, le tensioni 
interne e le deformazioni non mutano se si sostituisce un sistema di forze 
esterne con un altro avente gli stessi parametri. 

Le ricerche di fotoelasticità su modelli di travi di cristallo confer- 
mano infatti che se si cambia la distribuzione delle forze applicate a 
una delle estremità senza che cambino la risultante e il momento risul. 
tante, le tensioni interne mutano soltanto in un tratto iniziale di lun- 
ghezza circa uguale alla maggior dimensione della sezione. In virtù 
di questo principio, che sarà meglio chiarito nel Cap. V, riesce possi- 
bile determinare le tensioni anche nei casi, molto frequenti, nei quali 
si conoscono i parametri delle forze esterne, ma non la loro effettiva 
distribuzione (ad es., si conoscono i parametri della reazione di un vin- 
colo, ma non la sua effettiva distribuzione (n. 43 c) sul tratto vincolato). 
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13. Il principio della sovrapposizione degli effetti. 


Le forze applicate a una struttura producono diversi effetti, cioè rea- 
zioni dei vincoli, tensioni e deformazioni. A questi conviene aggiungere 
le caratteristiche di sollecitazione (n. 11), le quali, pur non essendo 
degli effetti, ma soltanto delle quantità che si sostituiscono alle forze 
per comodità, dipendono anch'esse dalle forze. Ciascune di questi effetti 
soddisfa al seguente principio, detto della sovrapposizione degli effetti: 
L'effetto prodotto da più forze agenti contemporaneamente è uguale alla 
somma degli effeiti prodotti dalle singole forze pensate agenti separata- 
mente. 

Poichè le diverse forze agenti sulla struttura si possono pensare ag- 
giunte successivamente, questo principio significa che gli effetti di una 
forza sono indipendenti dalla preesistenza di altre forze; ossia che una 
forza applicata a una struttura già soggetta ad altre forze produce 
effetti ulteriori uguali a quelli che produrrebbe applicandola alla strut- 
tura scarica; per cui i suoi effetti si sommano con quelli già prodotti 
dalle forze preesistenti. 

Se la struttura è staticamente determinata, per gli effetti che equi- 
librano le forze (reazioni e tensioni) o che equivalgono alle forze (ca- 
ratteristiche di sollecitazione) l’indipendenza suddetta è conseguenza 
soltanto del fatto che le forze preesistenti hanno modificato pochissimo 
la forma della struttura (n. 4) e che perciò le nuove forze agiscono sul- 
la struttura rimasta pressochè uguale a quella scarica; mentre per 
gli effetti elastici (deformazioni) tale indipendenza è conseguenza, oltre 
che dello stesso fatto, della legge di Hooke (n. 6), perchè la propor- 
zionalità delle deformazioni alle tensioni significa appunto che una 
nuova tensione uguale a un’altra già agente produce un’ulteriore defor- 
mazione uguale a quella già ottenuta. Se invece la struttura è stati- 
camente indeterminata, e quindi le reazioni devono soddisfare, oltre 
alle condizioni di equilibrio, anche a condizioni elastiche (n. 4), il prin- 
cipio in questione è subordinato alla validità della legge di Hooke, 
qualunque sia l’effetto che si considera. 

Questo principio, di applicazione continua, è di grande utilità, perchè 
consente di scindere lo studio di casi complessi in quello dei casi sem- 
plici che risultano facendo agire separatamente le varie forze o le varie 
altre cause (variazioni termiche, cedimenti di vincoli, ecc.). 

Giova avvertire fin d’ora che il principio non vale per il calcolo del 
lavoro compiuto dalle forze per deformare la struttura (lavoro di defor- 
mazione), perchè questo, come si vedrà in seguito, non è proporzionale 
alle forze agenti. Inoltre esso non è valido in certi casi nei quali non 
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è lecito supporre invariata la forma della struttura, come ad es. nella 
pressoflessione delle travi molto flessibili (Cap. XIII, B). 

In particolare, invertendo tutte le forze (moltiplicazione per — 1) 
s’invertono anche tutti gli effetti. 


14. Il criterio di sicurezza. 


Ottenute le tensioni nell’interno di un corpo (Capp. V, VI, VII, VIII, 

IX), si deve decidere se esso è o no in buone condizioni di resistenza. 

a) La resistenza di una costruzione è assicurata quando i valori 

delle forze esterne sono tali che sia possibile di farli crescere (conser- 

vando una distribuzione simile) nel rapporto di 1 a s prima che avvenga 

la rottura, essendo s un coefficiente di sicurezza sufficientemente mag- 
giore di uno (coefficiente di sicurezza esterno). 

Questa condizione, che si dovrebbe verificare sperimentalmente fino 
alla rottura per ogni costruzione, per ogni distribuzione delle forze e 
per ogni materiale, renderebbe inutile qualunque ricerca teorica, ma 
riuscirebbe oltremodo onerosa. Perciò a essa si sostituisce una condi- 
zione analoga ed equivalente, relativa alle tensioni interne, resa possi- 
bile dal fatto che nella maggior parte dei casi le tensioni crescono circa 
proporzionalmente alle forze agenti (fino alla rottura nei corpi fra- 
gili, fino allo snervamento in quelli duttili). 

b) Qualunque sia il materiale, si deve naturalmente evitare anzi- 
tutto che avvenga la rottura; perciò le tensioni devono in ogni punto 
risultare minori di quelle che corrispondono alla rottura, anzi notevol- 
mente minori, per i seguenti motivi: Incertezza nella previsione delle 
massime forze agenti e del loro modo di agire, potendo esse superare 
i valori previsti o agire in modo dinamico anzichè statico (n. 2); pos- 
sibilità di difetti interni nei materiali, che ne diminuiscono la resistenza 
presunta. A questi motivi, che sono gli stessi che consigliano di tenere 
le forze esterne notevolmente minori di quelle che provocano la rot- 
tura, si deve aggiungere l’incertezza delle tensioni calcolate, per la 
considerazione di schemi semplificati al posto della realtà complessa; 
per le eventuali estensioni più o meno lecite nell'impiego di risultati 
teorici (n. 8); e infine per la probabile esistenza di tensioni iniziali o 
autotensioni (*). Per contro, in certi casi si può essere indotti a diminuire 
il coefficiente di sicurezza per il motivo accennato nella nota 3. 


(!) Tensioni che spesso esistono già nel corpo in esame anche prima che su di esso agiscano 
le forze esterne, e che sono dovute a uno stato di coazione iniziale. Di tali tensioni ci occupere- 
mo nel n. 338 e nel Cap. XXXI. 

Talvolta esse possono affaticare il corpo in misura considerevole (anche fino a produrre la rot- 
tura spontanea), per cui è necessario tenerne conto. 
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Pertanto, fra i valori ammissibili delle tensioni e i valori che cor- 
rispondono alla rottura deve esistere un largo margine caratterizzato 
ancora dal coefficiente di sicurezza, che diventa ora il rapporto fra le 
tensioni di rottura e quelle ammissibili (coefficiente di sicurezza interno). 
Queste devono essere soltanto una frazione di quelle; e il coefficiente 
di sicurezza sarà dunque tanto maggiore quanto più incerte sono le 
ipotesi semplificative introdotte nei calcoli, le previsioni relative ai 
carichi massimi e le proprietà resistenti del materiale (ad es., i difetti 
nascosti sono assai più probabili nella ghisa che nel ferro omogeneo). 

In media si potrà assumere, rispetto alla rottura, s = 3 per il ferro, 
s = 5 per la ghisa, s = 8 per il legno. 

c) L’esperienza insegna che il comportamento elastico dei mate- 
riali sotto l’azione di tensioni crescenti è diverso per i corpi fragili, 
come la ghisa e le pietre, e per quelli duttili, come il ferro e il rame. I 
primi, benchè in modo grossolano, si comportano pressochè elastica- 
mente fino alla rottura, che non è preceduta da fenomeni degni di nota. 
Perciò le tensioni devono soltanto essere notevolmente minori di quelle 
di rottura. I secondi presentano invece un limite di elasticità (n. 5), 
oltre il quale cominciano le deformazioni permanenti; in seguito si 
manifesta lo snervamento, che segna l’inizio delle grandi deformazioni; 
infine si ha la rottura (*). Per conseguenza le tensioni devono inoltre 
essere minori di quelle corrispondenti allo snervamento, che rappre- 
senta già un fenomeno pericoloso, poichè altera profondamente le pro- 
prietà resistenti del materiale, di quelle al limite di elasticità, per non de- 
formare permanentemente il corpo, e di quelle al limite di proporzionalità, 
affinchè si possa ritenere valida la legge di Hooke. Naturalmente rispetto a 
queste ultime tensioni si pretende un grado di sicurezza minore di 
quello rispetto alla rottura. 

d) Fissato il coefficiente di sicurezza interno rispetto alla rottura 
o quello rispetto allo snervamento, e note dall’esperienza le tensioni 
di rottura o quelle di snervamento del materiale, risultano fissati i 
carichi di sicurezza, cioè i valori che la tensione normale o o la tensione 
tangenziale 7 non devono superare in nessun punto del corpo. 

Nel caso di sollecitazioni composte (Cap. IX), il criterio di resi- 
stenza è più complesso; tuttavia, come si vedrà, è sempre possibile 
esprimere la condizione di resistenza limitando opportunamente le ten- 
sioni (v. anche il Cap. XL). 

e) Il concetto di coefficiente di sicurezza si è così trasferito dalle 
forze esterne alle tensioni interne, col grande vantaggio che nella costru- 
zione queste ultime si ottengono col calcolo (evitando così la prova 


(®) Notizie estese sul comportamento dei materiali si trovano nel Cap. XXXVII. 
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diretta di un esemplare sperimentale della costruzione stessa, n. 14 @), 
mentre per determinare le tensioni di rottura o di snervamento è suf- 
ficiente un’esperienza per ogni materiale (*). 

In quei casi in cui non si ha proporzionalità fra le forze e le tensioni 
(Cap. XIII, B), il trasferimento suddetto non è più possibile; tuttavia 
si riesce ugualmente a rispettare la condizione dichiarata in @) modi- 
ficando opportunamente il ragionamento. 


15. La stabilità dell'equilibrio. 


Non sempre basta assicurarsi che le varie parti della costruzione 
siano sufficientemente vincolate fra loro e col suolo e che le tensioni 
interne non superino in nessun punto i carichi di sicurezza. Infatti, 
in certi casi può avvenire che l’equilibrio fra le forze esterne e le ten- 
sioni, pur sussistendo, non sia stabile e che perciò la struttura si deformi 
sempre più fino a rompersi. 

Un caso molto comune è quello delle travi rettilinee notevolmente 
esili, caricate di punta, cioè compresse secondo l’asse (Cap. XIII, B). 
Facendo crescere il carico, la trave rimane rettilinea fino a un certo 
punto, quindi all'improvviso s’inflette lateralmente, cedendo sotto il 
carico, anche se la tensione interna non aveva raggiunto valori elevati. 

Fenomeni analoghi di instabilità dell’equilibrio elastico si verificano 
in molti altri casi (Cap. XXXII) e rappresentano l’insidia peggiore per 
le costruzioni, quando non siano stati opportunamente previsti nello 
studio statico. 


16. Riassumendo, lo studio di una struttura resistente consta delle 
seguenti parti essenziali: 1) determinazione delle reazioni dei vincoli; 
2°) calcolo delle caratteristiche di sollecitazione (n. 11); 3°) calcolo 
delle tensioni e confronto di queste coi carichi di sicurezza. A queste 
parti si aggiurge il calcolo delle deformazioni, quando interessi cono- 
scerle, e lo studio di possibili casi di instabilità dell’equilibrio. 

Giova ricordare che soltanto per le strutture staticamente determi- 
nate (n. 4) le diverse parti dello studio si succedono nell’ordine indi- 
eato; poichè per le strutture staticamente indeterminate esse necessa- 
riamnente s'intrecciano, non potendosi determinare le reazioni senza tener 
conto delle deformazioni. 


(*) Per effetto delle deformazioni plastiche, spesso il coefficiente di sicurezza esterno risulta. 
maggiore del valore assunto per quello interno; per cui la resistenza della costruzione risulta 
aumentata. Nei Capp. XXX e XL esamineremo più attentamente la reale dipendenza del cocf- 
ficiente di sicurezza esterno da quello interno, dipendenza che talvolta può convenire di toner 
presente nel fissare il criterio di sicurezza. 


CapItoLO IT. 


OPERAZIONI SULLE FORZE 


A) COMPOSIZIONE DELLE FORZE. 


17. La rappresentazione delle forze nel piano. 


Le forze agenti sulle costruzioni costituiscono in generale dei sistemi 
nello spazio. Tuttavia, per semplificare, si studiano di solito separata- 
mente le singole parti della costruzione, in base a ipotesi più o meno 
approssimate, nel qual caso le forze si riducono assai spesso a sistemi 
piani. Limitandoci per ora a questo caso, occorre rappresentare le forze 
nel piano. 

a) Graficamente. Gli elementi caratteristici di una forza ‘sono la 
retta d’azione, il senso, la grandezza e il punto d’applica- 
zione. B 

Le forze agenti su corpi o sistemi pensati rigidi si possono 
spostare comunque lungo la retta d’azione, per cui basta co- 
noscere i primi tre elementi. Invece le forze agenti su corpi 
elastici producono effetti differenti se si cambia il punto di 
applicazione lungo la retta d’azione, per cui occorre cono- Ai 
scere tutti i quattro elementi. Ad es., una barra tesa da una 
forza (fig. 4) è affaticata e deformata in tutta la lunghezza 


se il punto d’applicazione è A; lo è soltanto nel tratto A4,B A 
se il punto è A,. Infine certi vettori, come ad es. gli assi- P 
momenti delle coppie, si possono comunque spostare paral- Fig. 4. 


lelamente a loro stessi, per cui basta conoscere la direzione 
(non la retta d’azione), il senso e la grandezza. Nel presente capitolo 
ci occuperemo delle forze pensate agenti su corpi rigidi. 

Per rappresentare una forza f agente nel piano del disegno, si traccia 
la retta d’azione, la cui posizione rispetto al corpo o ad altre forze è 
individuata conoscendo la scala delle lunghezze o del disegno; il senso 
si indica con una freccia sulla retta d’azione; la grandezza si indica 
col numero di chilogrammi, oppure graficamente con un segmento 0-1 
parallelo alla retta d’azione, la cui lunghezza misura la forza in una 
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scala delle forze prefissata. Per semplificare i calcoli è opportuno sce- 
gliere scale semplici delle lunghezze e delle forze (ad es., 1 cm per 
rappresentare 1, 2, 5, 20, 25, 50, 100 ecc., unità di lunghezza o di for- 
za). Un sistema di forze agenti in un piano si rappresenta tracciando 
le rette d’azione (fig. 5) e disponendo i segmenti 0-1, 1-2, 2-3... 
che le misurano secondo una poligonale che si chiama poligono delle 
forze. 

b) Analiticamente. Ricordiamo dalla Meccanica razionale che una 
forza si può rappresentare mediante i suoi parametri. che nel caso di 


ud 


Lo 


Fig. 5. Fig. 6. 


una forza in un dato piano sono le due componenti X e Y secondo 
due assi ortogonali e e y e il suo momento M rispetto all’origine 0 
degli assi. 

È facile rappresentare graficamente una forza quando è data me- 
diante i suoi parametri: la sua grandezza f, l’angolo a che essa forma 
con l’asse « (fig. 6) e la sua distanza d da O sono dati da 


airennio 
VA + 3° 
Le distanze da O dei suoi punti d’intersezione A e B con gli assi 
% e y sono 


à 5 w 
(1) f=VX*+ 3, tga=35, 


M M 
(2) Cod pri, dt 


come risulta applicando la f prima in A poi in B e uguagliando il suo 
momento M rispetto a O alla somma dei momenti delle sue compo- 
nenti X e Y. 

I parametri di un sistema di forze compiane sono ZX, LY, XM, 
cioè le somme algebriche dei parametri delle singole forze. 

Le operazioni sulle forze si eseguiscono per via grafica o analitica, 
secondo la convenienza; talvolta in entrambi i modi per avere un con- 
trollo. 
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18. La risultante. 


Ricordiamo che un sistema di forze in un piano ammette sempre 
una risultante; essa si può definire quella forza che agendo sullo stesso 
corpo rigido produce gli stessi effetti che producono le forze date. 

Si noti che se le forze agiscono invece su di un corpo elastico, la ri- 
sultante non produce in generale gli stessi effetti delle componenti (n. 51). 

Se si aggiunge a un sistema di forze la forza uguale e contraria alla 
risultante, si ottiene un sistema equilibrato. 


19. Forze compiane concorrenti. 


a) È noto che la risultante r di due forze f, ed f, compiane (fig. 7) 
passa per il loro punto d’incontro, è contenuta nello stesso piano ed 
è misurata dalla diagonale del parallelogramma che ha per lati le due 


Fig. 7. Fig. 8. 


forze; o più semplicemente dal terzo lato 0-2 del triangolo che ha come 
primo e secondo lato i segmenti 0-1 e 1-2. 

Tre forze sono in equilibrio soltanto se le tre rette d’azione sono 
compiane, passano per uno stesso punto e il triangolo delle forze risulta 
chiuso; poichè una delle tre forze equilibra le altre due se è uguale e 
contraria alla risultante. 

db) Nel caso di più forze compiane concorrenti (fig. 8), il lato di 
chiusa 0-4 del poligono delle forze dà la direzione, il senso e la gran- 
dezza della risultante r, la cui retta d’azione è la parallela per il punto 
d’incontro delle forze. Infatti, la risultante 7, delle forze f, ed f, 
passa per il loro punto d’incontro ed è misurata dal segmento 0-2; 
la risultante delle forze f,, f:, ed f; è anche la risultante della r,,, e della 
forza fi, quindi passa per il loro punto d’incontro ed è misurata 
dal segmento 0-3; ece. Se il poligono delle forze risulta chiuso, il sistema 
è equilibrato. 

Un sistema di vettori rappresentanti assi-momenti di coppie (n. 17 a), 


@. BELLUZZI - Scienza delle costruzioni - I 


(S) 
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che siano paralleli a un piano, si compone nello stesso modo, potendosi 
trasportare tali vettori su quel piano e farli passare per un punto. 

c) Analiticamente, la risultante di un sistema di forze compiane 
e concorrenti è individuata dalle sue componenti secondo gli assi x e Y, 
che sono uguali ai due parametri 2X, Z'Y del sistema (n. 17 b). Se questi 
parametri sono nulli, il sistema è equilibrato. 

d) Nel caso di forze aventi in comune la retta d’azione, anche la 
risultante agisce secondo tale retta; il poligono delle forze ha i lati 
allineati e la grandezza della risultante è uguale alla somma algebrica 
delle grandezze delle componenti. In particolare, due forze aventi la 
stessa retta d’azione, sensi contrari e uguali grandezze sono in equi- 
librio. 


20. Forze compiane qualsiansi. 


a) Il procedimento più spontaneo consiste nel tracciare la risul. 
tante r,,, delle forze f, ed fs (fig. 9), poi la risultante r,,3 di r1,, ed fs, 


Fig. 9. Fig. 10. 


che passa per il punto d’incontro di r,,, @ di fs, quindi la risultante 
ta di 11,3 ed fa, ecc.; ottenendo così il poligono delle successive risultanti, 
il cui lato km° è la retta d’azione della risultante delle % forze che pre- 
cedono, misurata dal segmento 0-k. Questo poligono trova utile im- 
piego nello studio delle travi ad arco; però non sempre si può costruire, 
perchè spesso il punto d’incontro di una risultante parziale con la forza 
‘seguente esce dal disegno. 

3) Si ricorre più spesso alla costruzione seguente. Assunto un 
punto P (polo) che non sia sui lati del poligono delle forze, nò sul lato 
di chiusa 0-5 (fig. 10), si proiettano da P i vertici 0, 1, 2...5; quindi 
si costruisce un poligono (poligono funicolare) avente i lati a1', 1'2' ... 5‘d 
paralleli alle dette proiettanti e i vertici 1’, 2’... 5' sulle rette d’azione 
delie forze. Il lato di chiusa 0-5 del poligono delle forze dà la direzione, 
il senso e la grandezza della risultante r, mentre la retta d’azione passa 
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per il punto R d’incontro del primo e dell’ultimo lato de! poligono funi- 
colare. Infatti, la f, si può considerare (n. 19 4) la risultante di due forze 
agenti secondo i lati ai’ e 1’2’, misurate da 0-P e P-1, e sostituire con 
esse; la f, si può sostituire con due forze agenti secondo i lati 1'2' e 
2'3', misurate da 1-P e P-2; ecc. Ma le componenti P-1 e 1-P si fanno 
equilibrio perchè hanno la stessa retta d’azione, sensi contrari e gran- 
dezze uguali; così pure le P-2 e 2-P, ecc. Perciò le forze del sistema 
dato sono equivalenti a due sole forze agenti secondo i lati estremi 
del poligono funicolare e misurate da 0-P e P-5. La risultante r di que- 
ste, e quindi anche del sistema dato, passa per il loro punto d’in- 
contro R. 

Due forze agenti secondo i lati estremi del poligono funicolare, ma 
aventi invece i sensi 5-P e P-0, fanno equilibrio al sistema dato. 

Si può ottenere anche la risultante parziale di un gruppo inter- 
medio di forze, ad es. fa, fs, fa; essa passa per il punto d’incontro dei 
lati 1'2' e 4'5' comprendenti tali forze ed è misurata da 1-4. 

Il poligono funicolare rappresenta la configurazione di equilibrio 
di una fune priva di peso sulla quale agiscano le forze del sistema; da 
cui il nome. La tensione in ogni lato della fune è misurata dalla proiet- 
tante corrispondente. 

c) Il poligono delle successive risultanti, trovato nell’altro modo 
(n. 20 a), si può considerare il poligono funicolare costruito col polo 
coincidente con l'origine 0 del poligono delle forze e avente la forza fi 
come primo lato. 

Un poligono funicolare qualsiasi è il poligono delle successive risul- 
tanti del sistema costituito dalle forze date, alle quali si pensi aggiunta 
la P-0 agente secondo il primo lato. Perciò un lato generico di un poli- 
gono funicolare si può considerare la risultante del primo lato, pensato 
come una forza fittizia aggiunta, e delle forze reali che precedono il 
lato generico; la grandezza è data dalla proiettante corrispondente. 

d) Analiticamente, la risultante ha gli stessi parametri ZX, SY, 
ZM del sistema. La sua grandezza e la sua retta d’azione si possonu 
determinare nello stesso modo che si è indicato per una îorza (n. 17 d), 
sostituendo questi parametri a X, Y, M. Due sistemi di forze aventi 
gli stessi parametri sono equivalenti. Se i tre parametri di un sistema 
sono nulli, esso è equilibrato. 


21. Casì particolari. 


Il poligono delle forze si dice aperto quando l’estremo n non coin- 
cide con l'origine @; chiuso se coincide. Il poligono funicolare si dice 
aperto quando i lati estremi sono due rette distinte; chiuso se coin- 
cidono. 
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Dato un sistema di forze, se il poligono delle forze è aperto, la prima 
e l’ultima proiettante risultano inclinate fra loro, poichè si è escluse 
di prendere il polo sulla retta di chiusa; perciò i lati estremi del poli- 
gono funicolare risultano distinti e s'incontrano in un punto proprio. 
Quindi il sistema ha la risultante di grandezza finita e agente secondo 
una retta propria. 

Se il poligono delle forze è chiuso, la prima e l’ultima proiettante 
coincidono; perciò il poligono funicolare ha i lati estremi distinti e 
paralleli (aperto), oppure coincidenti. Nel primo caso il sistema equi- 
vale a una coppia, potendosi sostituire (n. 20 5) con due forze agenti 
secondo tali lati paralleli e misurate da 0-P e P-n. Se si cambia il polo, 
variano le due forze e il braccio della coppia, che resta però equiva- 
lente al sistema dato. 

Se anche il poligono funicolare è chiuso, il sistema equivale a due 
forze aventi la stessa retta d’azione e misurate da 0-P e P-n, quindi 


è equilibrato. 


22. Il teorema di Culmann. 


Il poligono funicolare che collega un dato sistema di forze si può 
modificare: a) variando l’ordine delle forze, 5) spostando il primo lato, 
c) cambiando il polo. 

Se si varia l’ordine di un gruppo intermedio di forze, è facile vedere 
che si modificano sol- 
tanto i lati del poligo- 
no funicolare compresi 
fra tali forze. 

Se si sposta il pri- 
mo lato, si ottiene un 
nuovo poligono funi- 
colare coi lati paralleli 
a quelli del poligono 
primitivo. 

Infine, nel caso più 
interessante in cui si 
cambi il polo, vale il 
teorema di Culmann: I lati corrispondenti di due poligoni funicolari 
costruiti con è poli P, e P, s'incontrano in punti situati sopra una retta 
parallela alla congiungente P,P,. Se p, e ps sono due poligoni costruiti 
coi poli P, e P. (fig. 11), e A, B, €... sono i punti d’incontro dei due 
primi lati, dei due secondi, dei due terzi, ecc., dimostriamo che le pa- 
rallele alla congiungente P,P. condotte per A, B, € ... coincidono. 
La forza f, misurata da 0-1 si può sostituire con le forze 0-P, e P,-1 
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agenti secondo i lati Al’ e 1’2', oppure con le forze 0-P, e P,-1 agenti 
secondo i lati A1’ e 1/2”. Perciò le prime due cambiate di senso de- 
vono fare equilibrio alle due ultime, ossia il gruppo di forze 1-P.,, 
P,-0, 0-P., P,-1 è equilibrato; quindi la risultante di due qualunque di 
esse deve fare equilibrio alla risultante delle altre due. Ma la risul 
tante di P,-0 e 0-P,, misurata da P.,-P., passa per il loro punto d’in- 
contro A ed è parallela a P,P.; la risultante di P.-1 e 1-P,, misurata 
da P,-P,, passa per il loro punto d’incontro B ed è parallela a P,P,. 
Dunque, per l’equilibrio delle due risultanti, le due parallele per A 
e per B alla congiungente P,P, coincidono. Analogamente, partendo 
dalla forza f., si dimostra che coincidono le parallele a P,P, condotte 
per B e per €; e così via. 


23. H poligono funicolare per tre punti. 


a) Se si sposta il primo lato (n. 22), si possono ottenere infiniti 
poligoni funicolari; se invece si cambia il polo, che dipende da due 
coordinate, se ne può ottenere una duplice infinità; quindi un dato 
sistema di forze si può collegare con oo poligoni funicolari. Avendosi 
così disponibili tre elementi arbitrari, cioè la posizione del primo lato 
e le coordinate del polo, possiamo imporre delle condizioni al poligono 
funicolare. Se imponiamo una condizione, i poligoni si riducono a 00°; 
se ne imponiamo due, si riducono a 00; se ne imponiamo tre, esiste 
un solo poligono che soddisfa. 

b) Il caso più interessante per le applicazioni, specialmente agli 
archi a tre cerniere, è quello del tracciamento del poligono funicolare 
collegante un dato sistema di forze e avente tre lati determinati pas- 
santi per tre punti assegnati; poligono che è unico, per quanto si è 
detto ora. 

Fra le varie costruzioni indichiamo la seguente (1). Dato il sistema di cinque 
forze della fig. 12, si voglia costruire un poligono funicolare avente il 1°, il 4° 
e il 6° lato passanti per tre punti A, B, C non allineati. Congiunto B con A e 
con €, proiettiamo da A i punti d’incontro lg, 20, 3, della CB con le forze 
hh. f.. f30 da Ci punti d'incontro 59, 4, della AB con le forze fs, fa. Per gli 
estremi 1, 2, 3 dei segmenti 0 - 1, 1-2, 2 - 3 mandiamo le parallele alla CB 
e per le origini 3, 4 dei segmenti 3-4, 4-5 le parallele alla 4B; quindi 
costruiamo a partire da 0 il poligono 01'2'3' coi lati paralleli alle proiettanti 
Al, 42, 48 @ i vertici sulle parallele suddette, e a partire da 5 il poligono 
54'3"” coi lati paralleli alle proiettanti C5,, 04. Completato il parallelogramma 
33'3”P, si ottiene il polo P mediante il quale si costruisce il poligono cercato. 


() Cfr. la mia nota: La curva delle pressioni negli archi a tre cerniere, «Il Cemento», 1921, n. v, 
pag. 49. 


22 CAPITOLO SECONDO 


Il lato 01’ determina in 0-1’ e 1'-1 le componenti della f, secondo le 
rette 41, e CB. Se poi si mandasse la parallela alla 42, per 1, si otter- 
rebbero in 1-2, e 2,-2 le componenti di f, secondo 42, e CB; avendola 
invece mandata per 1’, si è ottenuta in 2’ - 2 la somma delle componenti di 
fi ed f, secondo CB. Si può quindi coneludere 
che 0 - l', 1’ - 2’, 2' - 3’ sono le componenti delle 
forze f1, fa; f3 secondo Ai,, 42, 43), mentre 
3'-3 è la somma delle componenti secondo UB; 
analogamente 3‘ - 4’, 4' - 5 sono le componenti 
delle forze fi, f; secondo C4,, 05, mentre 3 - 3/ 
è la somma delle componenti secondo AB. È fa- 
cile ora dimostrare che, se si fa passare il 1° lato 
del poligono funicolare per A, il 4° lato, paral- 
lelo alla proiettante P - 3, passa per B. Infatti 
esso è (n. 20, c) la risultante del 1° lato e delle 
forze fi, fo, fs, ossia di P - 0 e delle componenti 
0 - 1’, 1’ - 27, 2'-3',3'-3.MaleP-0,0-1',1'-2', 
2'-3' passano per A; perciò la loro risultante 
P -3', parallela ad AB, coincide con la retta AB 
e passa per B. L’altra componente 3’ - 3, agendo 

Fig. 12. secondo CB, passa pure per B. Dunque il 4° lato 

passa per B. Inoltre il 6° lato, parallelo a P - 5, 

passa per 0. Infatti esso è la risultante del 4° lato e delle forze f,, j;, ossia di 

P-3 e delle componenti 3 - 3‘, 3” - 4’, 4'- 5. Ma le P-3 e 3-3" passano per 

B; perciò la loro risultante P - 3", parallela a CB, coincide con la retta, CB 

e passa per C. Le componenti 3‘ - 4’, 4' - 5 passano per 0. Dunque il 6° lato 
passa per 0. 


24. Forze parallele. 


Quando le forze sono parallele, il poligono delle forze ha i lati alli- 
neati. Spesso (fig. 13) le forze 
sono verticali (pesi); se si con- 
siderano i lati del poligono fu- 
nicolare come forze (n. 20 b), 
esse hanno tutte la stessa com- 
ponente orizzontale, misurata 
dalla distanza H (distanza po- 
lare) del polo dal poligono delle 
forze. 

Nel caso frequente di due sole forze, se hanno lo stesso senso la risultante 
è interna (fig. 14 a), se hanno sensi contrari essa è esterna, dalla parte della 
maggiore e ha il senso di questa (fig. 14 b). La sua posizione si può anche deter- 
minare dividendo la distanza d delle due forze in parti d, e d, inversamente pro- 
porzionali alle forze stesse; come risulta uguagliando a zero la somma algebrica 
dei loro momenti rispetto a un punto della risultante (n. 30 c). Perciò grafica- 


r 
Fig. 13. 
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mente basta tracciare una trasversale s e portare da questa su ciascuna forza 
il segmento che misura l’altra, da parti opposte se le forze hanno lo stesso senso, 
dalla stessa parte se hanno sensi contrari; la con- 
giungente gli estremi incontra la s in un punto 
della risultante. 


25. Le forze corrispondenti a un dato poligono 
funicolare. 


Dato un poligono qualsiasi (fig. 14), esso si 
può considerare come poligono funicolare di certe 
forze verticali passanti per i suoi vertici; forze 
che si possono infatti determinare mandando da 
un polo P le parallele ai suoi lati fino a incon- 
trare una retta 
verticale. 

In talune ap- 
plicazioni, ad es. 
nel tracciamen- 
to del poligono d’inflessione delle travi retico- 
lari (Cap. XV, 2), interessa determinare l’e- 
spressione analitica delle forze corrispondenti 
a un dato poligono. Assunta una retta verti- 
cale (fig. 15) e mandate da un polo P distante 
H (arbitraria) le parallele a due lati consecutivi AB e BO del poligono, si ot- 
tiene la forza generica f. agente nel vertice B dalla similitudine dei triangoli 
adP e ADB: 


A4D 
h=H Wai * 
*k-1 
Dette nx-1 72 +1 le ordinate dei vertici del poligono misurate da un’oriz- 
zontale, si ha 


D=A46- DE, AE=m_-m> FO = Mya — Meo 


Car dx 
AD= ne— mr (Maya — Ne) Te . 
Quindi risulta 


(3 H (ne Mea _ Ma ne) È 
(3) he Ti % 


26. Forze ripartite e curva funicolare. 


a) In certi casi le forze si possono considerare concentrate perchè 
agiscono sopra superficie piccolissime. In realtà però esse sono invece 
ripartite su dei volumi (forze di massa, come il peso dei corpi, le forze 
d’inerzia e le forze magnetiche) o su delle superficie (pressioni dovute 
a fluidi o a pesi appoggiati sulle superficie). 
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b) Spesso si hanno forze ripartite su di una striscia di superficie, 
simmetricamente rispetto alla linea media della striscia; per cui si pos- 
sono considerare ripartite su di una linea. Anche nel caso di fili pesanti 
o soggetti all’azione del vento si possono pensare le forze ripartite su 
linee, Se la forza è uniformemente ripartita lungo la linea, indichiamo 
con gq il valore per unità di lunghezza; se invece è ripartita in modo 
vario, il valore unitario g in un punto è il rapporto fra la forza agente su 
di un tratto infinitesimo nell’intorno del punto e la lunghezza del tratto. 
La dimensione di q è F-L- e g si può misurare in kg/m o in kg/em 
o in tonn/m. La forza agente su di un tratto ds della linea vale qds. 

Si può estendere il procedimento del poligono funicolare anche alla 
composizione di forze ripartite su di una linea. Il poligono delle forze 


(2) 


ds 
14 
a 
p-ds b) 
Ù si 
\e 
d 1em=20kg/cm uo 
Fig. 16. Fig. 17. 


diventa la curva delle forze, costituita dalle forze infinitesime 4 4s 
(fig. 16), e il poligono funicolare diventa la curva funicolare o sempli- 
cemente la funicolare. Una corda generica a-b della curva delle forze 
dà la direzione, il senso e la grandezza della risultante delle forze agenti 
nel tratto AB, mentre la retta d’azione passa per l’incontro delle tan- 
genti è, e t, alla funicolare, parallele alle proiettanti P-a e P-b che 
misurano la tensione nei punti A e B della funicolare. 


Esercizio 1. — In un tubo di iuta di 10 cm di diametro c’è acqua alla pres- 
sione p = 3 kg/cmq. Determinare la tensione nel tessuto. 

Soluzione. Se si considera un anello di tubo di 1 em di larghezza, a ogni cm 
di lunghezza del suo contorno corrisponde 1 emq; perciò la forza q per unità 
di lunghezza ha lo stesso valore delia pressione p. La configurazione di equilibrio 
del tubo flessibile è quella circolare, perchè a essa corrisponde il massimo vo- 
lume; perciò la funicolare delle forze q ds 0 p ds è circolare e le forze sono radiali 
(fig. 17 a). Il poligono delle forze è un altro circolo (fig. 17 b); il polo P è nel 
centro e il raggio misura la tensione H nell’anello unitario. La somma delle 
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forze q ds agenti sull’anello è q + 2xr ed è uguale alla lunghezza del poligono delle 
forze. Quindi il raggio H di questo vale 
_q: 29 


H =qr= pr. 


Come si vedrà nell’esercizio 66, questo risultato è valido, e si ritrova per altra 
via, anche nel caso di tubi circolari rigidi. 

Nel nostro caso risulta H = 3 - 5= 15 kg/cm, che misura la tensione peri- 
ferica del tessuto, per ogni cm della generatrice (fig. 17 e). 


27. La risultante di un carico ripartito. 


Spesso la linea su cui agiscono le forze è retta e queste hanno di- 
rezione costante e normale alla retta. La legge di variazione di q si 
rappresenta di solito mediante il diagramma di carico, la cui ordinata 
corrente misura il valore di g in ogni punto (n. 26 b). 

La risultante delle forze agenti su di un tratto qualunque della retta 
passa per il baricentro dell’area della porzione corrispondente di dia- 
gramma, perchè questo baricentro si può definire (n. 71) come il centro 
delle forze parallele q ds, che sono anche le aree delle strisce elemen- 
tari del diagramma. Se si cambia la scala di rappresentazione delle 
forze unitarie g nel diagramma, cambiano in proporzione le ordinate, 
e il suo baricentro si sposta parallelamente alle ordinate stesse, senza 
che perciò si sposti la risultante. 

Anche le forze agenti normalmente a un’area piana (n. 26 a) si possono rap- 
presentare con un diagramma, limitato in questo caso da una superficie anzichè 
da una linea, che si ottiene innalzando per ogni punto dell’area un’ordinata che 
misura la forza p per unità di area, cioè la pressione. Come nel caso precedente, 
la risultante delle forze agenti su di una porzione qualunque dell’area passa per 
il baricentro del volume corrispondente del diagramma. 


28. L’equazione della funicolare di un dato carico. 


a) Nel caso del n. 27 la curva delle forze diventa una retta, e la 
distanza polare H misura la componente normale alla direzione delle 
forze della tensione in ogni punto della funicolare, componente che 
in questo caso è costante. Nel caso di forze verticali, H è la compo- 
nente orizzontale della tensione. 

Se si riferisce la funicolare a due assi ortogonali x e y (fig. 18), e 
si considerano la tangente in un punto generico A e la proiettante P-a 
corrispondente, che formano un angolo g@ con l’asse , si ha 


26 CAPITOLO SECONDO 


perchè ambo i membri sono uguali a tg g. Differenziando si ottiene 


dy ,. _dac). 
ae = "gp 


ma d(ac) è la diminuzione ab che subisce il segmento «e quando si passa 

dal punto A a un punto B vicinissimo, ossia è — q dx; per cui risulta 
d? 

(4) dec 

che è l’equazione differenziale della funicolare del carico g. L’integra- 

zione si può eseguire soltanto caso per caso, quando si conosce g=g(x). 


{ ILUTI LI 


« 


Fig. 19. 


Si noti che la costruzione di una funicolare equivale perciò a una 
doppia integrazione. 

b) Giova osservare che la (4) è legata soltanto alla forma della 
funicolare, ossia è indipendente dalla scelta degli assi; poichè se misu- 
riamo le ordinate y, anzichè dall’asse x, da un’altra retta qualsiasi, 
anche inclinata, ciò equivale ad aggiungere a y una funzione lineare 
me + n che non modifica la derivata seconda di y. 

c) Se oltre alle forze ripartite g agiscono anche delle forze con- 
centrate P ugualmente dirette, la retta delle forze è costituita dalle 
qde intercalate ogni tanto con le forze finite P, e la funicolare risulta 
di tratti curvilinei formanti delle cuspidi in corrispondenza di ogni P. 


Esercizio 2. — Determinare l’equazione della funicolare di un carico 
a) uniformemente ripartito (fig. 19 a); 
b) variabile secondo un triangolo (fig. 19 b); 
c) variabile con legge sinusoidale (fig. 19 c). 
Soluzione. a) Se q è il valore costante del carico unitario, l'equazione diffe- 
renziale delle funicolare è 


sl 
+ alien 55) 
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Se si vuole che la curva incontri l’asse x in corrispondenza delle verticali estre- 
me del carico, dev'essere y = 0 per x = 0 e per 7= I. Risulta perciò 


—Y 


1 “o 2 
0o,= È 0,=0, e quindi (vs sioni | 
La funicolare è dunque una parabola ad asse verticale. Nel punto di mezzo 
si ha 


Yma: = 87 7 3H | (Q = ql carico totale) 


b) Se q,, è il valore massimo del carico unitario, in un punto generico a 
sinistra del punto di mezzo è 


= i 3 quindi si ha y”=— a S 
Integrando si ottiene 
7 Int? Unt® _ A 
y=- nt 1373 t08+ 0a 
Dovendo essere per a = 0, y= 0 e per ® = 2/2, y'= 0, risulta 
l,= tai , C,=0, equindi y= 1 (3a — 408). 


Quest’equazione è valida per la metà sinistra; l’altra metà è simmetrica ri. 
spetto alla verticale. Nel punto di mezzo si ha 


In _ ù. ( _ Int 
Ymaxr = 1957 > D carico totale) 


c) Il carico unitario g si annulla per # = 0 e per © = 1; perciò è espresso da 


= Lib indi si n_ _ Mm Ei 
13 IS 75 quindi si ha y HS To. 


Integrando si ottiene 


In 


y= tap sen To+ 0x4 03. 


Per x = 0 e per =! dev'essere y = 0; per cui 0) = 0, = 0. La funico- 
lare è sinusoidale come il diagramma di carico. Nel punto di mezzo si ha 


Vi 2 e 
Ymaz = H — In (e = 7 ln! carico totale) 
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29. Le forze nello spazio. 


Poichè avremo di rado occasione di occuparci di forze nello spazio, ci limi- 
tiamo a ricordare alcuni risultati della Meccanica razionale, tralasciando’ le dimo- 
strazioni e le costruzioni (?): 

Nello spazio un sistema di forze concorrenti in un punto ha la risultante pas- 
sante per quel punto. In particolare, un sistema di forze parallele ha la risul. 
tante pure parallela. Se le forze ruotano intorno ai loro punti d’applicazione con- 
servandosi parallele, anche la risultante ruota intorno a un punto detto centro 
delle forze parallele. 

Un sistema di forze comunque disposte nello spazio si può ridurre a due forze 
non compiane e ciò in infiniti modi. Soltanto in casi particolari si può ridurre 
a una forza. 

Si può anche ridurre il sistema a una forza risultante e a una coppia risul- 
tante e ciò in infiniti modi; in ogni caso però non cambia la direzione della forza 
risultante. (Il sistema è riducibile a una sola forza se la coppia risultante agisce 
in un piano parallelo alla forza risultante.) Si può sempre far in modo che la cop- 
pia risultante agisca in un piano normale alla forza risultante, ossia che abbin 
l’asse-momento coincidente con questa, la cui retta d’azione si chiama allora 
asse centrale del sistema. 


B) MOMENTI E COPPIE. 


30. Il momento di una forza rispetto a un punto. 


a) È il prodotto della grandezza f della forza per la sua distanza 4 
(braccio) dal punto (centro dei momenti). Il momento si considera posi- 
tivo quando è destrogiro, cioè quando, rispetto all’osservatore, la forza 
tende a far ruotare il piano determinato da essa e dal punto intorno 
a questo nel senso delle lancette dell’orologio. 

Il momento è omogeneo col lavoro, perchè entrambi hanno le stesse 
dimensioni FL; però non sono la stessa cosa, perchè mentre la prima 
è una grandezza statica, la seconda è dinamica. Se la forza si misura 
in kg o in tonn e la distanza in mo in cem, il momento risulta in kgm 
o in kgem o in tm o in tem (chilogrammetri, chilogrammicentimetri, 
tonnellatemetri, tonnellatecentimetri). 

b) Graficamente, il momento si può rappresentare col prodotto di 
due segmenti, di cui uno si legge nella scala delle forze e l’altro nella 
scala delle lunghezze; quindi è misurato dall’area del loro rettangolo. 
Se si hanno più forze, conviene assumere costante uno dei due seg- 


(*) V. le opere citate nel n. 41. 
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menti o fattori, considerato come forza o come lunghezza H, che si 
chiama base di riduzione dei momenti; l’altro segmento y variabile, 
eonsiderato rispettivamente come lunghezza o come forza, misura 
ciascun momento ridotto alla base H (cioè a meno del fattore H). Questi 
momenti y ridotti rappresentano i bracci che bisognerebbe assegnare 
a delle forze costanti H, oppure le forze che bisognerebbe associare @ 
dei bracci costanti H, per ottenere momenti uguali a quelli delle forze 
date. Per semplificare i calcoli è opportuno assumere la base H misu- 
rata da un numero semplice di chilogrammi o di metri (n. 17 a). 

c) Il momento di un sistema di forze compiane rispetto a un 
punto del loro piano è uguale alla somma algebrica dei momenti delle 
singole forze. È noto che vale il teorema di Varignon: Il momento della 
risultante è uguale alla somma algebrica dei momenti delle componenti. 
In particolare, il momento di un sistema di forze rispetto a un punto 


della risultante è nullo. 


31. La ricerca grafica del momento. 


Il momento di un sistema di forze compiane rispetto a un punto 0 
del loro piano (fig. 20) si può ottenere anche graficamente. Assunta una 
base di riduzione H, si fissa un polo P distante 7 dal segmento 0-4 
che misura la grandezza della ri- 
sultante r e si collegano le forze 
con un poligono funicolare. Trac- 
ciata poi per 0 la parallela a 7, 
il segmento y intercetto su questa 
dai lati estremi del poligono mi- 
sura il momento del sistema ri- 
dotto alla base H (considerando 
indifferentemente H come forza 
e y come lunghezza o viceversa). 
Infatti, se d è la distanza di 0 Fig. 20. 
dalla risultante, che passa per il 
punto d'incontro R dei lati estremi, il momento cercato è M = rd; 
ma dai triangoli simili abR, 04P si ha r:y=H:d, ossia rd = Hy, 
per cui è anche M = Hy. 

Si può anche ottenere il momento di un gruppo intermedio di forze 
consecutive tracciando per 0 la parallela alla retta di chiusa ' rela- 
tiva alle forze del gruppo e leggendo il segmento y'’ intercetto fra i 
lati del poligono estremi rispetto al gruppo. Però si ha una nuova base 
di riduzione H' che è la distanza di P da r'. 
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32. Caso delle forze parallele. 


La costruzione del n. 31 è utile specialmente nel caso di forze paral- 
lele (fig. 21), perchè allora la distanza polare H è la stessa sia per 1a 
risultante dell’intero sistema, sia per la risultante di alcune delle forze, 
o per ciascuna di esse. Perciò, mandata dal centro 0 dei momenti la 

parallela o alle forze, i segmenti 


YU = 01, ya = 12} yy = 2'3' ... 
intercetti su questa dai lati con- 
secutivi del poligono funicolare 
sono i momenti delle singole forze 
ridotti alla base H. 

Se si sposta il centro 0 lungo 
la retta o, i momenti non cam- 
biano; quindi essi sono i momenti 


rispetto a un punto qualsiasi del- 
la retta. Per questo motivo si usa chiamarli, sebbene impropriamente 
(n. 35), momenti delle forze rispetto all’asse o parallelo alle forze. 


33. Le coppie. 


a) La coppia è un particolare sistema costituito da due forze 


parallele, di senso contrario e di uguale 
grandezza. 

Il momento di una coppia ha lo stesso 
valore rispetto a qualunque punto del pia- 
no; infatti (fig. 22 a) il momento rispetto a 
un punto 0 è 

MU=jd,-fl,=f{d,-d)=fd, 
cioè uguale al prodotto della grandezza di 
una delle forze per la loro distanza (braccio 
della coppia). Il momento si assume posi- 
tivo quando la coppia tende a far ruotare 
il piano in senso destrogiro. 

) È noto che una coppia si può con- 
siderare come una forza di grandezza infini- 
tesima, agente secondo la retta all’infinito 
del piano della coppia; ciò che viene con- 
fermato anche dalla costruzione grafica. In- 


h CA 


Fig. 22. 


$0 


0) 


fatti, se si collegano le due forze di una coppia con un poligono funi- 
colare (fig. 22 b), il primo e l’ultimo lato sono paralleli perchè le 
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proiettanti P-0 e P-2 coincidono; perciò la risultante, parallela alle f, 
passa per il loro punto d’incontro all’infinito, quindi agisce secondo la 
retta all’infinito, e ha grandezza nulla perchè è misurata da 0-2. 

Questo modo di considerare le coppie non presenta contraddizioni, perchè 
il momento della forza rispetto a un punto del piano assume la forma indeter- 
minata 0 - co e può quindi essere uguale al momento della coppia; di più la co- 
stanza del momento è in accordo col fatto che il braccio della forza è infinito 
e perciò uguale per tutti i punti del piano. Tuttavia nei calcoli non conviene so- 
stituire a una coppia, che ha un momento determinato, una forza infinitamente 
piccola e lontana, che ha un momento indeterminato. L’equivalenza presenta 
invece il vantaggio di consentire di estendere alle coppie certe proprietà che tro- 
veremo per le forze (Cap. XVII). 

c) È noto che una coppia si può spostare comunque nel suo piano 

e alterare nei suoi elementi forza e braccio, purchè rimanga inva- 
riato il momento; poichè con ciò non variano i suoi parametri LX = 0, 
ZY = 0, Y°M = WM. Ciò è anche confermato dal fatto che il sistema 
si può sostituire (n. 20) con due forze agenti secondo i lati estremi del 
poligono funicolare (fig. 22 b), misurate da 0-P e P-2 e costituenti 
pure una coppia, che si può modificare spostando il poligono o cam- 
biando il polo. 

Spesso una coppia si indica con un arco e una freccia (fig. 22 c), 
vicino al quale si scrive il valore del momento. 

d) Più coppie compiane equivalgono a una coppia di momento 

uguale alla somma algebrica dei loro momenti. 


34. Forza e coppia compiane. 


Un sistema costituito da una forza f e da una coppia M compiane 
(fig. 23) si può sostituire con un’unica forza f' di 
grandezza uguale alla f, ma spostata parallelamente A 
a sè stessa in modo che il suo momento rispetto a 4 f 
un punto della retta primitiva sia uguale a M; cioè M M 
spostata di M/f. Infatti i parametri del sistema f 
(n. 17 è) non cambiano. 

Inversamente, una forza f' si può spostare paral- 
lelamente a sè stessa in una posizione qualunque f, Fig. 23. 
purchè si aggiunga una coppia di momento uguale 
a quella che aveva la forza f' rispetto a un punto della nuova retta 
d’azione. 


35. Momenti e ceppie nolio spazio. 


Ricordiamo che: 
Il momento di una forza rispetto a un asse è il prodotto della proiezione 
della forza sopra un piano normale all’asse, per la sua minima distanza dall’asse. 
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Il momento è nullo se la forza incontra l’asse e quindi anche se gli è parailela. 

Una coppia si può spostare in piani paralleli. 

Un sistema di coppie nello spazio equivale a una sola coppia, che si ottiene 
componendo i loro assi-momenti. 

La proiezione di una coppia di momento M sopra un piano non parallelo 
al suo è una coppia di momento M, = M cosa, essendo a l’angolo dei due 
piani. In particolare, la coppia si può decomporre in due, agenti in piani fra 
loro normali, di momenti M, = M cos a, M, = M sen a, essendo a l'angolo che 
il primo di questi piani forma col piano della coppia data. 


C) DECOMPOSIZIONE DELLE FORZE. 


36. La decomposizione di una forza in due. 


Nella ricerca delle reazioni di vincoli (Cap. III) è fondamentale il 
problema della decomposizione di una forza data in più forze che le 
siano equivalenti, oppure che le facciano equilibrio, e soddisfacenti a 
determinate condizioni. Come primo problema, decomponiamo una data 

forza f in due. 


N One a) Primo caso. Sono date le rette d’a- 
»- zione a e Db delle forze incognite (fig. 24 a), 
‘ U y' delle quali si cercano le grandezze e i sensi. 


Dovendo tre forze in equilibrio passare per 

L / 1 un punto (n. 19 a), il problema è general- 
a) mente impossibile. 

hi) Esso è possibile soltanto se le due rette 

d) A a' e b' s'incontrano sulla retta f, nel qual 

A+ > caso il problema è anche determinato. Con- 

) N\; dotte per gli estremi 0 e 1 del segmento che 


1 misura f le parallele alle rette a' e bd’, i 
f segmenti a' e bd’ coi sensi da 0 verso 1 danno 
le due forze equivalenti alla f, poichè hanno 
la stessa origine e lo stesso estremo di essa; 
mentre coi sensi da 1 verso 0 danno quelle 
hi B che le fanno equilibrio, poichè chiudono il 

ci fi poligono delle forze. 
Fig. 24. Se le due rette date sono parallele alla f, 
si può segnare un punto qualunque A sulla 
a e usare la costruzione del secondo caso. Analiticamente, si procede 

invece come nel n. 60 b). 

db) Secondo caso. Il caso più importante è quello in cui sono dati 
un punto A per il quale deve passare la forza a, e la retta d’azione 
della %. Il problema è sempre possibile e determinato, perchè congiun- 
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gendo A col punto d’incontro di d con f si ricade nel primo caso. Quando 
invece il punto d’incontro è fuori del disegno, si ricorre a un poligono 
funicolare (fig. 24 b). Proiettati da un polo P gli estremi 0 e 1 del 
segmento f, si traccia il primo lato passante per A fino a incontrare 
la forza f e il secondo lato fino a incontrare la retta 5 in un punto B. 
Congiunto 4 con B e mandata da P la parallela, il segmento 5 uscente 
da 1 e parallelo alla retta d dà la grandezza e il senso della forza b, e 
il segmento 4 dà la grandezza, la direzione e il senso della forza a, la 
cui retta d’azione è la parallela per A. Infatti, sono chiusi il poligono 
delle tre forze f, b, a e il poligono funicolare che le collega, che ha il 
4° lato coincidente col 1° (n. 21). 
Se il punto A è sulla retta f, la forza « coincide con la fe la d è nulla. 
e) Terzo caso. Sono dati due punti A e B peri quali devono pas- 
sare le forze a e d (fig. 24 c). Il problema è indeterminato, perchè am- 
mette infinite soluzioni: infatti, congiunto un punto qualunque © della 
retta f con A e con B, si hanno due rette alle quali corrisponde una 
soluzione (primo caso). 


37. La decomposizione di un sistema di forze in due. 


Spesso si vuole decomporre un dato sistema di forze, senza trovarne 
la risultante, in due forze individuate come nel secondo caso del n. 36. 
Si ripete la costruzione della fi- 
gura 24 b), tracciando il primo 
lato del poligono funicolare per A +4 
(fig. 25) e prolungando l’ultimo Ax--7 
fino a incontrare la retta è in un 
punto B. Mandata da P la paral- 
lela ad AB, si tracciano i seg- k fi 
menti d e & cercati. Le forze a e 
6 coi sensi da 0 verso 4 sono equi- 
valenti alle forze date, e coi sensi da 4 verso 0 fanno loro equilibrio. 


Fig. 25. 


38. La decomposizione di una forza in tre. 


Interessa soltanto il caso in cui sono date le tre rette @, d, c delle 
forze incognite, delle quali si cercano le grandezze e i sensi. 

a) Il problema è impossibile se le tre rette a, d, e s'incontrano in 
un punto fuori della retta f della forza data (fig. 26 a), perchè la risul- 
tante delle tre forze, dovendo passare per quel punto, non potrebbe 
essere la f. 

Il problema è indeterminato se le quattro rette a, bd, e, f s’incon- 
trano in un punto (fig. 26 b), potendosi mandare le parallele ad es. 
ad a ed ac per gli estremi di f ed essendo arbitraria la parallela a bd. 
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Se due delle tre rette date, ad es. la a e la db, s'incontrano sulla f 
(fig. 26 c), si ricade nella decomposizione della f in due forze a e bd, poi- 
chè la ec risulta nulla. 

b) Esclusi questi casi eccezionali, il problema è possibile e deter- 
minato nel caso generale in cui le quattro rette a, d, c, f s'incontrano 
due a due, cioè formano un quadrilatero. 

Si può usare la costruzione di Culmann (fig. 27 a): Si decompone 
la f in una forza agente, ad es., secondo la retta a e in una forza ausi- 


(6) 


(o) 


i 


Fig. 26. Fig. 27. 


e) 


liaria / passante per i punti d’incontro di a con f e di d con e; quindi 
si decompone la 7 in due secondo le rette d e c. 

c) Si usa spesso anche il metodo di Ritter (fig. 27 b): La somma 
dei momenti delle tre forze incognite deve essere uguale al momento 
della f, rispetto a un punto qualunque del piano. Se si vuol conoscere 
la forza a, conviene assumere il centro 0 dei momenti nel punto d’in- 
contro delle forze d e e, poichè così i loro momenti sono nulli ed esse 
scompaiono dall’equazione. Perciò sono uguali i momenti della a e 
della f rispetto a 0; quindi si ottiene 

ILA 
a=gG" 
Il senso si determina osservando che i momenti di a e di f rispetto 
a 0 devono risultare dello stesso senso nel caso dell’equivalenza delle 
forze, di senso contrario nel caso dell’equilibrio. In modo analogo si 
determinano le altre due forze. 
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39. La decomposizione di un sistema di forze in tre. 


La costruzione di Culmann (n. 38 è) richiede la preventiva determi- 
nazione della risultante. Si può invece usare la costruzione del n. 37, 
per decomporre il sistema in una forza ausiliaria / passante per il punto 
d’incontro A delle rette a e d 
(fig. 28) e in una secondo la ret- 
ta e; noi si decompone la forza 
lin due secondo a e d. 

Si può anche usare il meto- 
do di Ritter (n. 38 c), col quale 
si ottiene ciascuna delle tre for- 
ze dividendo il momento del 
sistema rispetto al punto d’in- Fig. 28. 
contro delle altre due per la 
distanza d di questo punto dalla prima. La forza cercata non è altro 
che il momento ridotto alla base d (n. 30 bd); per cui si può calcolare 
anche graficamente (n. 31), assumendo d come distanza polare. 

Il problema della decomposizione di una forza o di un sistema di 
forze in tre, aventi rette d’azione date, trova la sua principale appli- 
cazione nel calcolo degli sforzi nelle aste delle travi reticolari; poichè 
praticata una sezione che divida la trave in due parti tagliando tre 
aste non concorrenti, gli sforzi in queste aste, aventi come rette d’azione 
gli assi delle aste stesse (Cap. XIV), devono fare equilibrio a tutte le 
forze esterne agenti su una delle due parti della trave (n. 10 a). Un 


altro esempio d’applicazione è quello del n. 61. 


40. La decomposizione delle forze nello spazio. 


Ci limitiamo a ricordare i due principali problemi possibili e determinati: 

1°) Decomposizione di una forza f in tre aventi date rette d’azione che 
s'incontrano in un punto della f. 

2°) Decomposizione di una forza j in sei aventi date rette d’azione, tali 

che non più di tre passino per uno stesso punto o giacciano in uno stesso piano, 
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CapiroLO III 


LE REAZIONI DEI VINCOLI 


A) VINCOLI E REAZIONI. 


42. La necessità di conoscere le reazioni. 


Come si è accennato fin dal n. 1, ogni corpo (di solito una trave) 
facente parte di una costruzione dev'essere vincolato col suolo o con 
le altre parti in modo sufficiente per impedire qualunque movimento 
(ad eccezione delle deformazioni elastiche). D’altra parte, per la ricerca 
delle tensioni interne occorre conoscere tutte le forze esterne che agi- 
scono sul corpo (n. 10 a). Perciò è necessario determinare anzi tutto le 
reazioni che sorgono nei vincoli per effetto delle forze applicate al corpo 
(o di altre cause), e che insieme con queste costituiscono appunto tutte 
le forze esterne; determinazione che in certi casi si presenta semplice, 
spedita e sicura, mentre in altri casi può essere laboriosa e talvolta 
incerta. 


43. Le diverse specie di vincoli e le loro reazioni. 


I vincoli si possono distinguere per il numero dei movimenti che 
sono atti a impedire. Se ci limitiamo per ora a considerare un sistema 
piano, cioè un corpo € (o un sistema di corpi) tendente a muoversi 
soltanto parallelamente a un dato piano, un vincolo può essere sem- 
plice, doppio o triplo. 

a) È semplice quando impedisce un solo movimento. Il tipo più 
comune è l'appoggio semplice, realizzato dalla cerniera con carrello 
(fig. 29 a), che impedisce la traslazione nella direzione y normale alla 
direzione x di scorrimento del carrello, e consente la traslazione nella 
direzione x e la rotazione intorno alla cerniera A. 

Siceome un vincolo reagisce perchè impedisce un movimento, la 
reazione di questo vincolo ha componente nulla nella direzione x, e 
momento nullo rispetto al punto A, perchè i corrispondenti movimenti 
non sono impediti. Quindi essa deve agire nella direzione y e passare 
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per A; per cui è determinata da un solo parametro che è la sua inten- 
sità Y., affetta dal segno che ne stabilisce il senso. 

Quando il punto A può tendere ad alzarsi, il vincolo dev'essere a 
doppio effetto (fig. 29 b) per impedire l’innalzamento. 

Equivalente all'appoggio semplice, ma meno usata, è l’asta di col- 
legamento o biella snodata alle estremità (fig. 29 c), che impedisce la 
traslazione nella direzione y dell’asta, e consente la traslazione nella 


Fig. 29. Fig. 30. 


direzione @ tangente al circolo di raggio OA e la rotazione intorno ad 
A. Perciò la reazione agisce lungo l’asta OA. (Si può anche dire che 
consente al corpo di ruotare intorno ai punti 0 e A, e quindi intorno 
a un punto qualsiasi della retta 0A; per cui la reazione deve avere 
momento nullo rispetto a O e ad A.) 

5) Il vincolo è doppio quando impedisce due movimenti. È costi- 
tuito di solito dalla cerniera fissa (fig. 30 a), che impedisce ogni trasla- 
zione e consente la rotazione intorno ad A. Perciò la reazione ha mo- 
mento nullo rispetto ad A, ossia deve passare per 4; quindi è deter- 
minata da due parametri che sono le sue componenti secondo 
due direzioni ortogonali (di solito le componenti verticale Y, e oriz- 
zontale H.). 

Due bielle (fig. 30 b) equivalgono a una cerniera, perchè il corpo 
può compiere una rotazione istantanea intorno al punto 0 d’incontro 
delle due bielle. La reazione, che ha due componenti secondo le due 
bielle, passa per la cerniera ideale 0. 
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Un altro vincolo doppio poco usato è il carrello senza cerniera (fig. 30 c), che 
impedisce la traslazione secondo y e la rotazione e, consente la traslazione se- 
condo x. La sua reazione è determinata dalla componente Y, e dal momento 
M, rispetto a un punto A. Equivalente a queste vincolo è l’incastro scorrevole 
(fig. 30 d), che consente lo scorrimento entro il foro d’incastro. 


e) Il vincolo è triplo quando impedisce tre movimenti, cioò tutti 
i possibili movimenti nel piano. È costituito dal- 
l’incastro (fig. 31 a), la cui reazione è determinata 
dai tre parametri V.,, H., ed Ma. 

Tre bielle non concorrenti in un punto (fig. 31 b) 
equivalgono a un incastro: infatti, le prime due 
consentirebbero una rotazione istantanea intorno 
al loro punto d’incontro 0, impedita dalla terza 
che non passa per 0. La reazione è la risultante 
di tre forze agenti secondo gli assi delle bielle, 
per cui ha ancora tre parametri incogniti. 


La reazione R di un incastro ha la retta d’azione 
che può passare anche lontano dalla sezione incastrata. 
Così nel caso della 
p p p fig. 32 a), dovendo 
ER fare equilibrio 
al carico P, deve 
agire secondo la 
stessa retta di P. Fig. 31. 
Volendo, si può so- 
stituire E con R' uguale e parallela, passante 
Fig. 32. ad es. per il baricentro della sezione d’in- 
A castro (fig. 32 b), aggiungendo un momento 
d’incastro 3; opportuno (n. 34). Però fisicamente i fatti non corrispondono ai 
due schemi suddetti, poichè in realtà si ha un complesso di reazioni ripartite 
su tutti gli elementi dA della sezione d’incastro (fig. 32 c); la R (o R' ed M,) 
non è che la loro risultante, cioè un simbolo equivalente che si può sostituire a 
tale complesso e che si presta meglio per il calcolo. 


44. Le imperfezioni dei vineoli. 


I vincoli non sono perfetti. Anzitutto essi impediscono solo imper- 
fettamente i movimenti che sono destinati a impedire, cioè presentano 
dei cedimenti dovuti alla deformazione elastica o anelastica del mate- 
riale che li costituisce o che ne costituisce l’intorno. Così un appoggio 
semplice può presentare un cedimento in direzione normale a quella 
di scorrimento; una cerniera dei cedimenti verticali e orizzontali; un 
incastro gli stessi cedimenti e specialmente un cedimento angolare. 

I cedimenti dei vincoli non hanno importanza nelle travi con vin- 
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coli strettamente sufficienti (n. 50 4), a meno che non siano tanto grandi 
da alterare sensibilmente la posizione relativa della trave e delle forze 
agenti. Invece nelle travi con vincoli sovrabbondanti i cedimenti pos- 
sono avere un'influenza notevole, ed è necessario perciò tenerne conto, 
a meno che non siano molto piccoli rispetto alle deformazioni elastiche 
della trave (es. 249 Bb). 

Inoltre, i vincoli consentono solo imperfettamente quei movimenti 
che sono destinati a consentire, cioè presentano delle resistenze d’at- 
trito. Così un appoggio semplice resiste allo scorrimento, per cui la 
reazione può avere una componente anche nella direzione dello scorri- 
mento; una cerniera resiste alla rotazione, per cui la reazione può pas- 
sare fuori dal suo centro. Di solito queste imperfezioni dovute agli 
attriti sono di valutazione incerta e quindi si trascurano. 


45. Il numero dei vincoli di un corpo. 


Consideriamo per ora un sistema costituito da un solo corpo. Qua- 
lunque movimento di un corpo libero nello spazio si può ricondurre 
a tre traslazioni secondo tre assi ortogonali e a tre rotazioni intorno 
agli stessi assi; quindi il corpo ha sei libertà di movimento. Se invece 
il corpo è mobile soltanto parallelamente a un dato piano (di solito 
è una trave avente la fibra media contenuta in un piano, nel quale 
agiscono tutte le forze esterne; per cui essa non tende a uscire da questo 
piano), allora ha tre libertà di movimento, cioè due traslazioni secondo 
due assi ortogonali contenuti nel piano e una rotazione intorno a un 
asse normale al piano. 

Per impedire ogni movimento rigido del corpo (astraendo cioè dalle 
deformazioni elastiche) occorrono almeno tanti vincoli quante sono le 
sue libertà di movimento: quindi almeno sei per un corpo libero nello 
spazio e almeno tre per un corpo mobile parallelamente a un piano. 
Se invece il sistema si compone di più corpi (Cap. III, 0), il computo 
dei vincoli necessari diventa più complesso. 

Quando i vincoli sono in numero sirettamenie sufficiente per impedire 
ogni movimento, si dice che il sistema è isostatico. Quando esistono dei 
vincoli sovrabbondanti (cioè che si possono togliere senza che si renda 
possibile alcun movimento), il sistema si dice iperstatico. Se i vincoli 
fossero insufficienti, resterebbe possibile qualche movimento e il sistema 
sarebbe labile. Sistemi labili s'impiegano spesso nelle macchine, ma non 
nelle costruzioni. 

Per impedire ogni movimento del sistema, non sempre basta che i 
vincoli siano in numero sufficiente. Occorre anche accertarsi che siano 
efficaci, cioè che non presentino singolarità atte a consentire piccoli 
movimenti. Questa verifica è assai semplice nel caso di una sola trave 
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(Cap. III, B), ma può essere complessa nei sistemi di più travi 
(Cap. III, C). In questi ultimi occorre anche accertarsi che i vincoli 
siano equamente distribuiti, cioè che non siano tali da vincolare troppo 
una parte del sistema e troppo poco un’altra parte (n. 65 b). 


46. Caso delle travi. 


Quando il corpo è una trave, i vincoli sono situati di solito nelle 
sezioni esterne e talvolta anche in punti intermedi. Ogni vincolo limita 
la mobilità di un punto dell’asse geometrico o della 
tangente all’asse in quel punto. Così l'appoggio sem- 
plice (fig. 33 a) impedisce il movimento del punto A 
dell’asse in direzione y, mentre consente al punto A 
di muoversi in direzione x e alla tangente in A al- 
l’asse di ruotare intorno ad A. La cerniera (fig. 33 b) 
fissa il punto A e consente alla tangente in A di 
ruotare intorno ad A; cioè fissa il baricentro A della 
sezione, ma consente a questa di ruotare. L’incastro 
(fig. 33 c) fissa il punto A e la direzione della tan- 
gente in A, ossia fissa la sezione. 

Per chiarire il significato dei movimenti consentiti da 
ciascun vincolo, ricordiamo che i vincoli devono essere in 
numero sufficiente per impedire ogni movimento della trave Fig. 33. 
considerata rigida. Per cui i movimenti consentiti dai vin- 
coli a) o h) non possono avvenire, perchè impediti dai vincoli rimanenti. Però 
la trave, pur non potendo approfittare di tali movimenti per un moto rigido, 
può compierli, sia pure in piccola misura, nella sua deformazione elastica; cioè 
il suo asse si deformerà in modo da rispettare soltanto quelle limitazioni (una, 
due o tre) che ciascun vincolo gli impone. Così l’asse si deforma in modo che il 
suo punto A si sposti soltanto in direzione x nel caso a), oppure non si sposti 
nel caso b), mentre la tangente in A può assumere in entrambi i casi una dire- 
zione qualsiasi; invece nel caso c) anche la tangente in A deve conservare la 
sua direzione primitiva. Di tali limitazioni si tiene conto quanto si studia la. 
deformazione, perchè contribuiscono a renderla determinata. 


47. L’equilibrio fra i carichi e le reazioni dei vincoli. 


a) La struttura sta ferma, quindi è in equilibrio. Perciò, per cal- 
colare le reazioni dei vincoli si utilizza in ogni caso la loro proprietà 
di mantenere la struttura in equilibrio quando si pensino sostituite 
ai vincoli; cioè di fare equilibrio ai carichi. Tuttavia questa proprietà 
in certi casi è sufficiente per rendere determinato il problema, mentre 
in altri casi non basta; quindi occorre stabilire dei criteri per decidere 


anzi tutto a quale dei due casi appartiene la trave che si studia. 
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b) L'equilibrio fra i carichi noti e le reazioni incognite si traduce 
in un certo numero di equazioni che legano queste quantità. Se il nu- 
mero dei parametri incogniti che caratterizzano le reazioni è uguale 
al numero delle equazioni di equilibrio, il problema è possibile e deter- 
minato (cioè esiste un complesso di reazioni che fanno equilibrio, ed è 
unico); se è maggiore, il problema è indeterminato (esistono infiniti 
complessi di reazioni capaci di equilibrare le forze applicate); se è mi- 
nore, il problema è generalmente impossibile (non esiste in generale 
un complesso di reazioni capaci di equilibrare le forze). Escludendo il 
terzo caso che non interessa la Scienza delle costruzioni, nel primo 
caso si dice che la struttura è staticamente determinata e nel secondo 
che è staticamente indeterminata. 

Nello spazio le equazioni di equilibrio sono sei: 


Ù ZX =0, SY =0, SZ =0, 
(5) EMi=0, CEMILO, SK=0, 


essendo XY, Y, Z le componenti secondo tre assi di tutte le forze note 
e incognite ed M,, M,, M.i loro momenti rispetto agli stessi assi. 
Nel piano le equazioni si riducono a tre: 


(53) DI=(0 ZY=0, SM =0, 


essendo X e Y le componenti secondo due assi contenuti nel piano 
ed M i momenti rispetto a un punto del piano. 

Limitandoci per ora alle strutture costituite da un solo corpo o trave, 
non si hanno altre equazioni di equilibrio disponibili. Perciò il problema 
è staticamente determinato se le reazioni dipendono da sei parametri 
incogniti in un sistema spaziale, da tre in un sistema piano. Ossia 
(avendosi per ogni vincolo semplice un parametro incognito delle rea- 
zioni), se si hanno sei vincoli semplici nei sistemi spaziali, o tre nei 
sistemi piani; oppure vincoli multipli (n. 43) equivalenti. Si osservi 
che la trave ha in questo caso vincoli appena sufficienti, ossia è iso- 
statica. 

Se invece i vincoli sono di più, il problema è staticamente indeter- 
minato; contemporaneamente la trave ha vincoli sovrabbondanti, 
ossia è iperstatica. 

c) Se i vincoli sono di meno, il problema è impossibile, e contemporanea- 
mente la trave ha vincoli insufficienti, ossia è labile. È naturale che in questo caso 
non si abbia una soluzione poichè, potendosi muovere, 
la trave non sarà generalmente in equilibrio e quindi 
le equazioni (5) o (5,) non sono soddisfatte. Scriverle 
ugualmente significherebbe porre le condizioni alle quali 
devono soddisfare i carichi, non più arbitrari, affinchè 
Fig. 34. la trave rimanga in equilibrio nonostante sia labile. 
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Ad es., la trave labile della fig. 34 non è generalmente in equilibrio per 
carichi qualsiansi; lo è soltanto se è nulla la somma algebrica dei loro momenti 
rispetto all’appoggio. 7 


48. Sistemi staticamente determinati e indeterminati. 


Per decidere se la trave è staticamente determinata o indetermi- 
nata basta dunque contare i parametri delle reazioni, ossia i vincoli 
semplici, e confrontarne il numero con quello delle equazioni di equi- 
librio. Questo confronto non riesce però agevole nel caso di un sistema 
di più travi collegate fra loro; per cui di solito è preferibile utilizzare 
la constatazione fatta, che una trave isostatica è anche staticamente 
determinata, mentre una trave iperstatica è staticamente indetermi- 
nata; essendo spesso più agevole esaminare se la struttura ha o no 
dei vincoli sovrabbondanti. Dimostriamo perciò che tale coincidenza, 
constatata per una trave unica, sussiste in generale per un sistema qual- 
siasi di travi. 

a) Una trave (o un sistema di travi) si è chiamata isostatica 
(n. 45) se i vincoli sono strettamente sufficienti; iperstatica se sono 
sovrabbondanti. Invece si è detto (n. 47 b) che una trave (o un sistema 
di travi) è staticamente determinata se le condizioni di equilibrio fra 
i carichi e le reazioni dei vincoli bastano per determinare queste ultime; 
staticamente indeterminata se non bastano. È facile riconoscere che 
i due aspetti, benchè distinti, si corrispondono; cioè che un sistema îso- 
statico è staticamente determinato, mentre un sistema iperstatico è statica- 
mente indeterminato e ha tante incognite în soprannumero (rispetto al 
numero delle equazioni di equilibrio) quanti sono i vincoli sovrabbondanti. 

b) Osserviamo anzitutto che un sistema con vincoli sufficienti 
(sovrabbondanti o no), non potendosi muovere, è in equilibrio qua- 
lunque siano le forze agenti, che sono quindi del tutto arbitrarie. Invece 
un sistema labile è in equilibrio soltanto se le forze agenti soddisfano 
a particolari condizioni, cioè se non provocano quei movimenti che nel 
sistema sono possibili (n. 47 e). 

Dato quindi un sistema isostatico, se sopprimiamo un vincolo qua- 
lunque, sostituendolo con la reazione incognita, le forze agenti su di 
esso, cioè i carichi e la reazione sostituita al vincolo, devono soddisfare 
alla condizione di non provocare quel movimento che si è reso possi- 
bile; cioè devono essere in equilibrio rispetto a quel movimento. A 
questa condizione si soddisfa soltanto se la reazione incognita ha un 
valore particolare. Dunque le condizioni di equilibrio rendono deter- 
minate le reazioni. 

Ad es., la trave isostatica della fig. 35 diventa labile quando si sostituisce 
l’appoggio A con la reazione 4; quindi le forze che ora agiscono devono essere 
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in equilibrio rispetto alla rotazione intorno a B che si è resa possibile, ciò che 
richiede l’annullarsi della somma algebrica dei loro momenti rispetto a 8: 


Al P.b,— Pb —Pby=0, da cui A=(P,b, + Pb + Ph): 1. 


Dato invece un sistema iperstatico, sopprimiamo tutti i vineoli 
sovrabbondanti, sostituendoli con le reazioni incognite. Il sistema ha 
era vincoli strettamenti sufficienti, cioè non è ancora labile; perciò 
esso rimane in equilibrio qualunque siano le forze agenti, e quindi 
anche se alle reazioni che si sono aggiunte si assegnano dei valori ar- 
bitrari, cioè diversi da quelli delle reazioni vere. Dunque le condi- 


Fig. 35. Fig. 36. 


zioni di equilibrio lasciano indeterminate le reazioni dei vincoli so- 
vrabbondanti, che devono invece venire determinate mediante condi- 
zioni d’altra natura. Ottenute queste reazioni, si potranno poi calcolare 
anche quelle dei vincoli rimasti, mediante le condizioni di equilibrio, 
essendo ora il sistema staticamente determinato. (Se invece si asse- 
gnassero alle reazioni sovrabbondanti dei valori arbitrari diversi dai 
veri, varierebbero anche le reazioni dei vincoli rimasti, in modo da 
costituire insieme con le altre forze un sistema equilibrato, ma estraneo 
a quello vero.) 


Ad es., se si rende isostatica la trave a tre appoggi della fig. 36 e si sostituisce 
l’appoggio © con la reazione 0, la trave resta in equilibrio anche se la C non ha il 
suo vero valore. (Se la C fosse maggiore o minore della vera, le reazioni A e B 
acquisterebbero in compenso valori minori o maggiori dei veri, in modo che, 
per l’equilibrio, fosse sempre A+B+0=9@, essendo Q il carico totale.) Il 
valore di 0, che non si può dunque dedurre dall’equilibrio, si ottiene osser- 
vando che il punto C' della trave, che non si muoveva quando c’era l’appoggio, 
non deve muoversi anche quando questo è sostituito dalla reazione. Pertanto 
la C' ha quell’unico valore capace di annullare l'abbassamento è, del punto C causato 
dal carico @, cioò capace di produrre un innalzamento di C uguale all’abbassa- 
mento prodotto da Q. Se la C fosse minore di tale valore, il punto C risulterebbe 
abbassato, mentre risulterebbe innalzato se la C fosse maggiore. L’ equazione 
di congruenza che esprime l’annullarsi di d, è (Cap. XI, B) 


5QI8 — 8013 
384EJ  384EJ — 


0, da cui 0=3@; © quindi A=B=i0. 
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c) Quando la struttura e i carichi presentano delle simmetrie che 
consentano di prevedere l’uguaglianza due a due di qualche parametro, 
il numero delle incognite in soprannumero è minore di quello dei vincoli 
sovrabbondanti. In qualche altro si può risolvere il problema ragionando 
per assurdo, senza imporre condizioni di congruenza. 


Ad es., nell’arco incastrato della fig. 37 a), tre volte iperstatico, sono uguali 
per la simmetria i due momenti d’incastro M; e le due componenti verticali 
V.,= V,= P (le due spinte H sono uguali perchè i carichi sono verticali). 
Perciò si hanno due sole incognite M,; e H. Nel 
telaio della fig. 37 b), tre volte iperstatico (n. 55), 
è incognito soltanto il momento flettente M nelle 
due travi verticali. Nell'arco a due cerniere della 
fig. 37 c), una volta iperstatico, pur avendosi 
un’incognita in soprannumero, basta ragionare per 
assurdo. Infatti, mentre le componenti verticali 
delle reazioni si ottengono dall’equilibrio alla ro- 
tazione (Cap. III, B), le componenti orizzontali 
sono uguali a P/2, poichè se fosse ad es. H,> H,, 
invertendo P risulterebbe 7,> H,; quindi sovrap- 
ponendo le due condizioni si avrebbe l’arco sca- 
rico, senza che fossero nulle le H. 

d) Una dimostrazione più rapida, ma meno 
intuitiva, della coincidenza dichiarata in a), si ha 
osservando che le equazioni di equilibrio sono 
tante quante sono le possibilità di movimento del 
corpo reso libero nello spazio o nel piano e sog- 
getto ai carichi e alle reazioni, perchè ciascuna esprime l'equilibrio rispetto a quel 
movimento; mentre i vincoli semplici, e quindi i parametri delle reazioni, pos- 
sono essere in numero uguale alle possibilità di movimento (sistema isostatico), 
o maggiore (iperstatico), o minore (labile). Perciò nei tre casi i parametri risul- 
tano rispettivamente in numero uguale alle equazioni di equilibrio (problema pos- 
sibile e determinato), o maggiore (indeterminato, con tante incognite in sopran- 
numero quanti sono i vincoli sovrabbondanti), o minore (impossibile). 

Se il problema si studia per via grafica (Cap. III, B), esso si presenta natu- 
ralmente possibile e determinato, indeterminato, o impossibile, come per via 
analitica. 


Fig. 37. 


49. La statica dei sistemi rigidi e la statica dei sistemi elastici. 


Il n. 48 b) conferma quanto fu accennato fin dal n. 4 e permette 
di concludere che i sistemi isostatici si studiano mediante la così detta 
statica dei sistemi rigidi, che utilizza soltanto le condizioni di equi- 
librio del sistema considerato rigido, cioè senza tener conto della sua 
deformazione elastica. Esamineremo i casi più importanti nel Cap. III, 
B) e C). 
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Invece nei sistemi iperstatici le reazioni sarebbero indeterminate 
se si considerasse rigido il sistema, cioè esisterebbero infiniti complessi 
di reazioni capaci di fare equilibrio ai carichi. Per renderle determinate 
è necessario tener conto della deformazione del sistema e delle condi- 
zioni di congruenza cui essa deve soddisfare, ciò che costituisce la sta- 
tica dei sistemi elastici. 

Il procedimento generale è il seguente: si sopprimono i vincoli 
sovrabbondanti e si ottiene la così detta iravatura principale, soggetta 
ai carichi noti e alle reazioni incognite sostituite ai vincoli soppressi. 
Di questa travatura, che ora è isostatica e quindi staticamente deter- 
minata, si calcolano le reazioni dei vincoli rimasti con la statica dei 
sistemi rigidi, quindi le caratteristiche di sollecitazione (n. 11) e la 
deformata dell’asse geometrico; elementi che risultano in funzione delle 
forze note e delle reazioni incognite. Si tiene poi conto delle condizioni 
che i vincoli pensati soppressi impongono alla deformata dell'asse 
(n. 46) e si ottengono così tante equazioni di elasticità o di congruenza 
quanti sono tali vincoli, ossia quante sono le incognite in soprannu- 
mero, dalle quali si ricavano le incognite stesse. In altri termini, le rea- 
zioni incognite devono avere valori tali da rendere la deformazione 
compatibile coi vincoli sovrabbondanti. 

Dello studio delle travi iperstatiche ci occuperemo ampiamente in 
seguito; tuttavia osserviamo fin d’ora che le suddette equazioni di 
congruenza sono sempre lineari (come quelle di equilibrio) per il prin- 
cipio della sovrapposizione degli effetti (n. 13), in virtù del quale qua- 
lunque effetto (reazione, sollecitazione, deformazione) si ottiene tenendo 
conto separatamente di ciascuna forza agente (nota o incognita), alla 
quale l’effetto risulta proporzionale, e sommando gli effetti. 


50. Cedimenti dei vincoli, variazioni termiche, difetti di montaggio. 


a) Nel n. 44 si è osservato che i vincoli presentano di solito dei 
piccoli cedimenti, i quali possono avere in molti casi un’influenza non 
trascurabile sul regime statico del sistema. 

Consideriamo da prima un sistema isostatico. Se in esso si sop- 
prime un vincolo, rendendolo così labile, si rende possibile lo sposta- 
mento che tale vincolo impediva: spostamento che può avvenire senza 
che occorra l’intervento di una forza e senza che il sistema si deformi 
elasticamente. Perciò il cedimento di un vincolo, che è in piccolo lo 
spostamento che potrebbe avvenire in grande se si sopprimesse quel 
vincolo, avviene senza modificare il regime statico del sistema, che 
dipende quindi soltanto dai carichi. 

Se invece il sistema è iperstatico, la soppressione di un vincolo non 
lo rende labile; quindi di solito lo spostamento che tale vincolo impe- 
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diva non avviene liberamente, perchè gli altri vincoli si oppongono. 
Esso avviene dunque soltanto se il sistema si deforma elasticamente, 
ciò che richiede l’intervento di una forza nel punto svincolato. Perciò 
il cedimento di un vincolo è generalmente accompagnato da una forza 
che sorge nel vincolo stesso. In realtà il cedimento avviene spesso per 
lo stimolo dei carichi, e la forza suddetta non è che una variazione 4R 
(di solito diminuzione) della reazione R dovuta ai soli carichi. Tuttavia, 
conviene studiare l’effetto di un cedimento separatamente da quello 
dei carichi, calcolando la forza 4 (di solito di senso contrario alla R) 
che sarebbe necessaria per produrlo direttamente; la quale poi, per la 
sovrapposizione degli effetti, va composta con R, che risulta così dimi- 
nuita. Ciò che modifica il regime statico del sistema. 


Così in un arco a due cerniere (iperstatico) un cedimento di una cerniera, 
in direzione della corda e rivolto in fuori, è impedito dall’altra cerniera e avviene 
soltanto se la lunghezza della corda aumenta, cioè se l’arco si deforma. Ciò 
richiede nel vincolo una forza diretta secondo la corda e rivolta in fuori, che 
si traduce in una diminuzione che subisce la spinta in dentro dovuta ai soli 
carichi. Invece un cedimento di una cerniera normalmente alla corda avviene 
senza che vari la lunghezza della corda e non è impedito dall’altra cerniera; quindi 
non influisce sul regime statico dell’arco. Se l’arco è a tre cerniere (isostatico), 
anche un cedimento in direzione della corda avviene senza che si deformi ela- 
sticamente l’arco; quindi non ha influenza. 


b) Le variazioni di temperatura e i difetti di montaggio (dovuti 

a piccole inesattezze nelle dimensioni delle parti da collegare, nel trac- 
ciamento dei fori delle chiodature, ecc.) producono influenze non dis- 
simili da quelle dei cedimenti. Infatti, tali cause hanno per effetto im- 
mediato un cambiamento della forma e delle dimensioni del sistema, 
con conseguenti spostamenti dei suoi punti, che avverrebbero libera- 
mente se il sistema non fosse vincolato. Ma i vincoli si oppongono agli 
spostamenti dei punti vincolati; ciò che equivale a ricondurre tali 
punti nella loro posizione dopo che si sono pensati spostati, mediante 
spostamenti uguali e contrari. Perciò, essendosi riconosciuto in 4) che 
piccoli spostamenti dei vincoli non alterano il regime statico del sistema 
se è isostatico e che di solito lo alterano se è iperstatico, la stessa cosa 
può dirsi per le variazioni di temperatura e per i difetti di montaggio. 
c) Si può avere per altra via la conferma di quanto si è detto in a) e in 2) 
osservando che in un sistema non soggetto a carichi le reazioni devono (n. 47 @) 
essere nulle, oppure equilibrate fra loro. Se il sistema è isostatico, le reazioni 
sono nulle, perchè se si sopprime un vincolo non lo si può sostituire con alcuna 
reazione, chè agendo da sola (cioè non insieme a carichi) provocherebbe il movi- 
mento che si è reso possibile. Se invece il sistema è iperstatico, è possibile che 
in qualche vincolo esistano reazioni, perchè sopprimendo un vincolo il sistema 
rimane in equilibrio anche se soggetto soltanto alla reazione sostituita al vincolo. 
Pertanto si conclude che in un sistema isostatico le reazioni sono dovnte 


48 CAPITOLO TERZO 


soltanto ai carichi e non ad altre cause; mentre in un sistema iperstatico pos- 
sono esistere reazioni anche in assenza di carichi, naturalmente equilibrate fra loro. 

d) La determinazione delle reazioni provocate in un sistema iper- 
statico dalle cause suddette estranee ai carichi si riconduce al problema 
elastico di determinare le forze che, agendo sul sistema principale al 
posto dei vincoli sovrabbondanti soppressi, sono capaci di provocare 
spostamenti uguali ai cedimenti dei vincoli; oppure di impedire gii 
spostamenti dovuti alle variazioni termiche o ai difetti di montaggio, 
cioè di produrne di uguali e contrari. Tali reazioni si compongono poi 
con quelle dovute ai carichi. 


51. La sostituibilità dei carichi con la risultante. 


Studiando una trave soggetta a più forze, si è tentati di sostituire 
queste con la risultante per semplificare lo studio. Vediamo quando e 
fino a che punto ciò sia lecito. 

Se la trave è isostatica, e le reazioni sono quindi determinate dalla 
sola condizione di fare equilibrio ai ca- 
richi, è lecito evidentemente sostituire 
questi con la risultante senza che le rea- 
zioni cambino. Ma non è più lecito quando 
poi si calcolano le caratteristiche di solleci- 
tazione in una sezione (n. 11), poichè le 
forze che la precedono o che la seguono, 
e che defininiscono le sollecitazioni, sono 
generalmente diverse (fig. 38 a) secondo 
che si considerano i carichi veri o la loro 
risultante (sono le stesse soltanto per le 
sezioni comprese nel tratto AP, o nel 
tratto P,B). Inoltre, la sostituzione non è lecita neppure quando si cal- 
colano le deformazioni, perchè queste dipendono dalle sollecitazioni. 

Se invece la trave è iperstatica, e le reazioni dipendono quindi anche 
dalle deformazioni, la sostituzione non è lecita nemmeno per calcolare 
le reazioni. 

Lo stesso si può dire dello spostamento di una forza P lungo la sua 
retta d’azione (fig. 38 b), cioè del trasporto del punto d’applicazione 
da € a D. 

Si conclude che è lecito sostituire i carichi con la risultante, oppure 
spostare una forza lungo la sua retta d’azione, soltanto per le travi 
isostatiche e limitatamente alla ricerca delle reazioni. 

Giova anche ricordare fin d’ora che, nel caso di un sistema di più 
travi (Cap. III, C) collegate fra loro, la sostituzione suddetta, quando 
è lecita, si può fare soltanto per le forze agenti su ogni singola trave. 


b) 
Fig. 38. 
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52. Il principio dei lavori virtuali. 


Questo principio, che trova la sua più utile applicazione nello studio 
dei sistemi elastici (Cap. XV), si può talvolta impiegare con vantaggio 
anche nello studio di sistemi rigidi, specialmente se costituiti da più 
travi. Il procedimento è quello usuale della Meccanica, consistente 
nel pensare tolto un vincolo e impresso uno spostamento piccolissimo 
al punto reso libero, nel dedurre i conseguenti spostamenti dei punti 
d’applicazione dei carichi e nell’uguagliare a zero la somma dei lavori 
virtuali che la reazione di quel vincolo e i carichi compirebbero per 
effetto di tali spostamenti. L’equazione che risulta determina la rea- 
zione. 


Ad es., se imprimiamo un abbassamento é arbitrario e piccolissimo all’estremo 
A svincolato della trave della fig. 35, i punti d’applicazione dei carichi si abbas- 
sano di 


Gal 


Fs, dè, +0, 


e quindi l’equazione dei lavori virtuali diventa 


b b 


P,-38+ P.-84 P,li6- 48=0. 


Ù 


Da questa si ricava per A la stessa espressione trovata nel n. 48 d). 


Esercizio 8. — Dato il sistema isostatico 
della fig. 39 a), costituito da tre travi colle- 
gate fra loro con cerniere in E e in 7, calco- 
lare la reazione dell'appoggio 0. 

Soluzione. Pensato soppresso l'appoggio O 
e impresso al punto 0 uno spostamento ver- 
ticale piccolissimo d, la trave assume la con- 
figurazione della fig. 39 b) e i punti d’ap- 
plicazione delle forze P,, P., P3 subiscono spo- 
stamenti d,, d,, dò che, con l’uso ripetuto della riduzione all’unità, risultano 
espressi da 


L+A, da da 
dò, = è A L’ di IT 1 


Sostituendoli nell'equazione dei lavori virtuali 


d = è 


kh 


Pò, + Pad, + Pad — Cò=0 
e sopprimendo lo spostamento é arbitrario, si ottiene 


DI w d, 
0=+ |P} (l+ 4) + Pado — Pas 4g]. 
LI L 
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53. La curva delle pressioni. 


Data una trave ad asse curvilineo (arco) vincolata alle due estre- 
mità, fra gli infiniti poligoni funicolari (n. 23 4) con cui si possono col- 
legare le forze applicate ne 
esiste uno e uno solo che ha 
come primo e ultimo lato le 
due reazioni d’imposta R, ed 
P,. Infatti, imponendo che il 
primo lato sia una forza a- 
vente la retta d'azione e la 
grandezza di R,, si fissano tre 
condizioni che determinano il 
poligono. Per quanto si disse 
nel n. 20 a) e c), un lato R 
generico di tale poligono (fi- 
gura 40) è la retta d’azione 
della risultante di tutte le for- 
ze che precedono quel lato, 

Fig. 40. compresa la reazione Ra 

mentre l’intensità è data dal- 

la corrispondente proiettante R del poligono delle forze. Quindi l’ultimo 
lato coincide necessariamente con la reazione PR}. 

Questo poligono delle successive risultanti è detto poligono delle pres- 
stoni o curva delle pressioni (di solito è una curva, essendo le forze ri- 
partite). Un suo lato generico R è equivalente, come si è detto, alle 
forze che definiscono le caratteristiche di sollecitazione nella sezione Si 
che si possono perciò dedurre rapidamente dalla R stessa. Infatti, lo 
sforzo normale N e lo sforzo di taglio 7 in $ si ottengono decompo- 
nendo E, e il momento flettente M si ottiene moltiplicando R per la 
sua distanza d dal baricentro G della sezione (Cap. XIX, n. 406 «). 

La curva delle pressioni dà anche una visione immediata delle con- 
dizioni statiche dell’arco, che sono tanto migliori quanto più essa si 
accosta all'asse geometrico, poichè tanto minore è M nelle varie sezioni. 
Qualora coincidesse con l’asse, ogni sezione sarebbe soggetta a solo 
sforzo normale e il materiale sarebbe utilizzato nel miglior modo pos- 
sibile, perchè la tensione o risulterebbe uniformemente ripartita nella 
sezione (Cap. V) e potrebbe quindi essere dovunque uguale al carico 
di sicurezza. Si cerca perciò di accostarsi il più possibile a tale risultato 
n:odificando la forma dell’asse dell’arco, oppure, quando si può, modi- 
ficando la curva delle pressioni col cambiare la distribuzione dei carichi. 

Quando sono note le reazioni R, ed R, si può costruire immedia- 
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tamente la curva delle pressioni; viceversa, se si può in qualche modo 
costruire la curva, come ad es. nell’arco a tre cerniere (n. 68 c), si dedu- 
cono senz’altro le reazioni in grandezza e retta d’azione. 

Nell’arco a due cerniere i lati estremi R, ed R, passano per le cerniere. 


54. Le indeterminazioni interne. 


Oltre che per i vincoli esterni che lo collegono al suolo, un sistema 
può essere iperstatico per eccesso di vincoli interni che ne collegano 
fra loro le varie parti o alcuni punti. Ad es., l'arco della fig. 41 vinco- 
lato. al suolo con un appoggio semplice e una cerniera fissa, ha i vincoli 
esterni isostatici, mentre è iperstatico 
per il vincolo interno sovrabbondante 
costituito dal tirante CD. 

Se i vincoli esterni sono strettamente 
sufficienti, la presenza di vincoli sovrab- 
bondanti interni non ostacola la ricerca 
delle reazioni dei vincoli esterni, che si 
determinano utilizzando l’equilibrio fra Fig. 41. 

i carichi e le reazioni esterne. L’impiego 

di considerazioni elastiche si rende poi 
necessario per determinare le reazioni 
dei vincoli interni, che generalmente oc- 
corre conoscere per calcolare le solle- 
citazioni delle varie parti del sistema. 
Infatti, per calcolare N, 7, M in una 
sezione compresa fra A e € o fra B 
e D (fig. 41) basta conoscere le rea- 
zioni esterne, mentre in una sezione 
fra € e D occorre conoscere anche la. 
tensione nel tirante, che per l’arco equi- 
vale a due forze esterne agenti in C e 
in D. 

In queste condizioni si trovano, ad 
es., le travi reticolari con aste sovrab- 
bondanti, la trave Vierendeel, ecc. 


55. I sistemi chiusi. 


Un sistema si dice chiuso (fig. 42 2) 
quando una sezione $S non separa le for- 
ze esterne in due parti (forze che pre- 
Fig. 42. cedono la $S e forze che la seguono}: 
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per cui, anche conoscendo le reazioni dei vincoli esterni, non si possono 
calcolare le sollecitazioni nella sezione. 

Se si pensa praticato un taglio in una sezione $, (fig. 42 b), soppri- 
mendo con ciò i tre vincoli interni che attraverso $, collegavano il 
tronco di sinistra con quello di destra e ne impedivano gli spostamenti 

relativi verticale e orizzontale e la rotazione 

relativa, si ottiene una trave aperta non labile 

SBASo; quindi i tre vincoli suddetti sono 

sovrabbondanti. Se si riesce a determinare le 

tre reazioni mutue No, To, M, che le due parti 

si trasmettevano attraverso $,, cioè le solle- 

citazioni in S,; e si pensano sostituite ai vin- 

coli soppressi, cioè applicate alle due facce di Sy 

© (fig. 42 c), le forze risultano ora separate in due 

parti da una qualunque sezione $, ciò che per- 
mette di calcolare le sollecitazioni in S. (Le forze 
a sinistra di S sono No, To, M, e Pa; quelle a 
destra sono Ps, B, P.,, A, Ps, Pa, No, To Mo) 


Fig. 43. Più complessi sono i sistemi chiusi della 
fig. 43, poichè in 


essi bisogna praticare più di un taglio per fi 


ottenere lo scopo suddetto. a) 

Si conclude che un sistema chiuso è, in 
generale, iperstatico internamente e che per 
poter calcolare le sollecitazioni in una se- 
zione è necessario renderlo aperto mediante 
uno o più tagli e determinare, per mezzo 
di considerazioni elastiche, le reazioni mutue 
attraverso i tagli stessi. 


56. I sistemi senza vincoli esterni. 


Talvolta si devono studiare le tensioni 
e le deformazioni di sistemi ‘non vincolati 
al suolo, bensì liberi nello spazio. La fig. 44 
ne rappresenta alcuni esempi. Mancando i 
vincoli col suolo, le forze applicate devono 
‘essere fra loro equilibrate. 

Le forze esterne sono dunque tutte note. 
Perciò il calcolo delle sollecitazioni in una 
sezione non differisce da quelle di un co- 
mune sistema vincolato, nel quale si siano 
«già determinate le reazioni dei vincoli esterni Fig. 44. 
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e siano quindi già note tutte le forze esterne. Internamente, questi si- 
stemi possono essere staticamente determinati (fig. 44 a, b) o indeter- 
minati (fig. 44 c, d). 


57. Cenno dei vincoli nello spazio. 


Anche i vincoli nello spazio si distinguono per il numero dei movimenti che 
sono atti a impedire. Trattandosi di sei movimenti possibili, si avrebbero nume- 
rose combinazioni; tuttavia i vincoli più usati nella pratica si riducono ai pochi 
tipi seguenti: 

a) L’appoggio scorrevole sopra un piano, che impedisce la traslazione se- 
condo la normale al piano, e consente le altre due traslazioni e le tre rotazioni. 
La reazione agisce secondo la normale per l'appoggio e l’unico suo parametro 
è l'intensità. 

b) L’appoggio scorrevole lungo una linea, che impedisce le due traslazioni 
normali alla linea, e consente quella in direzione della tangente e le tre rotazioni. 
La reazione giace nel piano normale alla linea, incontrandola, e ha due compo- 
nenti o parametri. 

c) La cerniera sferica, che impedisce le tre traslazioni e consente le tre ro- 
tazioni. La reazione passa per la cerniera e ha tre componenti. 

d) La cerniera cilindrica, che impedisce le tre traslazioni e due rotazioni, 
e consente la rotazione intorno al suo asse. La reazione dipende da cinque pa- 
rametri. 

e) L’incastro girevole, che impedisce le tre traslazioni e le rotazioni intorno 
a ogni retta normale all’asse della trave, e consente a questa di ruotare intorno 
al suo asse. Differisce dal vincolo precedente solo perchè l’asse intorno al quale 
è consentita la rotazione coincide con l’asse della trave o con la tangente a questo. 
La reazione dipende da cinque parametri. 

J) L’incastro completo, che non consente nemmeno la rotazione della trave 
intorno al suo asse. La reazione dipende da sei parametri. 

Se i vincoli b) e c) impediscono anche la rotazione della trave intorno al suo 
asse, la rotazione ha un parametro di più, cioè il momento rispetto a tale asse. 


B) SISTEMI DI UNA SOLA TRAVE. 


58. I vineoli di una trave nel piano. 


I tre vincoli necessari per rendere isostatica una trave nel piano 
possono essere: a) un incastro, d) una cerniera fissa e un appoggio sem- 
plice, c) tre appoggi semplici. 

Affinchè i tre vincoli siano efficaci occorre che ciascuno impedisca 
realmente il movimento ancora consentito dagli altri due. Così in una 
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trave con una cerniera e un appoggio (fig. 45 a), quest’ultimo deve 
impedire la rotazione consentita dalla prima; ciò che non si verifica 
se la congiungente BA è normale alla direzione di scorrimento del car- 
rello (fig. 45 b), perchè in tal caso l’appoggio non impedisce una piccola 
rotazione intorno alla cerniera. Un mo- 
vimento analogo avviene nel caso della 
fig. 31 b) se anche la terza asta passa 
per il punto 0 d'incontro delle prime 
due (fig. 57 a), poichè essa non impedisce 
una piccola rotazione intorno alla cer- 
niera ideale 0. In questi casi singolari 
si verificano delle anomalie nel calcolo 
delle reazioni, che avvertono della sin- 
golarità se non si fosse notata. Così nel 
caso della fig. 45 b) si troverebbero va- 
lori infiniti per le due reazioni. 

Occorre anche accertare che i vincoli siano equamente distribuiti, 
cioè che non vincolino più del necessario la trave rispetto a due movi- 
menti, senza opporsi al terzo. Ad es., nella 


trave della fig. 57 b) uno degli appoggi P B 
è superfluo, bastando due per impedire 
lo spostamento verticale e la rotazione, ! id 


mentre nessun vincolo impedisce lo spo- I ! 
stamento orizzontale. 


B 
59. Le travi a mensola o a sbalzo. ci) 


Sono travi che hanno un estremo libero 


e l’altro incastrato. Se i carichi hanno di- B 
rezione qualsiasi, l’incastro funziona come Q 
vincolo triplo; se invece sono tutti normali ) 


all’asse della trave, funziona come vincolo 
doppio, perchè la trave non tende a spo- 
starsi normalmente alle forze. Ad es., una 
trave rettilinea e orizzontale soggetta a 
forze verticali, non tende a spostarsi oriz- 
zontalmente; perciò l’incastro reagisce con 
una forza verticale e un momento d’in- 
castro. 

Nella fig. 46 a) b) c) si è caricata la trave rispettivamente con un ca- 
rico verticale concentrato nell'estremo libero, ripartito uniformemente, 
ripartito con legge triangolare. La reazione verticale B nei tre casi è 


uguale e contraria al carico, e il momento d’incastro è uguale e con- 


Fig. 45. 
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trario al momento del carico rispetto all'estremo B incastrato: 
B=/P; M,=- PI, 
B=0@, M=_- Q2, 
B=9@s M,=— 013. 


Nel caso d) il carico P è obliquo e la reazione ha i tre parametri 


V,=P cosa, H,=Psena, M,=—Plcosa. 


Nelle travi a mensola la ricerca delle reazioni non è però indispen- 
sabile, potendosi calcolare le sollecitazioni in una sezione mediante le 
forze agenti a sinistra, cioè sulla parte non vincolata. 


60. Le travi appoggiate. 


a) Sono travi vincolate con una cerniera o appoggio fisso e un 
appoggio semplice (carrello o biella). Le reazioni dipendono da tre 
parametri che sono: nell’appoggio fisso 4 
(fig. 47 a) le componenti Y, normale al- 
l’asse della trave e XY, secondo l’asse; nel- 
l'appoggio scorrevole B la reazione Y, 
normale alla direzione di scorrimento, che 
di solito è parallela all’asse della trave. 

Le equazioni di equilibrio fra i carichi 
e le reazioni sono 


(6) SX =0, ZY=0, ZM=0, 


essendo X e Y le componenti secondo 
l’asse della trave e la normale all’asse, 
ed MX i momenti rispetto a un punto Fig. 47. 
qualunque del piano. 

Spesso la trave è orizzontale, nel qual caso X e Y sono le compo- 
nenti orizzontali e verticali. La reazione dell’appoggio secrrevole B è 
sempre verticale. Se inoltre i carichi sono verticali (fig. 47 b), la prima 
delle (6) ci dice che anche la componente orizzontale H, dell'appoggio 
fisso è nulla, ossia che è verticale anche la reazione di questo appoggio. 
I parametri incogniti si riducono in tal caso a due, A e B, ma anche 
le eguazioni si riducono a due 


(6.) ZY=0, ZM =0; 
perchè la prima delle (8) è stata utilizzata per dedurre che H,= 0. 


b) Le (6,) contengono entrambe le incognite A e B; ma è facile 
ottenere invece due equazioni contenenti ciascuna una sola incognita. 
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Infatti, l'equazione 2°M = 0 si può scrivere utilmente una volta sola, 
perchè se si scrivesse una seconda volta, calcolando i momenti rispetto 
a un secondo punto, l’equazione ottenuta sarebbe una conseguenza 
della prima e della Z°Y = 0, cioè una combinazione lineare di esse, 
e perciò inefficace. Ma le due equazioni 2.M = 0 diventano entrambe 
efficaci se si rinuncia alla YY = 0 (!). Basta quindi scrivere due volte 
l'equazione dei momenti rispetto ai punti B 
e A per eliminare ogni volta un’incognita: 


Al—- ZPb=0, BI + ZPa=0; 
da cui si ottiene 


(7) dra. petra, 


Se il carico è ripartito (fig. 48) e si conosce il carico unitario 4 
(n. 26 d) in funzione dell’ascissa x, le (7) diventano 


l 1 


LT 1/ 
(71) A =7] ql— w)da,  B = Toda. 
li) 0 


Se invece si conosce il baricentro G del diagramma di carico (cioè 
la risultante @ dei carichi), distante a e è dagli appoggi, si ha (n. 51) 


(a) 4-9, 8-9. 


c) Nel caso delle forze oblique (fig. 47 a), la prima delle (6) con- 
tiene la sola incognita X,, la seconda contiene Y, e Y, e la terza le 
contiene tutte e tre. Alle due ultime si sostituiscono, come dianzi, due 
equazioni dei momenti rispetto ai punti B e A, ottenendo così due equa- 
zioni con un’incognita ciascuna, dalle quali risultano ancora le (7), dove 
però d e « sono le distanze normali dei punti B e A dalle forze. 

d) Non sempre si può prevedere il senso di un parametro inco- 
gnito e quindi il segno da attribuire al termine che lo contiene nelle 
equazioni. Conviene perciò assumere per ciascun parametro un senso 
positivo di riferimento e supporre che esso abbia quel senso. Se poi 
nella risoluzione risulta un valore positivo, il parametro ha il senso 
supposto; se risulta negativo, ha il senso contrario. 


() È ciò che si fa ogni volta che in un sistema di due equazioni lineari con due incognite sì 
fa una combinazione lineare delle due e si fa sistema di questa e di una delle due equazioni date. 

Più in generale, quando le forze non sono parallele, l'equazione dei momenti si può scri- 
vere utilmente al massimo tre volte (rispetto a tre punti non allineati, rinunciando alle due 
ZX =0 e ZF =0. È quello che si fa usando il metodo di Ritter (n. 38 c). 
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e) Le reazioni si possono calcolare anche graficamente con la 
costruzione del n. 37. Nel caso di carichi comunque diretti, s'impiega 
la costruzione della fig. 25: il punto dato A è la cerniera e la retta data 
» è la normale al earrello (o l’asse della biella). 

Se si conosce la risultante dei carichi e se il suo punto d’incontro 
con la retta è è dentro il disegno, la costruzione è più semplice, bastando 
(n. 36 3) unire questo punto con la cerniera 4 per avere anche la retta 
d'azione a; dopo di che si decompone R secondo a e d (es. 9 e 11). 

Nel caso frequente della trave orizzontale e dei carichi verticali, 
sono verticali anche le reazioni. Il problema è possibile benchè. siano 


P_yA B 
b 
x E 
5) 13 
AFerpetaa | 
Rat pag” 
Ta UL 
D) 
A Q B 
att phi 
0) 
Fig. 49. Fig. 50. 


date entrambe le rette a e b (n. 36 a), perchè esse s’incontrano all’infi- 
nito insieme alla risultante dei carichi. Qualunque punto della verti- 
cale per A sì può considerare come il punto dato per cui deve passare 
la reazione A. Perciò, collegati i carichi con un poligono funicolare 
qualsiasi (fig. 49), si uniscono i punti d’incontro dei lati estremi con 
le verticali degli appoggi e si manda dal polo la parallela, che deter- 
mina sul poligono delle forze le intensità delle due reazioni A e B. 
Se il carico è ripartito, si decompone il diagramma di carico in stri- 
scie di larghezza 4x, che si sostituiscono con forze concentrate q4x 
passanti per i baricentri delle striscie; quindi si procede come si è detto. 
{) Se gli appoggi A e B sono entrambi fissi e se i carichi sono ver- 
ticali, le due reazioni hanno una componente orizzontale H, che però 
praticamente è trascurabile (n. 192 d). 


Esercizio 4. — Determinare le reazioni nella trave della fig. 50 a), caricata 
all’estremo dello sbalzo. 
Soluzione. Supponiamo entrambe le reazioni rivolte verso l’alto, benchè sia 
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facile in questo caso prevedere il senso giusto. Scrivendo l'equazione YM = 0 
rispetto agli appoggi A e B, si ha 


Al1-Pl+a)=0, —Bl-Pa=0, 
da cui 
A: = P 7 =>, B=-P@ (rivolta in basso). 


Esercizio 5. — Determinare le reazioni nella trave della fig. 50 Db). 
Soluzione. L'equazione dei momenti scritta rispetto ai punti B e A dà 


Al— Pb Paby+ Pb4=0, — Bl- Pa, + P,a,+ Pa, =0, 


da cui 


A Pb + Pabo — Paba B= Pit + Pa, + Pay 
l fi l Ù 


Valgono dunque le (7); però le forze sugli sbalzi danno contributo negativo 
per la reazione dell'appoggio opposto. 


Esereizio 6. — Calcolare le reazioni nella trave della fig. 50 e), caricata uni- 
formemente. 
Soluzione. Le distanze della risultante del carico dagli appoggi sono 


1+à 1-1 +4 
de LI 3» Ù Di 
Quindi (n. 60 5) si ha 
_ polti 1-2 
seg 507 


Esereizio 7. — Determinare le reazioni nella trave inclinata della fig. 51 a), 
soggetta a una forza P verticale, 

Soluzione. La reazione dell’appoggio B è verticale, quindi le direzioni più 
convenienti per i parametri sono la verticale e 
l’orizzontale. 

Per la prima delle (6) risulta H,= 0, 
quindi è verticale anche la reazione dell’ap- 
poggio fisso. 

L’equazione dei momenti rispetto a B e 
ad A dà 


1B 


Alcosa— Pb cosa=0, 
— Bl cosa + Pa cosa= 0, 
da cui 


Fig. 51. G l 


Esereizio 8. — Determinare le reazioni nella trave inclinata della fig. 51 b), 
avente l’appoggio B scorrevole parallelamente al suo asse e caricata vertical- 
mente. 
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Soluzione. La reazione in B è normale all’asse, quindi conviene assumere 
per i parametri la direzione x dell’asse e la y normale. 
La prima delle (6) dà 


Xa-Psena=0, dacu X,=Psena. 


Quindi l’equazione dei momenti rispetto a B e ad A dà 


Y- Pbcosa=0, Y,l+ Pa cosa=0, 
da cui 


Y:=Pl cos a, ry= Pa cosa. 


Se invece si assumono le direzioni orizzontale e verticale, la prima delle (6) 
è Hj= — Hy= H. Quindi l'equazione dei momenti rispetto a B e ad A dà 


(a) Vlcosa— Hlsena— Pbcosa=0, —V,lcosa— Hlsena+ Pacosa= 0, 


Si hanno così due equazioni con tre incognite; però, osservando che la risul- 
tante di V, e H dev'essere normale al carrello, queste due si possono esprimere 
mediante l’unico parametro Y,: 


(b) V, = Yi cosa, H= Y,sena. 


Sostituendo nella seconda delle (a) si ottiene 


— Yyl costa — Y,l sen a+ Pa cosa=0, da cui r,= i c08 a. 


Quindi le (5) e la prima delle (a) danno 
=Pe sen a cos a, V,=P(1- jeosta), vi= Pe cost a. 
La scelta di questi assi è dunque meno opportuna dell’altra. Desiderando 
le componenti verticali e orizzontali, si potevano dedurre da Xa, Ya Yi. 


Esercizio 9. — La centina della fig. 52 è soggetta all’azione del vento che agi- 
sce sulla metà sinistra dell’estradosso con intensità V = 125 kg/mq di super- 
ficie investita normalmente. Determinare le reazioni dei vincoli dovute al vento, 
sapendo che la distanza fra le centine della copertura è di m 3,50. 

Soluzione. L’area gravante su ogni nodo è A = 1,96 - 3,50 = 6,86 mq (la 
metà per il primo nodo). In corrispondenza dei quattro nodi l’inelinazione ri- 
spetto all’orizzontale è tale che si ha 


sen p = 0,904-0,764-0,540-0,2886 . 
Calcolando l’azione su ogni nodo con l’espressione P = VA sen? @, risulta 
P, = 350 kg, P.= 500 kg. P,= 250 kg, P,=70 kg. 


Non occorre costruire il poligono funicolare (n. 60 e) poichè, essendo tutti 
i carichi normali all’estradosso, che è un arco circolare di centro 0, passano tutti 
per 0, insieme con la loro risultante R. Perciò si ottiene determinandone la 
grandezza e la direzione mediante il poligono delle forze, e mandando la parallela 
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per 0. Unendo il punto A col punto C d’incontro di R e della retta b, si è otte- 
nuta la retta d’azione a della P,; quindi si è decomposta secondo a e d. I va- 
lori ottenuti sono R, = 1025 kg ed R, = 180 kg. 


Esercizio 10. — Determinare le reazioni nel sistema di due aste solidali A4C0B 
(fig. 53 a), caricato uniformemente sulla trave orizzontale CB. 

Soluzione. La reazione B e il carico sono verticali; quindi per la prima delle 
(6) risulta 7, = 0, ossia è verticale anche la reazione in A. Perciò il sistema non 


Scala delle forze 
dom =250Kg 


Fig. 52. Fig. 53. 


differisce da una trave con appoggio fisso in 0 e appoggio scorrevole in B. Le 
reazioni valgono A = B = @Q/2. 


Esercizio 11. — Lo stesso sistema dell'esercizio precedente, soggetto a un ca- 
rico orizzontale uniforme contro il piedritto AO (fig. 53 b). 

Soluzione. Esistono due sole forze orizzontali quindi si ha H, = @Q. La rea- 
zione B si ottiene annullando i momenti rispetto ad A: 


-B+@4=o0, da cui pro 


Le forze verticali sono due sole, quindi dev’essere V, = — B; per cui 7, è 
rivolta verso il basso. 

Se si procede graficamente, basta decomporre @ in una forza B agente secondo 
la retta nota d e in una R, agente secondo la retta @ che congiunge A col punte 
D d’incontro di Q e di bd. 


Esereizio 12. — Determinare le reazioni nell’arco semicircolare della fig. 54, 
soggetto a un carico orizzontale P agente nel vertice. 
Soluzione. Per l’equilibrio alla traslazione orizzontale si ha aa 
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Per l’equilibrio alla rotazione intorno ad A si ha 


— B2r+ Pr=0, da cui 8=3: 
Infine per l’equilibrio alla traslazione verticale dev’essere V, = — B. 
Graficamente, basta decomporre P in una forza B agente secondo la retta è 


e in una E, agente secondo la retta a che congiunge A col punto 0 d’incontro 
di P e di d. 


Esercizio 13. — Un’asta AB (fig. 55) è vincolata in B a un muro mediante una 
cerniera ed è sostenuta in un punto 0 da un tirante articolato CD. Determinare 
le reazioni in B e in D provocate da un carico P agente all’estremità A. 


Fig. 55. 


Soluzione. La reazione R,, che agisce secondo l’asta CD, si ottiene annul- 
lando la somma dei momenti delle forze P, I,, E, rispetto a B: 


Rd P(+a)=0, dacui R;> De pica, 


Le componenti verticale e orizzontale di R, sono 


l+a l+a 
V.= Rasena=P T* Ha Ra cosa = Pico. 
La reazione R, ha la componente orizzontale H, = — H;, e la componente 
verticale V, = P— Va = — Pafl. 


Graficamente, essendo il sistema soggetto alle tre forze equilibrate P, Py, 
R,, che devono perciò passare per un punto, basta 
decomporre la P in una E, agente secondo CD 
e in una È, agente secondo la congiungente la 
cerniera B col punto E d’incontro di P e di R,. 
Ciò che si è fatto mediante il triangolo delle 
forze. 


Esercizio 14. — La paratoia AB (fig. 56) è vin- 
colata in B al suolo con una cerniera ed è sorretta 
da un puntone CD. Determinare le reazioni in B 
e in D provocate da una pressione idrostatica che 
si annulla in A e di valore totale Q. Fig. 56. 
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Soluzione. Il problema è analogo al precedente. La risultante del carico è 
orizzontale e passa per il baricentro del triangolo di spinta, cioè all’altezza h/3 
dal fondo. x 

Analiticamente, si procede some sopra. 

Graficamente, si decompone @ in due forze È; ed R;; una agente secondo 
l’asse del puntone e l’altra secondo la congiungente BE. 


61. Travi con tre appoggi semplici. 


Talvolta una trave è vincolata mediante tre appoggi semplici, costituiti di 
solito da tre aste di collegamento (fig. 31 b), più di rado da tre appoggi con car- 
rello. Dette a, d, c le rette individuate dalle tre aste 0 dalle normali ai tre car- 
relli, che non devono essere concorrenti (n. 58), la ri- 
cerca delle reazioni consiste nel determinare tre forze 
agenti secondo a, b, c e facenti equilibrio ai carichi. 
Il problema si può risolvere graficamente come nei 
nn. 38 d) e 39, secondo che sulla trave agisce una forza 
o un gruppo di forze, oppure analiticamente usando 
il metodo di Ritter (n. 38 c). 

Se le tre rette a, d, c concorrono in un punto 
(fig. 57 a), il problema è impossibile se la risultante E 
dei carichi non passa per quel punto, è indeterminato 
se vi passa (n. 38 a). Nel caso della trave della fig. 57 b), 

Fig. 57. se i carichi sono verticali, la R passa per il punto d’in- 

contro all’infinito delle rette a, d, c e il problema è in- 

determinato; se sono obliqui, la R non vi passa e il problema è impossibile. 
Infatti, la trave è iperstatica per forze verticali ed è labile per forze orizzontali. 


62. Le principali travi iperstatiche. 


Indichiamo i casi più importanti di sistemi iperstatici di una sola 
trave, rimandando al seguito per il loro studio. 

@) Trave con un estremo appoggiato e Valtro incastrato (fig. 58 a). 
Ha un vincolo sovrabbondante. Se i carichi, come di solito, sono ver- 
ticali, si hanno tre parametri incogniti A, B, M, e due equazioni di 
equilibrio L'Y = 0, YM=0 (SX =0è già utilizzata quando si dice 
che H, = 0). Se invece i carichi sono obliqui, si hanno quattro inco- 
gnite, A, V,, H,, M, e tre equazioni. 

D) Trave incastrata (fig. 58 b). Ha due vincoli sovrabbondanti. Se 
i carichi sono verticali, si hanno quattro incognite A, B, M.,, M, e due 
equazioni di equilibrio YY = 0, YM = 0. 

c) Trave continua (fig. 58 c). È una trave con più di due appoggi, 
che ha perciò tanti vincoli sovrabbondanti quanti sono gli appoggi 
meno due. Nel caso più semplice di tre appoggi (fig. 58 e’), si hanno 
tre incognite A, B, C e due equazioni di equilibrio YY = 0, ZU = 0. 
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Se si tenta la via grafica, si deve decomporre un gruppo di forze date, 
o la loro risultante FR, in tre, delle quali sono note le rette d’azione, 
che però s'incontrano all’infinito sulla È; quindi si verifica il caso par- 
ticolare della fig. 26 b), nel quale il problema è indeterminato. 

d) Arco a due cerniere (fig. 58 d). Ha un vincolo sovrabbondante. 
Se i carichi sono obliqui, si hanno quattro incognite V., V», Ha Hi 
e tre equazioni di equilibrio. Se i carichi 
sono verticali (fig. 53 d'), le incognite si 
riducono a tre, poichè H,=H,=7H 
come risulta dall’equazione ZX = 0, e 
le equazioni si riducono a due. È bene 
osservare che l’indeterminazione si mani- 
festa nella ricerca della spinta H, mentre 
le componenti verticali V, e V, si otten- 
gono delle equazioni di equilibrio, nello 
stesso modo usato per la trave appoggia- 
ta (n. 60 b), e risultano ancora espresse 
dalle (7) (?). (Le stesse espressioni val- 
gono per V, e V, anche nell’arco a tre 
cerniere (n. 68 a), ma non nell’arco in- 
castrato per la presenza dei parametri 
M, ed M;). Se si tenta la via grafica, 
si deve decomporre la risultante delle 
forze date in due, delle quali si cono- 
scono soltanto due punti A e B; per cui il problema è ancora indeter- 
minato (n. 36 c). 

e) Arco incastrato (fig. 58 e). Ha tre vincoli sovrabbondanti. Si 
hanno sei incognite V,, V,, Ha, H,, Ma, M, e tre equazioni di equi- 
librio. Se i carichi sono verticali, si hanno cinque incognite (d,=H,=H) 
e due equazioni. 


Fig. 58. 


C) SISTEMI PIANI DI PIÙ TRAVI. 


63. Vincoli esterni e interni. 


Nei sistemi di più travi (o corpi) si hanno vincoli esterni che ne 
collegano alcune col suolo e vincoli interni che le collegano fra loro. 
I vincoli esterni possono essere incastri, cerniere, appoggi semplici; 
quelli interni sono di solito cerniere e talvolta bielle. Non conviene 


(*) Se le cerniere non sono allo stesso livello, nelle due equazioni che conducono alia (7) fi- 
gura anche il momento di una delle H. Se invece delle H orizzontali si considerano le compo- 
nenti X, e X, secondo la congiungente le cerniere (come nella fig. 70), le (7) danno Je componenti 
Yae Yy 
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considerare l’incastro fra i vincoli interni, perchè due travi collegate 
con un incastro costituiscono una trave unica. 

I vincoli esterni devono essere almeno tre, altrimenti il sistema 
non è fissato al suolo; bastano tre quando le varie parti sono sufficien- 
temente vincolate fra loro, altrimenti ne oc- 
corrono più di tre. Spesso un sistema isosta- 
tico resta tale se si sostituiscono dei vincoli 
interni con altrettanti esterni; ma non è 
lecita la sostituzione inversa se i vincoli 
esterni sono soltanto tre. Ad es., il sistema 
isostatico della fig. 59 a) rimane tale se si sop- 
prime il tirante o biella DZ e si trasforma 
in compenso l’appoggio semplice B in una 
cerniera (fig. 59 b); oppure se si riduce an- 
cora la cerniera C a un appoggio semplice 
e e si trasforma una delle cerniere esterne in 
Fig. 59. un incastro (fig. 59 c). 


64. Il computo dei vincoli. 


Ognuna delle travi del sistema ha tre libertà di movimento; se le 
travi sono n, si hanno 3n libertà, che bisogna impedire con almeno 
altrettanti vincoli. 

Il computo dei vincoli esterni è immediato (n. 43); resta da vedere 
come si computano quelli interni. Una cerniera interna 
collegante due travi (fig. 60 a) toglie a ciascuna due a Ng 
libertà di movimento, ma essa stessa ne conserva due; ® 
quindi sopprime due libertà, ed è perciò un vincolo 
doppio, come le cerniere esterne. Se dunque si hanno 
i incastri, c cerniere colleganti ciascuna due travi (una 
delle quali può essere il suolo, nel qual caso la cer- 
niera è esterna), e a appoggi semplici, il sistema è 
isostatico se risulta D) 


(8) 3Î +20 +a=3n. Fig. 60. 


Se invece il primo membro risulta maggiore del secondo, il sistema 
è iperstatico; se risulta minore, è labile. 

Nel caso di una cerniera interna collegante r travi (fig. 60 b), essa sopprime, 
per il motivo già detto, 2(r— 1) libertà. Se dunque si hanno i incastri, e cer- 
niere, la prima delle quali collega 7’ travi, la seconda r”, ecc. (una delle quali 
può essere il suolo) e a appoggi semplici, il sistema è isostatico se si ha 


(83) 


I FIS 4a = de. 


CA — SE 
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Ad es., nel sistema della fig. 61 si ha n = 8, mentre i vincoli sono 24 (2 in A, 
3 in B, 1 in 0, 2in D, 2 in E, 2in Fr, 4in G,4inH, 4in 1); perciò il siste- 
ma è isostatico. 7 € fa U 

Se una delle travi vincolata a cer- 
niera agli estremi è scarica, si può ri- 
guardare come una biella. Con ciò » 
diminuisce di uno e i vincoli diminui- 
scono di tre (una biella invece di due 
cerniere), e il risultato del confronto non cambia. 


65. Efficacia dei vincoli. 


a) Si deve poi accertare che i vincoli siano efficaci, ossia che 
ciascuno impedisca realmente il movimento consentito dai rimanenti; 
ciò che potrebbe non avvenire se uno di essi occupasse una posizione 
singolare. 

In certi casi, come ad es. nel sistema della fig. 62 a), la verifica può 
essere ricondotta a quella indicata nel n. 58 per il caso di una sola trave 


Fig. 62. Fig. 63. 


Infatti, se si riguardano le due travi AD e BE come due bielle vinco- 
lanti la trave DCE, esse equivalgono (n. 43 b) a una cerniera ideale 0; 
perciò, se la normale in O al piano del carrello non passa per 0, il car- 
rello è efficace; se vi passa, il carrello non può opporsi a una piccola 
rotazione della trave DCE intorno al centro istantaneo 0. 

Un procedimento generale è il seguente: Sopprimiamo in B il vincolo che 
impedisce lo spostamento orizzontale (fig. 62 b), sostituendo la cerniera con un 
carrello orizzontale, e studiamo il movimento che il sistema può compiere. Im- 
pressa una rotazione piccolissima alla trave AD, il punto D si sposta normal- 
mente alla congiungente AD; la trave DCE si muove in modo che D si sposta 
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come si è detto e O si sposta orizzontalmente, quindi il suo centro istantaneo 
di rotazione è il punto O; d’incontro di AD e della verticale per C; la trave EB 
si muove in modo che E si sposta normalmente a 0, e B orizzontalmente, quindi 
il suo centro istantaneo di rotazione è 0.. Se O, risulta distinto da B, rimettendo 
il vincolo che si era tolto in B esso impedisce la rotazione intorno a 0,, quindi 
è un vincolo efficace; mentre non lo sarebbe se 0, coincidesse con B (ciò che av- 
verrebbe se il sistema fosse simmetrico rispetto alla verticale per C), perchè esso 
non potrebbe impedire tale rotazione. Questo ragionamento si estende facilmente 
a un sistema di un numero qualunque di travi. 

b) Infine, si deve accertare che i vincoli siano equamente distri- 
buiti, cioè che una parte del sistema non risulti troppo vincolata, a 
scapito di un’altra parte che risulterebbe labile. Così nell’esempio della 
fig. 63 si hanno tre corpi e nove vincoli (4 cerniere e 1 biella o tirante), 
per cui la (8) è soddisfatta. Ma nella fig. 63 a) la biella CD non è di- 
sposta giustamente, perchè crea un vincolo superfluo alla trave 2, 
mentre il sistema rimane labile; invece nella fig. 63 b) la disposizione 
è giusta. 


66. Le equazioni generali e le equazioni ausiliarie. 


a) In un sistema di più travi si cercano anzitutto le reazioni dei 
vincoli esterni, poichè le reazioni mutue dei vincoli interni hanno im- 
portanza secondaria. A tal fine si utilizzano le tre equazioni generali (6) 
di equilibrio dell’intero sistema (nelle quali figurano tutti i carichi e 
tutte le reazioni esterne). Se i vincoli esterni sono soltanto tre, esse 
bastano. Se invece sono in numero maggiore, esse non sono sufficienti. 
Si aggiungono allora le così dette equazioni ausiliarie, ognuna delle quali 
esprime che una delle parti in cui una cerniera interna divide l’intero 
sistema è in equilibrio rispetto alla rotazione intorno alla cerniera; 
ossia esprime l’annullarsi del momento rispetto alla cerniera dei carichi 
e delle reazioni agenti su tale parte (cioè l’annullarsi del momento flet- 
tente nella cerniera). 

Ad es., nel caso della fig. 64 (quattro vincoli e- 
sterni e quindi quattro incognite V,, V,, Ha Hi) 
alle equazioni generali di equilibrio 


ZX=0, ZY=0, ZM=0 
si aggiunge l’equazione ausiliaria 
(9) ZM,=0, 


Fig. 64. 


che esprime l’annullarsi del momento rispetto alla cerniera C delle forze Ve 
Ha, P,, P», Pa agenti sulla trave AC. Non si può scrivere una seconda equazione 
ausiliaria per la trave BC, perchè sarebbe una conseguenza della (6) e della (9); 
infatti, essendo in equilibrio tutte le forze ed essendo nullo il momento rispetto 
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a © di una parte di esse, è nullo necessariamente anche il momento delle ri- 
manenti. 

b) Si è visto nel n. 60 d) che l’equazione generale ZM = 0 si 
può serivere utilmente una sola volta (due volte o tre se si rinuncia 
a una o a entrambe le equazioni di equilibrio alla traslazione), perchè 
serivendola rispetto a nuovi punti si ottengono delle conseguenze inser- 
vibili delle (6). È quindi opportuno osservare che le equazioni ausi- 
liarie (9) sono del tutto diverse dall’equazione generale 2'M = 0, per cui 
non costituiscono delle ripetizioni di questa. Infatti, in esse figura sol- 
tanto una parte delle forze del sistema, anzichè tutte; inoltre si pos- 
sono scrivere soltanto rispetto alle cerniere, mentre l’equazione ZM = 0 
si può scrivere per un punto qualunque del piano. 

Esempi dell’impiego delle equazioni ausiliarie si vedranno nei nn. 68 
e 69. Nel Cap. XVIII indicheremo un altro procedimento per lo studio 
delle reazioni in un sistema di più corpi, che è la generalizzazione di 
quello impiegato nell’esercizio 3. 


67. Osservazioni. 


a) Qualora nella ricerca delle soluzioni in un sistema isostatico 
si sostituiscano alcuni carichi con la loro risultante (n. 51), ciò si può 
fare soltanto per le forze applicate a ogni singola trave del sistema; 
altrimenti nelle equazioni ausiliarie non figurerebbero le forze giuste. 


b) Se una cerniera interna non divide il sistema in due parti (come ad es. 
la cerniera O nella fig. 63 b), non si può scrivere per essa un’equazione ausiliaria. 

c) Una cerniera interna in cui concorrono 7 travi divide il sistema in r parti; 
quindi si possono scrivere r — 1 equazioni ausiliarie, esprimenti l’equilibrio alla 
rotazione di » — 1 di tali parti intorno alla cerniera. 

d) Se invece di utilizzare le equazioni ausiliarie si scrivessero le tre equa- 
zioni generali (6) per ciascuna trave del sistema, si otterrebbero 3n equazioni, 
nelle quali figurerebbero le reazioni dei vincoli esterni e anche le reazioni mutue 
dei vincoli interni, che si rendono libere quando si separa il sistema nelle sin- 
gole travi. Il numero di tali equazioni sarebbe quindi maggiore di quelle costi- 
tuite dalle tre equazioni generali e dalle equazioni ausiliarie, che non conten- 
gono le reazioni mutue. Desiderando conoscere queste ultime reazioni, conviene 
ricavarle studiando separatamente l’equilibrio di ciascuna trave, quando siano 
già note le reazioni esterne. 


(ARRITEIITTIRITAATITIASETIASERITTTAItI) 


Esercizio 15. — Il sistema di tre travi AE, 
ECF, FB (fig. 65) è vincolato al suolo me- 
diante cerniere A e B e la biella CD, mentre 
le travi sono vincolate fra loro mediante le 
cerniere E ed F. I due archi sono semicircolari. 
Determinare le reazioni provocate da un ca- 
rico uniforme ripartito sull’orizzontale. Fig. 65. 
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Soluzione. La (8) è soddisfatta, perchè siha n = 3,é= 0,c= 4,a= 1; quindi 
la struttura è isostatica. Inoltre si riconosce facilmente l’efficacia dei vincoli. 

Le equazioni generali di equilibrio, cioè la ZX = 0 ela ZM = 0 scritta una 
volta rispetto a B e una volta rispetto ad A, diventano 


(a) H.-H,=0 
® Tall +) + Va gaht "Lo 
© , — Ph +h)- Va +g Mt o. 


Si hanno inoltre due equazioni ausiliarie, esprimenti l’annullarsi del mo- 
mento delle forze agenti su AF rispetto a E e del momento delle forze agenti 
su BY rispetto a F: 


LAI LAI li lA L (H 
{d), (e) Vag Hog 91% 3 +13 


= 0, Vi 2 +H, 0. 

Ricavando H, e H, dalle (d), (e) e sostituendole nella (a), risulta Vj — V4 = 
= g(ly— l2)/4; quindi sommando la (ò) con la (c) e sostituendo a V,— Vy 
l’espressione trovata, si ottiene V,. Dopo di che si ottengono immediatamente 
le altre incognite, che risultano 


vi=qgth, 


l,+ 2 
=q35 2, 


Esercizio 16. - Il sistema di quat- 
tro travi AE, ECF, FDG, GB (fig. 66) 
è vincolato al suolo mediante le due cer- 

Fig. 66. niere A e B e i due appoggi scorrevoli 

O e D, mentre le travi sono vincolate 

tra di loro mediante le cerniere E, F, G. I tre archi sono semicircolari, di dia- 

metri l,, l,, Z,. Determinare le reazioni provocate dalla forza verticale P distante 
a e b dalle verticali per A e B. 

Soluzione. La (8) è soddisfatta, perchè si han = 4,î= 0,c= 5, a = 2; quindi 
il sistema è isostatico. Inoltre i vincoli sono efficaci. 

Le equazioni generali di equilibrio ZX = 0 e ZM = 0 (scritta rispetto a B 
e ad A) diventano 


R) 


(a) H,-H,=0 
(è) Va(2l + la) + Vella + la) + Val — Pb=0 
(0) — Va(2I + la) — Valla +) Vh+Pa=0. 


Inoltre si hanno tre equazioni ausiliarie, esprimenti l’equilibrio alla rota- 
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zione della trave AE intorno a E, della trave BG intorno a G e del sistema AECF 
intorno a F: 


(A) vibo 
smi 
(0) Vig + net 
r.(n+3)-2t+r.d- 
() «(h+3)-L3+ 0. 


Dal confronto delle equazioni (d), (e), (a) risulta V\,=V,=H,= 5, La 
(f) e la (è) consentono di esprimere Y, e ik) mediante V,; quindi sostituendole 
nella (c), si ricava V,. Si ottiene così 


lb l(a— b) 
Va pa E = Vy=Hi,= Hij 
Vi=- Vi, Va = p+ pi. 
2 da 
Supposto 7, = 32 m, ,, = 48m,a = 66m,b6 = 46m, si ottiene 7, = — 0,875P, 


V.,= 1,167P, V, = 1,583P. 

Essendo carica una sola trave, riesce più rapida la via grafica: La R, passa 
per A e per E; la risultante R, di R, e di V, passa per 0, e per F; la R, passa 
per B e per G; la risultante R, di R, e di V, passa per Oy. La P è equilibrata 
dalle due forze R, ed R,, che si ottegono costruendo 
il triangolo delle forze. Poi si ricavano le reazioni 
Ra Vo ER, Va, decomponendo le forze R, ed R,. 
I risultati ottenuti (fig. 66) coincidono con quelli tro- 
vati per via analitica. 


Esercizio 17. — Le due parti AC e BC di una 
scala di legno doppia (fig. 67) sono vincolate fra loro 
mediante una cerniera C e una catenella DE, e ap- 
poggiano senza attrito sul suolo. Determinare le rea- 
zioni esterne e interne provocate dal peso P di una 
persona gravante in un punto F. 

Soluzione. Le reazioni esterne, essendo due sole, si ottengono utilizzando 
soltanto le equazioni generali di equilibrio, cioè annullando i momenti rispetto 
a Be ad A: 


Al-Pb=0, da cui A=P2, _pi+Pa=0, dacui B= 9. 
Lo sforzo £ nella catena si ricava dall’equazione ausiliaria Z.M,= 0, scritta 
per la trave 40 (più semplice, perchè soggetta a un minor numero di forze): 
Pb 1 È Pb 
re eve = S=I;. 
I D Sd=0, da cui S 5a 


Infine la reazione mutua R, si ottiene componendo A ed S, oppure B, S e P. 
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Esercizio 18. — La fig. 68 rappresenta in pianta tre travi AB, CD, EF, che 
appoggiano su muri o pilastri in 4, C, £, mentre la AB appoggia in B sulla 
CD, questa appoggia in D sulla EY e questa appoggia in Y sulla AB. Determi- 
nare le reazioni esterne e interne provocate da un carico P verticale applicato 


Fig. 68. Fig. 69. 


in un punto G della trave AB, nell’ipotesi che B, D, Y siano i punti di mezzo 
delle travi CD, EF, AB. 

Soluzione. Se B, D, F sono le reazioni mutue, si ha evidentemente D = B/2, 
F = D/2= B/4, ossia B=2D=4F. D'altra parte, considerando la trave 
AB, si ha per la (7) 


Pa ,F 3 i RR I 
B=T4+5: ossia Aligi 
da cui 
2 Pa SQA 4 Pa 8 Pa 
Perego e quindi D=1 7: B=7:7T: 
Le reazioni esterne risultano 

Pb» E° Pb 1 Pé 4 Pa 2 Pa 
terta “Tria Raro e 


e come verifica si ha A+ C+ E=P. 


Esercizio 19. — Il sistema di sei travi rappresentato in pianta nella fig. 69, 
appoggiate da una parte su muri e dall’altra nel punto di mezzo della trave adia- 
cente, è caricato uniformemente lungo l’esagono centrale. Determinare le rea- 
zioni esterne e interne. 

Soluzione. Le sei reazioni esterne sono uguali tra loro e valgono A = ql/2. 
Inoltre una qualunque delle travi grava con una forza X su una delle travi adia- 
centi ed è gravata da X nel suo punto di mezzo dall’altra trave adiacente. Quindi 
si ha 
1 3 


ALONE CLARE i Si. 
Al X3 =0, da cui X=g®. 


LE REAZIONI DEI VINCOLI 71 


68. L’arco a tre cerniere. 


a) È un sistema di due travi generalmente ad arco, vincolate al 
suolo mediante una cerniera ciascuna e fra loro con una terza cerniera. 
È isostatico, come si riconosce osservan- 
do che non si può sopprimere nessun 
vincolo, o come risulta dalla (8) che Y. 
è soddisfatta, avendosi n = 2, è = 0, i 
c=3,a= 0. Per l'efficacia dei vincoli è 
necessario e basta che le tre cerniere 4 
non siano allineate, altrimenti non sa- 
rebbe impedito uno spostamento pic- 
colissimo di C normalmente alla con- 
giungente AB. 


Nel caso generale in cui le cerniere P 
d’imposta A e B non siano a livello 
X 


(fig. 70), per calcolare analiticamente le 
reazioni si possono assumere in vari 
modi gli assi 2 e y secondo i quali si Fig. 70. 
decompongono i carichi e le reazioni. 

Assumendo, ad es., 0 secondo la corda AB e y verticale, la prima delle (6) 
diventa 


Temi: Re 0, 


essendo XY le componenti delle forze applicate. Scrivendo poi due volte 
l'equazione di equilibrio alla rotazione rispetto a B e ad A si ha 


Y- ZPb=0, — YI +ZPa=0, 
da cui si ottiene 
Z'Pb Z'Pa 
ita dae 


come per la trave appoggiata (n. 60 d) e per l’arco a due cerniere 
(n. 62 d, nota 2). Infine, si ha un’equazione ausiliaria esprimente l’equi- 
librio alla rotazione del semiareo AC intorno alla cerniera 0: 


Yili—f-ZM; 0, 


essendo M, i momenti rispetto a C' delle forze applicate al semiarco A0. 
Ricavata XY, da questa equazione, si ottiene XY, dalla prima. Se i ca- 
richi sono verticali, si ha X, = 

Le componenti Y, e Y, non sono le vere componenti verticali delle 
reazioni, non essendo orizzontale l’asse x, ossia avendo una compo- 
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nente verticale anche le componenti Y, e X,. Se si vogliono decom- 
porre le reazioni nelle componenti verticali e orizzontali, si ha 


H,= X,c05sa, Va=Ya+XaSena, 
Hi = X; cosa, Vi=Y,- I, sena. 


Se le imposte sono a livello, le componenti X coincidono con le 
spinte H orizzontali e le Y con le V. Se inoltre i carichi sono verticali, 
gi ha H=Hy=H. 

b) Il calcolo grafico delle reazioni è semplicissimo nel caso in cui 
sia carico soltanto un mezzo arco. Infatti, se il semiarco AC è scarico 
(fig. 71), la reazione R, deve passare 
per A perchè il vincolo è una cerniera 
e deve passare anche per C per l’equi- 
librio alla rotazione intorno alla cer- 
niera € del semiarco 40, pensato svin- 
colato in A e soggetto alla sola P.. 
La reazione RP, deve passare per B. 
Infine, se E è la risultante dei carichi 
applicati al semiarco BO, essendo l’in- 
tero arco soggetto soltanto alle tre 

Fig. 71 forze R, R., È, esse devono incontrarsi 

in un punto (n. 19 a). Perciò R, deve 

passare per il punto d’incontro di R e di R,. Note così le rette d’azione 

di R, e di R,, se ne trovano 

le intensità decomponendo È 
col triangolo delle forze. 

c) Se invece entrambi i 
semiarchi sono carichi (fig. 72), 
si determinano le reazioni co- 
struendo la curva delle pres- 
sioni (n. 53), che in questo 
caso è il poligono funicolare 
passante per le tre cerniere. 
Infatti, i lati estremi del po- 
ligono sono le reazioni È, 
ed R,, quindi passano per 4 
e per B. Inoltre, il lato che 
segue l’ultimo carico applicato 
al semiarco AC è la risultante 5 
di R, e dei carichi applicati Fig. 72. 
ad AC; quindi, per l'equilibrio 
alla rotazione del semiarco intorno a C, deve passare per 0. Nella fig. 72 
si è tracciata la curva delle pressioni col procedimento del n. 23 b). 


A 


Pa 
Ri 
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(Nell’arco a due cerniere la curva delle pressioni è staticamente indeter- 
minata, perchè si conoscono soltanto i due punti A e B per cui devono 


passare i lati estremi.) 

d) La costruzione c) si semplifica se si 
conoscono le risultanti delle forze agenti 
su ciascun semiarco. Per variare, consi- 
deriamo il sistema di due aste a tre cer- 
niere della fig. 73, soggetto a carichi sulle 
aste e a un carico sulla cerniera C. Siano 
R,,o ed Rise le risultanti suddette; 0-2 
e 3-6 i segmenti che le misurano nel poli- 
gono delle forze; m ed n i punti d’incontro 
delle risultanti con le due aste AC e CB. 
Sui segmenti 0-2 e 3-6 segnamo i punti m' 
ed n' che li dividono in parti inversamente 
proporzionali ad Am ed mC, a On ed nB; le 
parallele alle due aste per m' ed n' deter- 


minano il polo P cercato. 


Fig. 73. 


Infatti, se si suppone già noto il poligono 
delle pressioni e si manda da P la parallela all’asta AC fino a incontrare 0-2 in 
m', dai triangoli simili Amr e Pm'0, Omr e Pm'2 si ha 


Om' rm m'2 rm P 
=, 3 = =_; ossia 0m'- Am= Pm' -rm=m'2- Cm; 
Pm' Am Pm Cm * 
da cui 
Om' Om 
m'2° Am° 


Quindi il punto m' divide 0-2 


nel rapporto predetto (e analogamente n'). 


La costruzione vale anche per l’arco a tre cerniere, essendo m ed n i punti 
d’incontro con le congiungenti AC e CB. 


Esercizio 20. — Determinare le reazioni del- 
l’arco a tre cerniere della fig. 74 a), avente le 
cerniere A e B a livello e la C nel vertice, e 
soggetto a un carico uniformemente ripartito 
sull’orizzontale. 

Soluzione. Le reazioni verticali valgono 
V,= V, = 29/2. La spinta H si ricava dal- 
l'equazione ausiliaria 


pitt mad, 


2 2 4 
da cui 
5 ql 
Fig. 74. ) = Q_dq 
(10) H a ap 


Risulta H £ Q secondo che si ha 15 8f, indipendentemente dalla forma 
dell’arco, che può essere circolare, parabolico, ellittico, ecc. 
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Esercizio 21. — Lo stesso arco dell’esercizio 20, caricato uniformemente su 
mezzo arco (fig. 74 Db). 

Soluzione. La risultante del carico dista 37/4 da A ed 1/4 da B; quindi dalle 
equazioni di equilibrio alla rotazione intorno a B e ad A si ricava V,= 2/4, 
V, = 30/4. L’equazione ausiliaria di equilibrio del semiarco AC è 


V.3-Hj=0, da cui Let. 


Risulta la stessa 7 che si ha quando @ è ripartito sull’intero arco. Ciò è na- 
turale, perchè per la simmetria H non cambia se il carico agisce sul semiarco 
di sinistra o di destra; quindi non cambia se nel caso a) si toglie la metà di @ 
dal semiarco di sinistra e si aggiunge alla metà di destra. 


69. La trave Gerber. 


a) È una trave con più di due appoggi, resa isostatica mediante 
un numero conveniente di cerniere; quindi è un sistema di più travi. 
Le cerniere, per quanto si osservò nel n. 63, devono essere tante quanti 

sono gli appoggi sovrabbondanti, 

a) cioè quanti sono gli appoggi meno 

sara sos 2°—°x— due. Inoltre, per la giusta distribu- 
zione dei vincoli, non si devono 
avere più di due cerniere fra due 
STO SASA appoggi, nè più di due appoggi fra 


due cerniere, altrimenti nel primo 


È & caso si ha un tratto labile e nel 

A dA Ca B° secondo si ha un tratto iperstatico. 
d) La fig. 75 rappresenta in a) e in b) 
STU i due tipi possibili per un numero 
4 Ci l B qualunque di appoggi; in c) e in d) 
Fig. 75. gli stessi tipi nel caso frequente di 


quattro appoggi. 

La trave Gerber è staticamente determinata, per la proprietà gene- 
rale del n. 48 a). Ciò risulta anche osservando che si possono scrivere 
tante equazioni ausiliarie quante sono le cerniere, quindi quanti sone 
gli appoggi sovrabbondanti. Ad es., nelle travi c) e d) si hanno quattro 
reazioni incognite, mentre si dispone di due equazioni generali e di 
due ausiliarie. Queste ultime contengono la sola incognita A e B nella 
trave d); le due incognite A e €, o B e C, nella trave c). Un'altra 
conferma, che suggerisce anche un procedimento di calcolo più sem- 
plice, si ha osservando che ad es. il sistema c) è costituito da una trave 
appoggiata DE e da due travi 4C,D ed EC,B pure appoggiate 
(fig. 76). Trovate le reazioni della prima, basta invertirle per avere 
le forze che essa trasmette agli sbalzi delle altre due, che si studiano 
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quindi a loro volta. Nel Cap. XII, B) vedremo come si ottenga imme- 
diatamente il diagramma del momento flettente, approfittando del fatto 
che questo deve annullarsi nelle cerniere; ciò che costituisce un altro 
procedimento di calcolo. Infine, si può usare il metodo del n. 52 (es. 3). 

b) La trave Gerber s’impiega utilmente quando, per la natura 
del suolo, si temono cedimenti degli appoggi; poichè, per quanto si 


A 


Fig. 76. Fig. 77. 


è detto nel n. 50 a), essa non ne è influenzata. Una conferma diretta 
si ha confrontando il comportamento di una trave Gerber con quello 
di una trave continua in seguito al cedimento ò di un appoggio: mentre 
la trave continua (fig. 77 b) s’incurva (quindi sorgono tensioni interne 
e reazioni dei vincoli), la trave Gerber (fig. 77 a) rimane rettilinea nei 
suoi vari tratti (quindi non è affaticata). 


Esercizio 22. — Determinare le reazioni P d-4 De B 
nella trave della fig. 78 a). TR (ST) 
Soluzione. La reazione A si ricava dal- P 
l'equazione ausiliaria E CI) 
Di .c B 
Al — P(a+1)=0, t 
da cui 
- pit 
A=P L % Pi 40, 6, b 


La reazione mutua D si deduce dal- 
l'equilibrio della trave ED alla traslazione 
verticale: 


Pilituc End 
penna sip 
Fig. 78. 
D=4A-P=P7. 
1 


Nota la D, si ricavano le reazioni C e B considerando la trave DB: 


_ . 1+L A+ lo) (rivolta in 
D(A+1)+0h,=0, da cui © D L -—P A basso); 


quindi 


A ai 
B= Dre Pr: 
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Esercizio 23. — Determinare le reazioni nella trave della fig. 78 b). 
Soluzione. Procedendo come nell’esercizio 22 si ottiene successivamente 


APE Dee, 
L (A 
0,= pht h_ pi + la) ha), 
(A lla 
C°=-D da a ia (rivolta in basso). 


La reazione B è nulla, per l’equilibrio alla rotazione intorno alla cerniera 
della trave scarica EB. 


70. Bibliografia. 


Uno studio più esteso dei sistemi piani di più corpi si trova nella parte quarta 
del primo volume dell’opera di G. CoLONNETTI: La Statica delle Costruzioni, 
Torino, Utet, 1928. 

I principali elementi teorici per il calcolo e il dimensionamento delle cerniere 
e degli appoggi scorrevoli a rulli o a sfere si trovano nel Cap. XXI. Si possono 
anche consultare utilmente il volume di A. KoLLMAR: Auflager und Gelenke, 
Berlino, Ernst, 1919; e l'ottavo capitolo del volume di F. BLEICH: Theorie und 
Berechming der eisernen Briicken, Berlino, Springer, 1924. 

Per la valutazione dell’azione del vento (es. 9) e della neve si veda, ad es., 
il volume di R. SaLiGER: Praktische Statik, Lipsia, Deuticke, 1927, primo ca- 
pitolo; e la bibliografia raccolta nel n. 3, Cap. I, del primo volume dell’opera 
di K. BryER: Die Statik im Eisenbetonbau, Berlino, Springer, 1933. La spinta 
esercitata dalle terre verrà studiata nel Cap. XXXII. 

Nel Cap. XXII studieremo le relazioni dei vincoli delle strutture spaziali. 


CAPITOLO IV. 


GEOMETRIA DELLE MASSE 


A) BARICENTRI E MOMENTI STATICI. 


71. Il baricentro di un sistema di masse. 


Sia dato nel piano un sistema di punti nei quali sì pensano con- 
centrate delle masse m,, Ms, ms... (fig. 79). Il nome di masse per 
ora è generico e non si fa alcuna ipotesi sulla loro natura, potendo 
essere delle quantità quali che siano, però omoge- 
nee tra loro. my 

Se immaginiamo di applicare in tali punti e 
nel piano un sistema di forze parallele, misurate ,, 
dagli stessi numeri che misurano le masse, o da * 
numeri proporzionali. è noto che facendo ruo- 
tare le forze intorno ai punti d’applicazione, man- ma Ma 
tenendole parallele, anche la risultante ruota in- Fig. 79. 
torno a un punto @ del piano, detto centro delle 
forze parallele. Esso è il baricentro del si- 
stema di masse. 

Si ottiene perciò graficamete il bari- 
centro G del sistema determinando invece 
il centro delle forze parallele suddette: 
Si dispongono le forze in due direzioni 
arbitrarie e si determinano le due risul- 
tanti mediante due poligoni funicolari p 
e p'; il loro punto d’incontro è il bari- 
centro cercato. Se si scelgono le due dire- 
zioni normali fra loro (fig. 80), basta un 
solo poligono delle forze, poichè il poli- 

Fig. 80. gono funicolare p ha i lati paralleli alle 
proiettanti e p’ li ha normali. 

Nel caso di due sole masse m,, m, il baricentro è sulla congiungente i due 
punti e divide la loro distanza d in parti d, e d, inversamente proporzionali alle 
masse, per ciò che si disse (n. 24) della risultante di due forze parallete. Vale an- 
che una costruzione grafica analoga a quella della fig. 14 a). 
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72. Il momento statico. 


a) Data una retta x nel piano delle masse e misurate le distanze 
Yi Ya Ys ».. di queste dalla retta secondo una direzione y prefissata 
(fig. 81), si chiama momento statico (o di primo ordine) del sistema di 
masse rispetto alla retta la somma dei pro- 
dotti delle masse per le rispettive distanze 


(11) Sa = Zmy . 


Esso dipende naturalmente dalla direzione y. 
Il momento statico S,, con distanze valutate 
normalmente è legato a S, da Sn, = $, sen a, 
se a è l’angolo che la direzione y fa con l’asse e. 
Il momento statico può risultare positivo, 
negativo o anche nullo; poichè, anche nel caso 
che tutte le masse m siano positive, ogni ter- 
mine della somma ha il segno dipendente dalla distanza y, che è posi- 
tiva o negativa, secondo che m è da una parte o dall’altra dell'asse e. 
b) Graficamente, il momento 
si può calcolare sostituendo alle 
masse delle forze parallele all’asse @ 
(fig. 82), misurate dagli stessi nu- 
meri che misurano le masse (non 
proporzionali), e calcolando il mo- 
mento di queste forze rispetto al- 
l’asse @ con la costruzione della 
fig. 21. I segmenti intercetti su @ 
dai lati successivi del poligono 
funicolare p sono i momenti delle 
singole masse, ridotti a una base 
uguale alla distanza polare 4, Fig. 82. 
misurata parallelamente alla dire- 
zione y. È indifferente leggere i segmenti ottenuti nella scala delle lun- 
ghezze e la distanza H nella scala delle forze o delle masse, o viceversa. 


73. Proprietà del baricentro. 


a) Il momento statico del sistema di masse rispetto a un asse x 
è uguale a quello del sistema di forze sostituite alle masse e parallele 
a * (n. 72 b); e questo, per il teorema di Varignon, è uguale al mo- 
mento della risultante. E poichè questa passa per il baricentro G del 
sistema (n. 71), il momento cercato risulta uguale alla somma delle 
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forze, ossia delle masse, moltiplicata per la distanza yc del baricentro 
dalla retta x (fig. 81): 


(12) 8. =UYcEm . 


Si ha così il teorema di Varignon esteso alle masse: IZ momento 
statico di un sistema di masse rispetto a una retta non cambia se si con- 
centra la massa totale Em nel baricentro. 

Perciò, per calcolare il momento statico del sistema rispetto a una 
retta qualunque del piano è sufficiente la conoscenza del baricentro @ 
e di Zm, ossia non è necessario conoscere la distribuzione delle masse. 

b) Se l’asse x è baricentrico (cioè passa per il baricentro), per 
la (12) il momento statico del sistema rispetto a @ è nullo; viceversa, 
se il momento rispetto a un asse è nullo, questo è baricentrico (sup- 
posto che sia 2m + 0). 

Il baricentro di un sistema di masse si può quindi definire indipen- 
dentemente dalle forze parallele, dicendo che è quel punto tale che rispetto 
a tutte le rette passanti per esso il momento statico è nullo. Si ricorre tut- 
tavia alla prima definizione quando si vuol determinare il baricentro 
graficamente. 


74. Le coordinate del baricentro. 


Dalla (12) si ricava la distanza ye del baricentro dall’asse @ 


(8) Ve=Tm— Im° 


Se si assumono due assi coordinati x e y, ortogonali o no, e si misu- 
rano le distanze da ciascuno di essi parallelamente all’altro, si otten- 
gono nello stesso modo le coordinate del baricentro 


Zma Imy 


(14) %= Fm? V= Tm 


Se si alterano in uno stesso rapporto tutte le masse del sistema, cioè 
se alle masse date si sostituiscono delle masse proporzionali, il bari- 
centro non cambia, come risulta dalle (14). 


75. I sistemi continui. 


a) Spesso le masse del sistema, anzichè concentrate in un numero 
finito di punti, sono distribuite in modo continuo su di una data area A 
© lungo una data linea s del piano. Il modo di distribuzione è definito 
dalla densità y della massa in ogni punto dell’area o della linea, cioè 
dalla massa per unità * area o di lunghezza, che può essere variabile 
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da punto a punto, oppure costante. Il sistema è costituito dalle masse 
pudA o pds relative alle aree dA o alle lunghezze ds. 

Il baricentro del sistema si definisce come per i sistemi di masse 
concentrate, e così pure il momento statico rispetto a un asse #, che è 
espresso da 
(i1,); (11) = S.=fywdA, oppure da S,=|yuds. 

A s 


Le coordinate del baricentro diventano 


[pad fypad 
(14) oe=4 , Ye=t. ; 
fuad | ua A 
4 4 
fapas Juuas 
(143) =" ? Ye=" 
/ pds f nas 
s 8 


b) In particolare, se la massa è astratta e di densità 1; 
Sistema risulta costituito dall'area 4 o dalla linea s; cioè le masse ele- 
mentari sono le aree dA o le lunghezze ds, e si considerano il baricen- 
tro e i momenti statici dell’area o della linea. 

Nelle (11,), (11.), (14,), (14,) scompare il fattore 4 e si ottiene 


(11), (11) B=fyad, 8.=/vas; 
4 s 
[add fyad 
(14,) se=t, se=t; 
[ods fyas 
(14,) ag=" , Vo="— 


Le dimensioni del momento statico di un’area e di una linea sono 
I? ed I?, e si esprimono in m° o in em? e in m? o in emt. 
c) Il baricentro si può spesso determinare decomponendo l’area 
o la linea in parti aventi baricentri noti, nei quali si pensano concen- 
trate (n. 73 a) le aree o le lunghezze delle parti stesse, e determinando 
quindi il baricentro di questi punti. 
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Se un’area (o una linea) ha un asse di simmetria retta, il baricentro 
e su questo; se ne ha due, è nel loro incrocio. Se un’area (non una L- 
nea) ha un asse di simmetria obliqua, cioè se esiste una retta che 
bisechi tutte le corde aventi una stessa direzione (fig. 84 a), il baricentro 
è su quest’asse perchè su di esso sono i baricentri di tutte le strisce 
comprese fra due corde vicinissime. 

Un segmento rettilineo ha il baricentro nel suo punto di mezzo. 


76. Baricentri di alcune linee. 


a) Poligonale regolare. Sia data una poligonale AB circoscritta. 
a un circolo di raggio r e avente i lati di lunghezza costante ? (fig. 83 a). 
Il baricentro G è sull’asse di sim- 
metria 00; inoltre per la (13), A, ZI ___ Cl D 
F 


se y, sono le distanze dei punti 
di mezzo dei lati dal diametro x 
normale a 0C, si ha 


Indicando con p; le proiezioni ca 0 ae ni 


dei lati su x, dai triangoli simili 
DEF, OHI risulta 


lir=P;1Y;, ossia y.=rp:; 


per cui si ottiene 


1 
5ZD: 
(15) DG = Bi rLimri— 
1 
5 ZI Fig. 83. 


Graficamente, sulla tangente in € al circolo si sviluppa 27/2 in 
CA; si proietta A parallelamente a 0C sulla congiungente 0A, in A,, 
quindi si proietta A, normalmente a 0C in G@. Infatti, dai triangoli 
simili OGA,, OCA, si ricava per 0G l’espressione (15). 

b) Arco circolare (fig. 83 b). La (15) diventa (Z = ds, p; = de) 


(16) api I 


70 7 6 
oppure si può impiegare la costruzione precedente. 
Per una semicirconferenza la (16) dà 


O. 
(17) G= =, = 0,6366r. 
n 
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c) Spezzata qualsiasi. In una spezzata irregolare i baricentri dei vari lati 
t,; î», lg ... sono i loro punti di mezzo G,, Gs, G3 ... . Il baricentro G,, dei lati I, 
1, è sulla congiungente dei punti G,, G, e divide la loro distanza in parti inver- 
samente proporzionali a 7, ed ly; il baricentro G,,3 dei lati Z,, 4», 73 è sulla congiun- 
gente dei punti G,,, Gs e divide la loro distanza in parti inversamente propor- 
zionali a 1, + l, ed I; e così di seguito. 


77. Baricentri di aleune superficie. 


a) Rettangolo e parallelogramma. Il baricentro delle aree di queste 
figure è nell’incrocio delle mediane o delle diagonali. 

b) Triangolo. Ogni mediana (fig. 84 a) è asse di simmetria obliqua 
(n. 75 c); perciò il baricentro dell’area del triangolo è nell’inerocio delle 
tre mediane e divide, com’è noto, ciascuna mediana in due parti tali 
che GD = AD/3. 

e) Quadrilatero. Diviso il quadrilatero in due triangoli mediante la diago- 
nale 15 (fig. 84 b) e segnati sulle mediane CE e DE i baricentri G, e G,, il ba- 
ricentro G cercato è anche baricentro dei punti G,, Gy 
nei quali si pensano concentrate le aree A, e A, dei 
triangoli. Quindi esso è sulla congiungente GG, e 
dev'essere 

GG, :GG,= Az: A. 


Ma poichè i due triangoli hanno la base AB comune 
e la retta G,G, è parallela alla OD, si ha 
A,:A4A)=DF:CF=GB:GH, 


e quindi 


GG, :GG,= GH:GH. 


Risulta perciò 


GG=GH, GG,-GH; 


Fig. 84. 


per cui basta portare G,H in G,G, oppure G,H in G,G. 
d) Trapezio. Il baricentro si trova (n. 75 c) sulla mediana MM, (fig. 85 a). 
Pensiamo poi diviso il trapezio in due triangoli di baricentri G, e G, e calcoliamo 
il momento statico dell’area del trapezio rispetto alle due basi b, e by con di- 
stanze parallele a M,M., sia concentrando tutta l’area nel baricentro G, sia 
concentrando le aree dei due triangoli in G, e G,. Essendo queste tre aree pro- 
porzionali a d1+ bs, d,, bs, detta ® la lunghezza della mediana M,M,, si 
‘ottiene 
2h 


AF h +, 2h 
(+ b)GM = bp + dg + d)EM = deg + do 


de 
3: 
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e dividendo membro a membro 


di 
Gu b+2, 27 


GM. 2 bg bd 5 
GM, 1+ da +0 


(18) 


Basta perciò portare la base è, sul prolungamento della d, e la è, sul pro! 
gamento della b,, dalla parte opposta; la congiungente gli estremi A e B incon 
la mediana in G, poichè confrontando i 
triangoli simili GM,A, GM,B si riconosce 
che la (18) è soddisfatta. 

e) Sezioni di travi. Le sezioni delle 
travi di ferro o di cemento armato sono 
di solito formate di parti rettangolari, 
per cui è facile determinare il baricentro 
(es. 29 e 30). Talune sezioni hanno due 
assi di simmetria e il baricentro è nel loro 
incrocio. 

Per le sezioni più usate la posizione 
del baricentro (insieme coi valori dei mo- 
menti d’inerzia) è data dai manuali d’in- 
gegneria (1). 


Esercizio 24. — Determinare la verticale baricentrica del trapezio delia 
fig. 85 b), conoscendo la larghezza 4 e la distanza d del vertice V dalla retta 
MM, situata a metà di 4. 

Soluzione. Per la (18) si ha 4,:%, = (b1+ 202) : (25,-+ ds), da cui, ponendo 
MM, = (b,+ bs) :2=b, 


ie ade dsela 2 - dn = ad) 


D'altra parte, si ha 


d-5 245 da 
bi = bd «> bh, = bt ;s quindi b,-b=—- 


Sostituendo, si ottiene 
(19) dat È 


Lo scostamento di G dalla retta M,M, è tanto minore quanto minore è 
A/d. Ad es., per d = 54 risulta d = 4/60. 


() V. tabelle nei manuali STAHL IM HocHBAU, HiTTE, BLEIOH-MELAN, FOERSTER. 
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Esercizio 25. — Determinare il baricentro di un settore circolare (fig. 86 a), 

Soluzione. Se si pensa il settore decomposto in settori elementari di area dA, 
‘ognuno di questi è un triangolo e il suo baricentro G' dista da O di due terzi del 
raggio. Il baricentro cercato è quindi anche baricentro dei punti G’ nei quali 
siano concentrate le aree dA, oppure le lunghezze ds’ che a queste sono propor- 
zionali. Perciò esso coincide col baricentro del- 
l’arco di raggio 2r/3. 

Basta dunque eseguire sull'arco A'B' la co- 
struzione della fig. 83 b), sviluppando indifferen- 
temente il semiarco CA’ sulla tangente in 0" op- 
pure il semiarco C'A sulla tangente in 0, poi man. 
dando la parallela 4/4,’ ela normale Ay' G a 00. 

Per la (16) si ottiene 

35 2 sen @ 


(20) d=-3 


In particolare, per il semicircolo si ha 


21) ce 
Fig. 86. ‘ 3a 


Esereizio 26. — Determinare il baricentro di un segmento circolare e il suo 
momento statico rispetto al diametro x parallelo alla base 6 (fig. 86 Db). 

Soluzione. a) Se consideriamo il segmento come differenza fra il settore cir- 
colare e il triangolo isoscele, basta dividere la distanza 4 dei due baricentri 
@, e G, in parti inversamente proporzionali alle aree A, e —Ay: 


di=— Fa d,=d<}. (A area del segmento) 
3) L’area A, del settore e il suo momento statico rispetto ad x valgono 
Dirai 2 sen @ 2 
A=r0, Si=A4,-0G,=r0-3r°5 5 


L’area 4, del triangolo e il suo momento statico rispetto ad « valgono 


78 sen 0. 


A,=r2sen0così, 


8s = 4, + OG, = 1 sen 0 608 9 + -Zr cos 6 = 2° sen 0 cost 6. 


Quindi il momento statico del segmento risulta 


2 x 2/65) 63 
(22) 8. = S,— Sy = 478 sent 0 3(3) 5. 
indipendente da r. 


Il baricentro G si può ora ottenere anche in altro modo: 


= Sa 2 sen? 0 
(23) oe AT 3°" 6— sen 6 così8/ 
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Esercizio 27. — Determinare il baricentro di un mezzo segmento parabolica 
OAB (fig. 87). 

Soluzione. a) L'equazione del mezzo arco parabolico obliquo 08, riferito o 
un diametro x e alla tangente coniugata y, è y° = kx, dove % è tale che sia 
l'in 

l’area di una striscia è dA = y dx - sen a, per cui le (14) danno 


sen ioni vj» i da 2 
È 5 
" = 9 
cu sf vi i Za t L, 


VE [std 


sen a Ly da Di eda 1 
È s VE 2 3 
ven = dei civivazio, 
sen af yda vEfsta 3 
i 0 


b) L’intero segmento parabolico 0BO ha il baricentro sulla mediana 0A 
definito da 


3 


(241) % = 


e) Il triangolo parabolico O0BD, di area (ab/3) sen a, è la differenza del pa- 
rallelogramma 0ABD e del segmento 0A4B, di aree ab sen a, 
(2ab/3) sen a; perciò i suoi momenti rispetto agli assi y e x 
sono le differenze dei momenti delle due parti. Conside- 
rando soltanto i numeri 1/3, 1, 2/3 proporzionali alle aree, 
si ha quindi 


1. _4a_2,3 LD _ 3 8 
gr = la gg» gulag gli 
da cui si ottiene Se 
acta ita li 
ee ego Fig. 87. 


Esercizio 28. — Determinare il baricentro di una mezza ellisse (fig. 88). 
Soluzione. È una figura affine al circolo di raggio r = a, con rapporto 
Pera di affinità n= b/a= b/r. Passando dal semicircolo alla 

semiellisse, il numeratore della seconda delle (14,) risulta 
moltiplicato per n? e il denominatore per n; perciò si ot- 
tiene 


bo 4 4 
U . 
Ye = na = <g,7=3b= 042440. 
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Esercizio 29. — Determinare il baricentro della sezione di una trave a T 
(fig. 89 a). 

Soluzione. Il baricentro G è sull'asse di simmetria. La sua posizione si può 
determinare decomponendo la figura in due rettangoli, le cui aree si concen- 
trano nei baricentri G, e G,. 

Se si considera invece la figura come differenza del rettangolo di lati B e # 
e dei due rettangoli di base complessiva B — d e di altezza h, dei quali la retta 
x è un lato, si ottiene 


H h 
e BH: (Bb |;  BH?— (B— 6)? 
clio BH —(B- bh 3° BH-(B-=b)k° 
Esercizio 30. — Determinare il baricentro della sezione di una trave a |_ 


(fig. 89 Db). 
Soluzione. Decomposta la figura in due rettangoli, si può determinare il 
baricentro G dei due baricentri G, e G,, nei quali si concentrano le due area. 
Si possono anche calcolare le coordinate di G, 
considerando la figura come differenza di due 
rettangoli per i quali le rette x e y coincidono 
con uno dei lati: 


se= Sv 1 BH — 0% 
Md, 2 Bob 
ve= Sa 1, BH! dI 
VC 2 BR=%° 


Fig. 89. 


Esercizio 81. — Ricavare le espressioni della superficie e del volume della 
sfera, mediante i teoremi di Guldino. 

Soluzione. L’area della superficie ottenuta facendo ruotare una linea piana 
intorno a una retta del suo piano non intersecante la linea è uguale alla tun- 
ghezza della linea moltiplicata per il cammino percorso dal suo baricentro. Per- 
ciò, se si fa ruotare una semicirconferenza intorno al diametro, ricordando a (17). 
si ottiene 


A=ar dai = dm. 


Il volume del solido ottenuto facendo ruotare una superficie piana intorno 
a una retta del suo piano non avente punti in comune con la superficie è uguate 
all’area della superficie moltiplicata per il cammino percorso dal suo baricentro. 
Perciò, ricordando la (21), si ottiene 


I teoremi di Guldino si applicano più utilmente in modo inverso, per ricavare 
la posizione del baricentro quando si conosca l’area o il volume. 
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B) MOMENTI DI SECONDO ORDINE. 


78. Il momento d’inerzia assiale. 


a) Si chiama momento d’inerzia di un sistema piano di masse 
rispetto a una retta « del piano la somma dei prodotti delle masse 
per i quadrati delle rispettive distanze dalla retta (fig. 81), misurate 
secondo una direzione y prefissata: 


(25) J,= Zmy. 


Il momento d’inerzia J,, con distanze valutate normalmente a @ 
è legato a J, dalla relazione 


Ina = da sen? a, 


se a è l’angolo che la direzione y fa con l’asse @. 

Poichè interessa soltanto il caso in cui le masse sono tutte posi- 
tive, il momento d’inerzia è sempre positivo (esso è nullo soltanto nel 
caso particolarissimo di masse allineate e situate sull’asse 2). 

b) Se si scrive 


(25.1) Ja = Zmy)y, 


si riconosce che il momento d’inerzia rispetto a un asse è il momento 
statico dei momenti statici (my), pensati come nuove masse messe al 
posto delle masse m. 

e) Se si pone 

ch Imy? 

(26) Im Im 
€: è evidentemente una lunghezza e si chiama raggio d'inerzia rispetto 
all’asse x. Esso rappresenta la distanza da x alla quale bisognerebbe 
concentrare la massa Zm per ottenere lo stesso momento d’inerzia, 
poichè si ha 
(26,) Js=02m. 


79. I momento d’inerzia polare. 


Si chiama momento d’inerzia polare del sistema di masse rispetto 
a un punto P del piano (fig. 90) la somma dei prodotti delle masse 
per i quadrati delle rispettive distanze dal punto: 


(27) Jp= Im. 


Anche questo momento è sempre positivo. 
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Se per il punto P si tracciano due rette x, y ortogonali e comunque 
orientate e si misurano normalmente le distanze y e x delle masse da 
esse, si ha per una massa qualunque 7° = y? + #*, e per conseguenza 


(28) Jp= Zm(y° + 0°) = Zmy + Zmot=JT,+43,. 


Il momento d'inerzia polare rispetto a un punto P è dunque uguale alla 
somma dei momenti d’inerzia rispetto a due rette ortogonali qualsiansi 
passanti per P, valutati con distanze normali. 
Questa proprietà consente di calcolare Jp quando 
si conoscono J, e J,, ma non viceversa: tut- 
tavia quando si sappia che J, = J,, si ricava 


(29) J.=J,=5. 


Da tale proprietà segue anche che la somma 
Ja+Jy di detti momenti è costante per qual- 
siasi coppia di rette ortogonali passanti per lo 
Fig. 90. stesso punto. 


80. Il momento centrifugo. 


Si chiama momento centrifugo del sistema di masse rispetto a due 
rette x, y del piano (fig. 91) la somma dei prodotti delle masse per le 
rispettive distanze dalle due rette, valutate secondo due direzioni 
prefissate: 


(30) Fe = Zmyo. 


In pratica interessa di solito il momento ottenuto 
valutando le distanze da ciascuna retta paralle- 
lamente all’altra, oppure normalmente a ciascuna 
retta; il secondo è uguale al primo moltiplicato 
per sen? a, se a è l’angolo delle due rette. 

Il momento centrifugo può risultare positivo, 
negativo o anche nullo, poichè il segno di ciascun 
termine della somma dipende dai segni delle due distanze, cioè dalla 
regione del piano in cui si trova la massa. 

Se le due rette coincidono, si ottiene il momento d’inerzia assiale. 


81. I sistemi continui. 


Come i momenti statici, anche i momenti di secondo ordine ora defi- 
niti si considerano specialmente per sistemi continui di masse distri- 
buite su delle aree o lungo delle linee, con densità superficiale o li- 
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neare 4 variabile o costante, e sono di uso continuo nello studio delle 
travature inflesse. In particolare, se la massa è astratta e di densità 
4 = 1, il sistema si riduce all’area o alla linea. Ad es., nel caso più 


frequente di un’area, i ire momenti vengono così definiti 


(25), (271), 80.) I.= frrad, 35=[mdA, I, = [yodd; 


4 4 A 


la loro dimensione è Z* e si misurano in m* o in em'. La (26) diventa 


(262) 


Giova osservare che nel caso di J, non è necessario che gli elementi di area 
dA siano infinitesimi in ogni direzione, ma possono essere delle strisce parallele 
all’asse 0 e di larghezza dy infinitesima (fig. 92), così 


che la distanza y sia in ogni punto la stessa e risulti È i A 
IL \ 


determinata (sarebbe indeterminata se la striscia non 
fosse parallela a o se la larghezza fosse finita). Nel 


caso di Jp gli elementi dA possono essere corone circolari 
di centro P e di larghezza dr infinitesima. Invece nel > 
caso di J,, entrambe le dimensioni devono essere infini- 

tesime. Fig. 92. 


82. I teoremi di trasposizione. 


a) Per è momenti d'inerzia. Siano date una retta 2, baricentrica 
e una retta parallela x (fig. 93), e sia 4, la distanza di G da x valutata 
nella direzione y. Per una massa qualunque si ha y = yo +4 e per 


n conseguenza 
. 
t (31) Ji = 2my = Zm(y, + da = 
ms vi = Iimyi +24,Smy,+@Sm=J,+@Im, 


G_W poichè Zmyo = 0 (n. 73 5). La (31) esprime il 

h 1 dn Xo teorema di trasposizione: Il momento d'inerzia 

\ \e rispetto a un asse x è uguale a quello rispetto al- 

Vasse x, baricentrico e parallelo, più la massa to- 
tale moltiplicata per il quadrato della distanza fra 
i due assi. Poichè l’aggiunta è positiva, risulta 
che fra tutte le rette aventi una data direzione, il momento d’inerzia è 
minimo per quella baricentrica. Si può anche dire che il momento 
d’inerzia rispetto a x è uguale al momento dî2m che avrebbe la massa 
totale se fosse concentrata nel baricentro, più il momento d’inerzia 
rispetto all’asse 2, baricentrico e parallelo; da cui risulta che non sus- 


Fig. 93. 
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siste per i momenti d’inerzia un teorema analogo a quello di Varignon 
per i momenti statici (n. 73 a). 
Indicando con pg. e ge, i raggi d’inerzia rispetto alle rette x e Lo 
la (31) si può scrivere 
oiSm = oi, Em + dîLm ; 
da cui risulta la relazione equivalente alla (31) fra i raggi d’inerzia 
(32) a=0, +, 
che dà o, conoscendo Qx° Quindi 0, è l’ipotenusa del triangolo rettan- 
golo che ha per cateti Qag € da 
Se si considerano due rette parallele x,, 2, distanti d, e d, (nella direzione 
delle distanze) da una terza retta to parallela e baricentrica, si ha per la (31) 
Ty=Int dim, Ta = Tx + dilm, 
da cui 
(33) Ja,=J,+(d— di) Im; 
relazione che dà il momento rispetto a x, conoscendo quello rispetto a x, non 
baricentrica e la posizione del baricentro. 
è) Per i momenti polari. Dato un punto P, se trac- 
ciamo per esso e per il baricentro G del sistema due coppie 


di assi ortogonali x, y € x, Yo ugualmente orientati (fig. 94), 
si ha per le (28) e (31) 


(34) Ip=Js+3J,=Jx+ @2m+ 
Fig. 94. +In + dm = IG + 1°pEm ; 


relazione che dà il momento polare rispetto a un punto P qualunque, cono- 
scendo quello rispetto al baricentro G e la distanza di P 
da G. 

©) Per i momenti centrifughi. Siano date due coppie 
di assi 29, Yo baricentrici e x, y ad essi paralleli (fig. 95). 
Per una massa qualunque si ha y= y0+-d, 0 = Lo + dy 
e per conseguenza 


(35) Jay, = Zmye = Zm(Yo+ d.)(c0 + dij) = 
Zmyoto + d,Emyo + d, Ema, + d,d,Em à, n, 
=Txw + dd,5m . Fig. 95. 


too 


Quindi il momento centrifugo rispetto a due assi «, y è uguale a quello rispetto 
agli assi xo, Yo baricentrici e paralleli, più la massa totale moltiplicata per il 
prodotto delle distanze fra gli assi. 

Se xo, Y, Sono tali che sia Tao = 0 (n. 90), la (35) diventa 


(35,) Jay = d,d,5m. 
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Se soltanto y non è baricentrico, mentre 2 = x, si ha d,= 0, quindi ri- 
sulta 


(36) Josy=d, 


gv 0% ® 


Se x e y sono paralleli e si indicano con 2; © 2, e se #, è l’asse baricentrico e 
parallelo, distante d, e d, (nella direzione delle distanze) da , e #,, risulta 


(37) J, fini Tx +dd,2m 


242, 


Se uno dei due assi, ad esempio x,, coincide con ®, si ha d, = 0; quindi, 
indicano con x l’altro asse, risulta 
(36,) Ia Tag 5 
cioè il momento centrifugo rispetto a due assi paralleli di 
cui uno baricentrico è uguale al momento d’inerzia rispetto 
all’asse baricentrico. 


Esercizio 82. — Determinare i momenti d’inerzia di % _ 
un rettangolo (fig. 96) rispetto alle mediane x, % © a un Fig. 96. 
lato @. 


Soluzione. Decomposto il rettangolo in strisce (n. 81) di area dA = ddy, 
si ha 


h 
as 5% 
1 13 
(38) Ti ferdy =, Inti 
h 
si 


Il momento J, si può ottenere come 7,, misurando le distanze y da x © 
integrando perciò da 0 ad 4; oppure si può dedurre da Jz, mediante il teorema 
di trasposizione (31): 

\ bh3 bh bt 
)a=35+1=3 


h 


2 


(39) I.= In + ( 
Il momento d’inerzia polare rispetto al baricentro è dato, per la (28), da 
= dh 2 2 
(40) Je= (+). 


Se b = 20 cm e R= 30 cm, risulta Txg = 45000 cmi, Tao = 20000 emf, 
J,= 180000 cm', JG = 65000 cm£. 


Esercizio 38. — Calcolare i momenti d’inerzia della sezione di una trave a T 
(fig. 97) rispetto alle mediane xy, Yo- 

Soluzione. Decomposta la sezione in tre rettangoli, per il teorema di traspo- 
sizione e con le indicazioni della figura si ha 


Bi h+ hf] dali 
Ia= 2 33 + Bha( 2 ) '12° 
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Se invece si considera la sezione come differenza fra il rettangolo circoscritto 
@ i due rettangoli mancanti, si ottiene 


BH® bas 
n=? 
Il momento Tu, è la somma dei momenti dei tre rettangoli: 
_ Bla, 58% 
ue CRA 


Ad es. per la sezione N 15, avente 7 = 15,0 em, B= 7,0 cm, kh,= 0,9 em, 
b,= 0,6 cm, risulta Tr = 742,1 cmi, Ts = 51,69 cm. Nelle tabelle dei ma- 
nuali si trova invece J, = 735,0 emi, 
Tx = 43,9 em'; la differenza è dovuta 
alla variazione dello spessore delle ali e 
agli spigoli smussati. 


Esercizio 34. — Calcolare i momenti 
d’inerzia della sezione a T della fig. 98 
rispetto agli assi xy Yo baricentrici. 

Soluzione. Trovato il baricentro come 
nell’esercizio 29, si può calcolare , », S0m- 
mando i momenti dei due rettangoli, 
che si ottengono col teorema di traspo- 
sizione; oppure calcolando prima J, mediante la (39) come differenza dei mo- 
menti del rettangolo circoscritto e dei due rettangoli mancanti (x è un lato di 
tutti e tre), poi deducendo Tag col teorema di trasposiziono: 

BH® (B— b)h 


Tx = <p © ama di. 


Inoltre si ha 


Esercizio 35. — Calcolare i momenti d'inerzia di un triangolo (fig. 99) rispetto 
allo rette co, #1, Ca, Yo 

Soluzione. Decomposto il triangolo in strisce infinitesime parallele alla 
base 5, di area dA = b(y/h)dy sen a, il momento Tx, con distanze y valutate pa- 
rallelamente alla mediana 7, è dato da 


h 
PS Y __ bh 
(41) Ts, - foi sen a dy = 7 Sna. 
0 
Essendo l’area del triangolo A = (34/2) sen a, per 
la (31) il momento JT, è dato da 


(4) In=% 


sen a. 


bh 7 bh sr bh 
Se (5 ) gi e, 
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Il momento Ta, si può dedurre da Ta mediante la (31), oppure direttamente 
da Ta mediante la (33), e risulta 
bis 
(£3) Te, = 1a Sena. 
Infine, il momento J, rispetto alla mediana, con distanze valutate paral- 
lelamente a x, è uguale alla somma dei momenti delle strisce, che si ottengono 
mediante la (38): 


h 
"(0 -4-)ay sen a 
(44) Ty -J e —— #75 Sea è 
Ù) 12 
() 


Per distanze valutate normalmente alle rette x o y, i momenti trovati si de- 
vono moltiplicare per sen? a. 


Esercizio 86. — Determinare la distanza alla quale bisogna disporre due ferri 
a |[C N 24 (fig. 100), affinchè la sezione complessiva abbia momenti d'inerzia 
uguali rispetto agli assi zo ® Yo- 

Soluzione. Dai manuali si ha per la sezione di questo ferro A = 42,3 cmq, 
Ta = 3598 emi, J, = 248,0 emi, $ = 2,23 em. Perciò, il momento delle due 
sezioni rispetto all’asse 2, vale 2 - 3598 = 7196 cm£. 
Se d è la distanza del baricentro G, di un ferro dal. 
l’asse yo, si ha 

In, = 2(Iy+ Ad) = 2(248 + 42,3 d2). 

Uguagliando i momenti rispetto a z, e Yo si ha 


248 + 42,3 d*= 3598, da cui d=8,90 cm; 


per conseguenza risulta D = 2(d4— dé) = 13,34 cm. Fig. 100. 


Esercizio 37. — Calcolare i momenti d’inerzia di un circolo (fig. 101) rispetto 
a un diametro e a una tangente, e il momento polare rispetto al centro. 

Soluzione. Se si divide la figura in strisce parallele al 
diametro, esse hanno lunghezza variabile; perciò, è più 
semplice il calcolo del momento polare. Decomposta la 
figura in corone circolari infinitesime di area 2rrdr, es- 
sendo r il raggio generico, si ha 


R 

1 
(45) Je= frizardr = = A 

Fig. 101. ò 


Per la (29), il momento rispetto a un diametro è 


(46) dee, 
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Rispetto a una tangente si ha 
ak a BD pi 
= Tg + aR° = -paR è 
Per una corona circolare di raggi R, ed R, si ha evidentemente 


(85), (46) = Je=5(R4-RA, In 


=F@s- RA. 

Esercizio 38. — Calcolare il momento polare rispetto al centro e il mo- 
mento d’inerzia rispetto a un diametro della sezione di un tubo circo- 
lare di spessore s molto piccolo rispetto al raggio r 
medio (fig. 102 a). 

Soluzione. Poichè s è piccolo, si può con buona 
approssimazione pensare concentrata l’area lungo la 
circonferenza media; per cui si ha 


(47) Je = Art = 2xrs - 12 = 2188. 
Il momento d’inerzia rispetto a un diametro risulta 
Te RI 
(48) Ta = ns nr°8. 


Esercizio 39. — Calcolare i momenti d’inerzia di 
una mezza corona circolare sottile (fig. 102 b) rispetto 
all'asse di simmetria y, e all’asse baricentrico normale xy. 

Soluzione. Il momento rispetto a yo è metà del momento (48) dell’intera co- 
rona, mentre il momento rispetto a x, si deduce da quello rispetto a x, che è metà 
del momento (48), avendo presente la (17): 


mrî8 ns 2_°_#_-8 
Ig ay re(Z rr) = rt = 0,298r00. 


83. Determinazione grafica. 


a) Costruzione di Culmann. Per ottenere il momento d’inerzia di 
un sistema di masse 
rispetto a un asse @ 
(fig. 103); si sostitui- 
scono le masse con 
forze parallele a x e 
misurate dagli stessi 
numeri, si traccia il 
poligono delle forze, si 
proietta da un polo P 
e si costruisce un poli- 
gono funicolare p, i 
cui lati prolungati ta- 
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gliano sulla retta 2 dei segmenti 2 che moltiplicati per la distanza po- 
lare H (misurata nella direzione delle distanze y) danno (n. 72 b) i mo- 
menti statici delle singole masse. Pensando poi le quantità 2 messe 
al posto delle masse m, si proietta il loro poligono delle forze da un 
polo P' e si costruisce un secondo poligono funicolare p', i cui lati 
prolungati tagliano su 2 dei segmenti 2' che moltiplicati per la distanza 
polare H' danno i momenti statici rispetto a # delle quantità 2. Perciò 
(n. 78 b) i segmenti 2’ moltiplicati per HH' danno i momenti d’inerzia 
delle masse m rispetto all’asse 2; quindi si ha 


(49) J,= HH'Y' . 


Conviene leggere i segmenti 2’ nella scala delle masse e le distanze 
polari nella scala delle lunghezze. 
b) Costruzione di Mohr. Si può risparmiare il secondo poligono p'. 
Infatti, si ha 
J,= Z(my)y = Z(H2)y = HZzy, 


dove ciascun prodotto 2; (se le distanze y si valutano, come si fa 
spesso, normalmente a x) rappresenta 
il doppio dell’area 2, del triangolo 
formato dal segmento 2, e dai due 
lati del poligono p che lo determi- 
nano (fig. 104). Perciò risulta 


(50) J,=HZ20,=2HQ, 


essendo £ l’area racchiusa fra il po- 
ligono p, il suo primo lato e l’asse #. 
Si misura H nella scala delle masse 
e le due dimensioni dell’area £ nella Fig. 104. 
scala delle lunghezze. 

Se le distanze si valutano secondo una direzione y formante con & 
Vangolo a, si ha 


essendo H, valutato nella direzione y. 


84. Momenti rispetto ad assi di direzione variabile. 


I momenti considerati in questo numero sono quelli calcolati misurando le 
distanze normalmente agli assi corrispondenti. 
a) Tracciati per un punto P del piano due assi ortogonali x e y fissi e due 
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assi pure ortogonali x, e Y, girevoli intorno a P (fig. 105), se a è l’angolo che x, 
fa con x, si ha per una massa generica m 


%=ySsena+xcosa, 
Y,=ycosa—xsena. 


Si ottiene quindi 


(51) Ta, = Zimyî = Zm(y cos a — x sen ate 
=J,cosa+J, sen? a— J,y 2 senacosa, 


Fig. 105. e analogamente 
(51,) Tn =, sen a+J, cos a+ J,y 2 sen a cosa; 
inoltre si ottiene 


(51») J, 


au 3 Zmy,c, = Zm(y cosa — x sen a)(y sena + x cos a) = 


=J, sen a cos a — Ty sen a cos a + J,,(c082 a — sen? a). 


Noti i momenti J,, Ty Tsy rispetto ai due assi fissi x e Y, sì possono così cal- 
colare i momenti Ty Typ Ta rispetto a due assi x, e y, diversamente orientati, 
in funzione dell’angolo a che ®, fa con 2. 

Sommando la (51) con la (51,) si trova 


Ta, + In=Jx+Jy= costante, 


come si era trovato nel n. 79. 
Ricordando che 


costa=!+ 00828, senta = 1-00 24, 


2 sen a cosa = sen 2a, cos? a — sen? a = c08 2a, 


le formule precedenti diventano 


Ja, Ta 5 Tu + Lr Ty cos 2a — J,, sen 20 
(52) Ig = da n Ty _Ta 5 Ty cos 2a + Ty sen 2c 
Try Ta 5 Ty sen 2a + J,y cos 2a. 


In particolare, per a = 45° si ottiene 


dbd 
Ja= #5 


Ten In= 5044, 4, 


3) Assi principali d’inerzia. Determiniamo i valori a, dell'angolo a per i 
quali si annulla la derivata di Tai rispetto ad a: per la prima delle (52) si ha 


= =— (JJ) sen 2a— 27, cos 2a = 0, 
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da cui 


(53) tg 2a = — E 


La stessa relazione si ottiene se si uguaglia a zero la derivata dJ, u/da, oppure 
l’espressione di Tayyy Inoltre se a, è una soluzione della (53), lo è anche a, + 900. 
Risultano così definiti due assi ortogonali £ ed n (assi principali d'inerzia per 
il punto P), tali che i momenti principali d'inerzia J ge J, risultano uno massimo 
e l’altro minimo, mentre è Jen= 0. 

Particolare importanza per le loro applicazioni hanno gli assi principali bari- 
centrici, cioò per P = G, e i corrispondenti momenti principali d’inerzia. 

Se si ricava Jj-Jy, oppure J,,, dalla (53) e si sostituisce nelle prime due 
delle (52), si ottiene 


J Js+IJy, 4 
5; el_Sthi, Sa 
1960) Tn } a 7 sen 2a,” 
oppure 
J JT, Ji, dJ 
Ri inte oi n Log 
(54) Tn } 2° +3 cos 2ao” 


Se invece si esprimono sen 2a, € cos 2a in funzione di tg 2a) e si sostituiscono 
nelle stesse equazioni, tenendo conto della (53), si ottiene anche 


J Js+J. n; 
(55) n ‘a tV INF. 


role 


In particolare, se per gli assi fissi x e y è J,=J, mentre J,, + 0, dalle (53 
e (55) si ha 
= 459, de=Ix+Tay> In=Ia-Iay. 
c) Se in luogo di due assi generici 2 e y si assumono come assi di riferimento 
gli assi principali £ ed » per il punto P e si indicano con x e y gli assi mobili, le 
(51) e le (52) diventano 


Jg+J. 
Ts = Jg costa +7, senta = #7" 4° 
Je +J, _ 
(56), (57) Jy= JT sen a+ I, costa = 3 =; 
Jr-J, 
Jay = Si ? sen 2a. 
2 
In particolare, per a = 45° si ha 
J5+ 4. Je J. 
bk E 3 LIA a E 5 3 


e questo valore di Y,, è il massimo momento centrifugo rispetto a tutte le cop- 
pie di assi ortogonali per P. 

Se è Jg=J,, si ha J,= Jr = costante per ogni asse x passante per P, men- 
tre J,y = 0 per ogni coppia di assi ortogonali. In questo caso tutti gli assi per 
P sono assi principali. 


O. RELLUZZI - Scienza delle costruzioni - I i 


| 
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85. Il circolo di Mohr. 


La prima e la terza delle (57) 


J; J, Je - J. 
a * + 2e082a, Jy= 


In 


sen 2a 


2 


suggeriscono una semplice rappresentazione grafica del modo di variare di Ts 
e J,y al variare dell’angolo a che l’asse x fa con l’asse £, poichè, se si conside- 
rano J, © Jsy come ascissa e ordinata di un punto in un piano, esse sono le 
equazioni parametriche di un circolo avente il cen- 
tro C sull’asse delle ascisse distante (TJg+JIn):2 
dall’origine 0 e il raggio uguale a (Je-JTn):2. 
Infatti, tracciato tale circolo (fig. 106) e condotta 
la retta CM inclinata dell'angolo 2a sull’asse delle 
ascisse, l’ascissa e l’ordinata del punto M soddisfano 
evidentemente alle equazioni suddette. (Il punto M' 
diametralmente opposto ad M, per il quale 0M' è 
Ui inclinata di 2(a + 90°), corrisponde a una coppia di 
Fig. 106. assi 2’ e y' ruotati di 90° rispetto a « e y; l’ordinata 
di M' dà Jy'y' e l’ascissa dà J,', cioè J,,.) 
In particolare, per a = 0 e per a = 90° si ottengono i punti M, ed M, per 
i quali l’ascissa diventa rispettivamente massima e minima e uguale a OC + CM, 
ossia a Tg eJ,, mentre l’ordinata, ossia Ten si annulla. Per a = 450 e per a = 1350 
si ottengono i punti M, ed M, per i quali l’ordinata, ossia Txy, è massima e uguale 
® (Tg _ Tn) 12, mentre J,=J,= (Jg+4,):2, in accordo con quanto si è 
trovato nel n. 84 c). 

Se è Tg =Tnp il circolo si riduce al punto C. 
È possibile costruire il circolo anche nel caso 
in cui, invece dei momenti principali Jge In si 
conoscano i momenti J,, Jy, J,y rispetto a due assi 
ortogonali generici x e y, poichè questi momenti 
determinano i punti M ed M' e anche il centro 0, 
punto di mezzo di MM". Si risale così alla cono- 
scenza di J; e J,, © dell’orientamento degli assi prin- 

cipali, definito dalla metà dell’angolo M,CM. 


My 


M 


Esercizio 40. — Data la sezione a |_ (fig. 107) di 
un ferro cantonale, determinare i momenti J,, J,, es 
rispetto agli assi x, y baricentrici paralleli ai lati e ——T —-400m 
dedurne l’orientamento degli assi principali £, 7 per Fig. 107. 

il baricentro e i momenti principali d’inerzia J 20Tn 

Soluzione. Decomposta la sezione in due rettangoli, si ha: A = 7,36 emq; 

distanze del baricentro dagli assi 2’ e y': 


di ti, 21,376. 
Sa Sara6 = 3,90 cm, = i SSR 2,90 cm. 


GEOMETRIA DELLE MASSE 99 


Momenti d’inerzia rispetto agli assi 2' e y': 


4 6°— 3,2 - 5,23 


Je È = 138,018 cmé 
+-4_- 5 ® . 3 
ty CEI = 71,202 «. 


Momenti d’inerzia rispetto agli assi baricentrici 2 e y: 


Tx = 138,018 — 7,36 - 3,902 = 26,072 cm' 
J,= 71,202— 7,36 - 2,90° = 9,304 « . 

Gli assi principali d’inerzia di ciascuno dei due rettangoli sono le mediano, 
rispetto alle quali perciò ciascuno di essi ha momento centrifugo nullo (n. 84 b); 
quindi vale la (35,) e si ha complessivamente 

Tsy = 480 » (— 0,7) - 0,9+ 2,56 - 1,3 + (— 1,7) = — 8,682 cm*. 


Noti così i momenti J,, Jy, J2y: le (53) e (55) danno l’angolo a, formato dal- 
l’asse É con l’asse 7 e i momenti principali: 


_ _ 2(— 8,682) _ si È 

tg 2a, = — "Re: 1,0355, a = 230 
Je) _35, Lili TR EI em 
s}- pa 3 VIG, 768° + 4 - 8,682: 5,619 e. 


Nella fig. 107 sono tracciati anche l’ellisse centrale d’inerzia e il nocciolo 
d’inerzia (Cap. IV, 0). 


C) SISTEMA ANTIPOLARE. 


86. Il centro relativo a un asse. 


a) Data una retta x nel piano del sistema di masse (fig. 108), im- 

maginiamo di sostituire alle masse m,, ms... } 
negli stessi punti, delle nuove masse misu- Ma Ya 
rate dai loro momenti statici mY,, MY» ... maY, Ù 
rispetto a x, cioè ottenute moltiplicando le 
masse primitive per le loro distanze y dal- 
l’asse x. Sia X il baricentro del nuovo si- 
stema, che chiameremo baricentro dei mo- A 
menti statici rispetto all’asse ® 0 centro relativo ad 
all’asse x, e sia yx la sua distanza da &. 1% 

Se si scrive J, = Z(my)y, cioè si consi- 
dera (n. 78 db) il momento d’inerzia rispetto 
all’asse 2 come il momento statico dei mo- Fig. 108. 
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menti statici (my) pensati messi al posto delle masse m, per il teorema 
di Varignon (n. 73 a) possiamo concentrare tutte le masse Z(my) nel loro 
baricentro X e scrivere per la (12) J, = yxSmy; inoltre, poichè 3my è 
a sua volta il momento statico delle masse m rispetto a 2, possiamo 
concentrare tutte le masse Zw nel loro baricentro G e applicare di 
nuovo la (12) scrivendo Zmy = ycZm; per cui si ottiene l’importante 
relazione 


(58) Ts = YyxIm. 
b) Dalla (58) si ricava 


(59) Va = pin ine = Si 


che è la (13) applicata alle masse (my). 
Confrontando la (26,) con la (58), si ottiene 


(60) gi = YcYx; 


per cui il raggio d’inerzia rispetto a un asse # è medio geometrico fra 
le distanze del baricentro G e del centro relativo X dall’asse. 

Se 0., è il raggio d’inerzia rispetto all'asse w, baricentrico e paral- 
lelo a 2, confrontando la (60) e la (32) si ricava 


2 t:} Q 
(61) yv=i= e =y +2. 


Il termine ei,/Yc rappresenta la maggior distanza, in confronto di a, 
di X da x (spostamento del baricentro dei momenti statici). 

e) Dati nel piano due assi # e y, 
siano X e Y i loro centri relativi (fig. 109). 
Se si scrive J., = Z(my)x, si vede che il 
momento centrifugo è il momento statico 
rispetto all’asse y dei momenti statici (my) 
rispetto all’asse 4, pensati messi al posto 
delle masse m; perciò, ragionando come in a), 
si può applicare due volte il teorema di 
Varignon e si ha 


Fig. 109. Ty = Z(my)a = ay Emy = ayyeSm . 


Se invece si scrive J,, = Z(ma)y, si vede che J., è il momento sta- 
tico rispetto all’asse x dei momenti statici (ma) rispetto all’asse Yi 
perciò si può scrivere analogamente 


Jay = Z(ma)y = yyZma = yyecZm. 
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Quindi risulta 
(62) Te = YotxTm = xcyySm. 
Da esse si deduce anche la relazione 


(63) Yctx = LoYy - 


87. La corrispondenza fra gli assi x e i centri relativi X. 


a) Dato un sistema di masse nel piano, il baricentro X dei mo- 
menti statici rispetto a una retta r è indipendente dalla direzione se- 
condo la quale si misurano le distanze y, perchè cambiandole, le Y 
variano proporzionalmente e così pure le masse (my); quindi il loro 
baricentro X non cambia (n. 47). Perciò a ogni retta x del piano corri- 
sponde un determinato centro relativo X. Studiamo le proprietà di questa 
corrispondenza, d’importanza fondamentale. 

b) Consideriamo due rette x e y non baricentriche, le cui distanze 
Ye ® ®a da G sono quindi diverse da zero, e siano X e Y i loro centri 
relativi (fig. 109). Se facciamo passare y per il centro X relativo a Dj 
si annulla la distanza xy; si annulla così il primo membro della (63) 
e quindi dev’essere nullo anche il secondo membro. Ma poichè rg non 
è nullo per ipotesi, dev'essere nullo yy; cioè il centro Y relativo al- 
l’asse y dev'essere su x. Si conclude pertanto che se il centro X rela- 
tivo a « sta su y, il centro Y relativo a y sta su #. Lo stesso dicasi per 
qualunque altra retta passante per X, per cui al fascio di rette per X 
corrisponde la punteggiata « di centri relativi. La corrispondenza è 
dunque involutoria, ossia è una polarità. 

c) Se il fattore y delle masse (my) fosse costante, il loro bari- 
centro X coinciderebbe col baricentro G delle masse m (n. 74); essendo 
invece y minore per le m vicine a @ e maggiore per quelle lontane, 
il baricentro delle masse (my) si sposta verso quelle che sono state 
moltiplicate per delle y maggiori. Quindi X risulta più lontano di 
G da ® e perciò non è mai su 2. (Ciò è vero anche perchè se X 
fosse su @, sarebbe yy = 0 e per la (58) risulterebbe 7, = 0, mentre 
(n. 78 a) J, non è mai nullo.) Poichè dunque non esistono rette auto- 
coniugate, cioè che contengono il proprio polo, la polarità è ellittica o 
uniforme. 

d) Se la retta si allontana dal sistema, si attenua la spropor- 
zione fra le varie distanze y, che è la causa dello spostamento (n. 86 db) 
di X da G, per cui X si avvicina a @; mentre se 2 si avvicina, la spro- 
porzione si accentua e X si allontana dalla parte opposta. Se 2 diventa 
la retta all'infinito del piano, la sproporzione scompare e X va in G. 
Perciò il baricentro G del sistema delle masse m è il polo della retta all’in- 
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finito, ossia è il centro della polarità. Se invece la retta x è baricentrica, 
il suo centro relativo o polo X è sulla retta all’infinito. (Ciò è vero anche 
perchè si ha ye = 0; quindi per la (58) dev'essere yy = 00, altrimenti 
risulterebbe J, = 0.) 


88. L’ellisse centrale d'inerzia di Culmann (1). 


Ricordando dalla Geometria proiettiva che la conica fondamentale 
di una polarità è il luogo dei punti autoconiugati (cioè che stanno sulla 
propria polare) e l’avviluppo delle rette autoconiugate (cioè che con- 
tengono il proprio polo), la nostra polarità ha la conica fondamentale 
immaginaria, poichè (n. 87 c) non esistono rette autoconiugate. Tuttavia 
essendo la conica fondamentale molto utile per lo studio della pola- 
rità, alla polarità data conviene sostituirne 
un’altra che abbia la conica fondamentale reale. 


A tal fine, consideriamo la nuova polarità 
PX nusà ale : 
od fra le rette x e i simmetrici X' rispetto a G 
P, dei loro centri relativi X (fig. 110); cioè aggiun- 
de giamo alla nostra polarità una simmetria ri- 
pi le spetto a G. Questa nuova polarità è iperbolica 


o non uniforme e quindi la sua conica fonda- 

———_—_—__m_ mentale è reale; infatti se una retta x, partendo 

Fig. 110. dalla retta all’infinito, si avvicina a G, il centro 

relativo X, partendo da G, si allontana dalla 

parte opposta, e quindi il simmetrico X' va incontro alla retta x e a 

un certo istante l’incontra, diventando autoconiugato. Rispetto a 

questa conica la nostra corrispondenza fra le rette x e i centri rela- 

tivi X è un’antipolarità, cioè X è l’antipolo di 2. Il baricentro G è il 

centro di entrambe le polarità, perchè è il simmetrico di sè stesso; 
quindi è il centro della conica. 

La conica è un’ellisse: Infatti, non è una parabola perchè il suo 
centro è il punto proprio &; non è un’iperbole perchè gli assintoti, che 
hanno il polo e l’antipolo coincidenti nel punto di contatto all’infinito, 
conterrebbero il loro centro relativo. Essa si chiama ellisse centrale 
d’inerzia del sistema, e pertanto si può così definire: 

L’ellisse centrale d'inerzia di un sistema di masse è la conica fonda- 
mentale della polarità esistente fra le rette ® del piano e è simmetrici X' 
rispetto a G dei loro centri relativi X; ossia è quella conica rispetto alla 
quale le reite ® e è centri relativi X si corrispondono în una antipolarità. 


() Nella Meccanica razionale si definisce un’altra ellisse d’inerzia, detta di Poinsot, che 
qui non ha interesse. Essa è ottenuta portando su ogni retta x., a partire da G, un segmento in- 
wersamente proporzionale a (50) 
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Per mezzo di essa, la corrispondenza meccanica fra le rette x e i 
punti X si trasforma in una corrispondenza geometrica, che si studia 
in modo molto più facile. 

Vedremo in seguito l’utilità della polarità considerata e della cor- 
rispondente ellisse centrale d’inerzia. Per ora osserviamo che essa con- 
sente di determinare il centro relativo X di una retta x come anti- 
polo della x; inoltre, misurato yx, si può calcolare J, mediante la (58) 
o 0, mediante la (60). 


89. Rette coniugate e punti coniugati. 


Ricordiamo che ogni retta y passante per l’antipolo X della retta @ 
si dice coniugata della x. Analogamente, ogni punto Y giacente sul- 
l’antipolare x del punto X si dice coniu- 
gato di X. 

a) Data una retta » qualunque del 
piano (fig. 111), ogni suo punto X ha su di 
essa un punto coniugato XY, e uno solo, che 
è l'intersezione dell’antipolare a di X con 
la 7; a sua volta l’antipolare #, di XY, passa 
per Y. Com'è noto dalla Geometria proiet- Fig. 111. 
tiva, le coppie di punti coniugati come X 
e X, costituiscono sulla » un’involuzione. Essa 
ha i punti doppi immaginari, cioè è ellittica, 
perchè Y, non può mai coincidere con XY, al- 
trimenti la « sarebbe autoconiugata. In parti- 
colare, se la retta r è baricentrica, G è il centro 
dell’involuzione, perchè l’antipolare di G è la 

Fig. 112. retta all'infinito, che taglia la » nel suo punto 

all’infinito. 

È facile la dimostrazione diretta: Sia r baricentrica (fig. 112); preso su di 
essa un punto X, sia w l’antipolare, che interseca r nel punto X, coniugato di X. 
Se si calcola il momento centrifugo rispetto alla x e alla x, baricentrica e paral- 
lela, valutando le distanze nella direzione » coniugata, per la (62) si ottiene 
Tezg = d,dZm; mentre per la (36,) si ha Try =, = go Zm, essendo Qo il rag- 
gio d’inerzia rispetto a x,. Quindi le distanze d e d, dei punti coniugati X e X, 
da G sono tali che dd, = gi, = costante; ciò che dimostra che la corrispondenza 
è un’involuzione e che G ne è il centro. 


b) Dualmente, dato un punto R qualunque del piano, ogni retta x 
passante per esso ha una e una sola retta r, coniugata pure passante 
per esso, che è la congiungente di R con l’antipolo X, e ie coppie di 
rette coniugate costituiscono un’involuzione nel fascio di centro R. 

Particolare importanza ha l’involuzione di centro @, che è l’invo- 


104 CAPITOLO QUARTO 


luzione dei diametri coniugati dell’ellisse centrale d'inerzia, nella quale 
il diametro #, coniugato di un diametro x passa per l’antipolo X che 
è all’infinito (2, è parallelo alle tangenti per gli estremi di x (fig. 113) 
e passa per i punti di contatto delle tangenti parallele a x). 

Se a o f sono gli angoli che due diametri coniugati x e x, fanno con l’asse mi- 
nore £ dell’ellisse e re c o d sono i semiassi (a> d), vale la nota equazione dei 
diametri coniugati 


a 


tgatgf= ch 
Tutte le rette parallele a un diametro sono coniugate del diametro coniugato, 


perchè passano per l’antipolo di questo, che è il punto all’infinito del primo; i 
loro antipoli sono quindi sul diametro coniugato. 


90. Proprietà delle rette coniugate. 


Condizione necessaria e sufficiente affinchè il momento centrifugo rispetto a due 
rette ® e y sia nullo, è che esse siano coniugate. 
Infatti, supposto da prima che x e y non siano baricentriche, cioè che yG 


X 


Fig. 113. Fig. 114. 


e xg non siano nulli, per la (62) Y,, si annulla se e soltanto se xy e yy sono 
nulli, cioè se ognuna delle rette contiene l’antipolo dell’altra, ossia se sono 
coniugate. 

Se invece una delle due rette, ad es. la x, è baricentrica, per la (36) si può 
spostare la y parallelamente a sè stessa fino a renderla anch'essa baricentrica; 
per cui basta considerare il caso di entrambe le rette baricentriche. Se esse sone 
due diametri coniugati 2, © Yo, entrambe le distanze yG e xy (e anche le wc 0 yy) 
della (62) sono nulle e risulta Try = 0. Se invece sono due diametri x) e y, nen 
coniugati, risulta yG = 0, xy =00 (e anche we = 0, yy = co) e la (62) diventa 
indeterminata; ma per la (36) si può spostare y, parallelamente in y, per cui «Gc 
diventa diverso da zero, mentre yy, che non è più infinito, non è nullo perchè 
anche y e x, non sono coniugate; quindi risulta Taro +0. 
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91. La proprietà dell’ellisse centrale d'inerzia. 


a) Il raggio d’inerzia rispetto a una retta baricentrica è dato dol se- 
midiametro coniugato. 

Infatti, siano x, una retta baricentrica (fig. 114) e 2 una retta paral- 
lela e tangente all’ellisse centrale d’inerzia del sistema, il cui antipolo 
è l'estremo opposto X del diametro coniugato sia di #, che di #. Se @ 
è la lunghezza del semidiametro coniugato e se sì misurano le distanze y 
da x 0 da x, parallelamente a esso, per la retta x si ha yG = 0, Yx = 20 
e quindi per la (60) e la (32) 

o=0o:20=20; 
da cui risulta 


o=od te, 
20° = 0, +0, ossia 0, =0- 

b) Spesso le distanze delle masse dalla retta si valutano appunto 
parallelamente al diametro coniugato, come nello studio della flessione 
deviata; se invece si valutano normalmente, come nella teoria del- 
Vellisse di elasticità, si ha J,, =J, sen? a (n. 78 a); quindi il raggio 
d’inerzia 0, risulta moltiplicato per sen a ed è dato perciò dalla proie- 
zione di 0 sulla normale a «,. Se infine si valutassero le distanze se- 
condo una direzione y' qualsiasi, il raggio d’inerzia Qî si otterrebbe pro- 
iettando o sulla direzione y' parallelamente a wo. 

c) Se si fa ruotare la retta », intorno a G, il semidiametro coniu- 
gato (oppure la sua proiezione sulla normale a #,) indica la legge di 
variazione del raggio d’inerzia 9.,; da cui il nome di ellisse d’inerzia 
(centrale, perchè vale per le rette passanti per il baricentro). Il raggio 
d’inerzia (e quindi anche il momento d’inerzia) risulta massimo quando 
, coincide con l’asse minore È dell’ellisse e minimo quando coincide 
con l’asse maggiore 7, poichè diventa rispettivamente uguale al semi- 
asse maggiore o al semiasse minore. Perciò gli assi dell’ellisse sono gli 
assi principali d’inerzia per il baricentro (n. 84 b). Per quanto si è detto 
nel n. 82 a), il momento d’inerzia rispetto all’asse maggiore è il mi- 
nimo assoluto rispetto a qualunque retta del piano. 

Se l’ellisse risulta un circolo, J., è costante per tutte le rette bari- 
centriche. 

d) Per ottenere o, rispetto a una retta # qualsiasi, si determina 
22, rispetto alla retta 2, baricentrica e parallela, poi si applica la for- 
mula di trasposizione (32). 

Per ottenere l’antipolo Y della x, che è sul diametro y, coniugato 
di @, si considera l’involuzione su yo (n. 89), nella quale si corrispon- 
dono i punti X e X,, gli estremi M ed M, del diametro y,, e G è il cen- 
tro; quindi si ha 
(64) GX - GX, = GM - GM, = 0. 
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92. Costruzioni grafiche. 


Di solito l’ellisse centrale d’inerzia non si disegna, bastando a deter- 
minarla gli assi o una coppia di diametri coniugati, mediante i quali 
si possono eseguire, e con maggior esattezza, le stesse ricerche consen- 
tite dall’ellisse. 

a) Dati due diametri coniugati, determinare l’antipolo Y di una 
data retta x, o l’antipolare # di un dato punto X (fig. 115). Se A è il 
punto d'incontro della retta # con uno 
dei diametri, si trova il coniugato A; 
di A nell’involuzione esistente sul dia- 
metro, nella quale M ed M, sono coniu- 
gati e G è il centro. Numericamente si 
ha per la (64) GA, = GM?/GA; grafica- 
mente, si porta GM' = GM normalmente 
al diametro e si tracciano la retta AM' 
e la normale M'A,. Trovato A,, l’anti- 
polare di A è la retta a passante per A, 
e parallela all’altro diametro. Analoga- 
mente, del punto B si trovano il coniugato B, e l’antipolare d. L’anti- 
polo X della retta x passante per A e B è il punto d’incontro delle an- 
tipolari a e bd. 

Se invece è dato Y, si mandano le parallele a e d ai due diametri, 


Fig. 116. Fig. 117. 


ottenendo A, e B,; quindi si trovano i coniugati A e B, la cui con- 
giungente « è l’antipolare di XY. 

Se la retta « è parallela a uno dei diametri, ad es. a NN,, Vanti- 
polo X è sull’altro diametro e si ha GX = GM?/GX,. 

b) Dati due diametri coniugati, determinare la direzione e la grandezza 
del diametro coniugato di una retta x, baricentrica (fig. 116). La costruzione 
precedente per determinare l’antipolo di x, cade in difetto. Conviene perciò trae- 
ciare una retta x parallela a x, e trovarne l’antipolo X; la congiungente GX è 
Îl diametro y, coniugato di 2 e quindi anche di x, (n. 89). La lunghezza o, del 
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semidiametro è, per la (64), la media geometrica fra GX e GX,. Tale media si 
calcola numericamente, oppure graficamente tracciando il semicircolo di dia- 
metro XX e la GE' normale a XX,; quindi, centro in G, si ribalta GE' in GK 
e GK, 

e) Dati due diametri coniugati, determinare il raggio d’inerzia 0, rispetto 
a un asse x. Ottenuto (n. 92 d) il raggio d'inerzia g,, rispetto alla retta x, bari- 
centrica e parallela a #, per la (32) si trova 0, come ipotenusa del triangolo ret. 
tangolo che ha per cateti o, e la distanza d, = GX, 

Più semplicemente, si trova l’antipolo X della x (n. 92 a), quindi per la (60) 
si determina 0, come media geometrica fra yG = GX, e yx = XX,. Questa me- 
dia si calcola numericamente, oppure graficamente tracciando il semicircolo di 
diametro YX, e la normale GA a XX, (fig. 117), 
per cui 0, = AT 

d) Dati due diametri coniugati dell’ellisse, 
costruire gli assi. Ricordiamo dalla Geometria 
proiettiva che dall’estremo N del diametro mi. 
nore si manda la normale al maggiore (fig. 118) 
e su di essa si porta ND = GM; si costruisce i) 
circolo di diametro GD e centro C, e si traccia Fig. 118. 
la NC che interseca il circolo nei punti H e E. 

Le congiungenti GH e GK sono le direzioni dei due assi, mentre i segmenti NH 
ed NK danno le lunghezze dei semiassi. 


93. La costruzione dell’ellisse centrale d’inerzia. 


a) Spesso la determinazione dell’ellisse centrale d’inerzia di un 
sistema di masse o di una figura riesce facilitata dalle seguenti circo- 
stanze. Se vi è un asse di simmetria obliqua (n. 75 c), questo è un dia- 
metro, e la direzione delle corde che esso biseca determina il diametro 
coniugato, poichè il momento centrifugo rispetto ai due diametri è 
evidentemente nullo. Se vi è un asse di simmetria retta, esso è un asse 
dell’ellisse. Se vi sono almeno tre assi di simmetria retta (come nel caso 
di un poligono regolare), l’ellisse centrale è un circolo. 

Per molte figure semplici l’ellisse centrale si ottiene rapidamente 
per via analitica (nn. 98 e 99). 

Se invece si ha un sistema qualsiasi di masse concentrate in punti, 
si può procedere analiticamente o graficamente: 

b) Analiticamente. Determinato il baricentro, si tracciano per esso 
due assi ortogonali x e y e si calcolano i momenti J., Jy, Jsy valutando 
le distanze normalmente. Quindi, usando la (53) e le (55), oppure trac- 
ciando il circolo di Mohr (n. 85), si determinano l’angolo a, che l’asse 
principale £ fa con # e i momenti principali Jz, e Jn, dai quali si de- 
ducono mediante la (26) i semiassi oz e 0, dell’ellisse. Con lo stesso pro- 
cedimento si può anche ottenere l’ellisse d’inerzia per un punto qua- 
lunque P del piano (n. 100), tracciando le rette ® e y per P. 
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c) Graficamente. Tracciata una retta x qualunque (fig. 119), si sostitui- 
scono le masse con forze parallele e normali a x (n. 71), e si traccia il poligono 
delle forze; quindi, con polo P,, si costruiscono due poligoni funicolari P1 © Pi 
coi lati rispettivamente paralleli e normali alle proiettanti, mediante i quali si 
determina il baricentro G del sistema. Inoltre, i lati di P, prolungati determi. 
nano su x dei segmenti 2 proporzionali ai momenti statici delle masse rispetto 
a x. Pensandoli sostituiti alle 
masse, si proiettano da un 
polo P. e si costruiscono due 
poligoni funicolari py e p', che 
determinano il baricentro X di 
tali momenti, ossia l’antipolo 
di x. La congiungente GX è il 
diametro coniugato della retta x 
(n. 89) e la lunghezza GM' del 
semidiametro si ottiene (n. 92 b) 
come media geometrica fra GX 
e GX, mediante il semicircolo 
di diametro XX,; quindi si ri- 
balta in GM e GM. Si traccia 
poi una retta y parallela a GX 
e si ripete per essa la costru- 
zione precedente, osservando 
però che sono sufficienti due 
poligoni in luogo di quattro 
Infatti, essendo già noto 6, 
basta un poligono pz (polo P,) 
che determina su y dei seg- 
menti 2' proporzionali ai mo- 
menti statici delle masse ri- 
spetto a y; inoltre, il bari- 

Fig. 119. centro Y di questi momenti, 
ossia l’antipolo di y, si deter- 
mina con un solo poligono py 

(polo P,), poichè, essendo y parallela al diametro GX coniugato della retta , 
l’antipolo Y si trova sul diametro GY parallelo a x. Quindi si determina il se- 
midiametro GN come si è fatto per GM. Noti i diametri coniugati MM, ed NN,, 
si hanno elementi sufficienti per lo studio della polarità (n. 92). 


94. Caso dei sistemi continui. 


Nel caso di un sistema costituito da varie parti estese (ad es. da 
diverse aree, fig. 120), anzichè da masse puntiformi, è necessario cono- 
scere i baricentri e le ellissi centrali d’inerzia delle singole parti. Per 
calcolare i momenti statici rispetto a una retta «, o per determinare 
il baricentro complessivo del sistema, si applicano le singole masse 
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nei rispettivi baricentri. Invece le masse momenti statici, che nei si- 
stemi puntiformi si applicano di nuovo negli stessi punti m (n. 86 a), 
si devono nel nostro caso applicare nei loro baricentri, cioè negli anti- 
poli X,, X. ... della x rispetto alle varie ellissi parziali; quindi si cal- 
colano mediante la (58) i momenti 
d’inerzia delle singole parti rispetto 
a x, 0 si determina il baricentro com- 
plessivo dei momenti statici. 

Anche nella costruzione del n. 93 c) si 
applicano le singole masse nei rispettivi 
baricentri per costruire i poligoni p, e pi 
e si applicano i momenti statici rispetto 
a x negli antipoli di x per costruire i poli- 
goni p, © ps’ (lo stesso dicasi per y). Psr 

Quando una delle parti è molto lontana 
della retta x e la sua ellisse è piccola, x 
l’antipolo di x si può confondere col bari- 
centro, nel quale si applicano perciò sia la 
massa, sia il suo momento statico. Quando Fig. 120. 
invece una delle parti ha il baricentro molto 
vicino o sopra la retta , la costruzione diventa scomoda o cade in difetto, per- 
chè l’antipolo è molto lontano o è all’infinito; si determina allora utilizzando 
le considerazioni del n. 95. 


so 


95. Sistemi equivalenti. 


Per quanto si è detto nei nn. 73 a), 88 e 91, basta la conoscenza di £m e del- 
l’ellisse centrale d’inerzia per individuare il sistema, cioè per calcolare momenti 
di primo e di secondo ordine e per determinare il centro relativo a una retta. 
Imoltre, il sistema si può anche individuare mediante altri elementi equivalenti: 

Se interessano soltanto le rette parallele 
gm Ga a una data direzione x, il sistema si può 
* sostituire con due masse £m/2, concentrate 
(cioè aventi le rispettive ellissi ridotte a un 
punto) alle estremità del diametro y, coniu- 
gato della direzione x (fig. 121 a). Infatti, il 
LA LI baricentro del nuovo sistema è ancora G e il 
a) » baricentro dei momenti statici rispetto a una 

Gi retta x è ancora il punto X del diametro Yo 
distante ye + eà/Ye da x (61), come si veri- 

Fig. 121. fica facilmente. Per conseguenza, il momento 
d’inerzia rispetto a x, nonchè il momento 

centrifugo rispetto a x e a una retta y qualsiasi, risultano uguali a quelli del 
sistema dato. Questa sostituzione si applica utilmente a una delle parti del si- 
stema (n. 94) quando essa abbia il proprio baricentro molto vicino alla retta x. 
Se invece si sostituisce il sistema dato con due masse £m/2, aventi i bari- 


Ce) 
Ce] 
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centri alle estremità di un diametro qualunque % dell’ellisse centrale del sisiema 
e aventi ciascuna un’ellisse d’inerzia ridotta a un segmento uguale e parallelo 
al diametro coniugato x, nell’ellisse data (fig. 121 b), si ha l'equivalenza asso- 
luta per tutte le rette del piano. Infatti, se si cerca l’ellisse centrale del nuovo 


sistema (calcolando 029 © 2g): Si ritrova quella del sistema dato. 


96. Ii ndeciolo centrale d’iner 


Quando il sistema è costituito dall’area di una figura, si chiama 
mòeciolo centrale d’inerzia un’altra figura il cui contorno è il luogo degli 
antipoli rispetto all’elisse centrale delle rette che inviluppano la figura 
data senza tagliarla. Se la figura non è tutta convessa, si escludono 
quelle tangenti che, come la # (fig. 122), ta- 
gliano la figura, sostituendo la parte di con- 
torno rientrante con la tangente î,. 

Ogni retta del piano che non taglia la 
figura ha il suo antipolo interno al nocciolo 
(la retta all’infinito l’ha nel baricentro @); 
ogni retta tangente alla figura ha l’antipolo sul 
contorno del nocciolo; ogni retta che taglia la 
figura ha l’antipolo esterno al nocciolo. Perciò 
il nocciolo, anzichè come contorno, si può 
anche definire come superficie, luogo degli an- 

Fig. 122. tipoli delle rette che non tagliano la figura 

data. Noto il nocciolo e dato un punto X del 

piano, si sa quindi senz’altro se la sua antipolare x è esterna alla fi- 

gura, o è tangente, o è secante, secondo che X è interno al nocciolo, 

o è sul contorno, o è esterno; ed è questo il suo impiego più importante 
(n. 261 bd). 

Il nocciolo è sempre una figura convessa. Se il contorno della figura 
data ha un tratto rettilineo o un vertice, il contorno del nocciolo ha 
corrispondentemente un vertice o un tratto rettilineo; se la figura è 
un poligono, il nocciolo è un altro poligono i cui vertici e i cui lati sono 
gli antipoli e le antipolari dei dati e dei vertici della figura. 

Se a è una tangente alla figura data (fig. 123), l’antipolo A è sul 
diametro y, coniugato di a; e se y’ è la distanza del punto P' di contatto 
dal diametro «, parallelo alla tangente, misurata nella direzione %,, 
il raggio vettore GA = w' del nocciolo disteso su Vo Si ricava dalla (04): 


2 
(65) w'= i) a e analogamente wi 


Il nocciolo indica per quale direzione y, i w sono massimi (nn. 97, 139). 
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97. N medulo di resistenza. 


Si chiamano moduli di resistenza di una figura rispetto a un dato 
asse baricentrico % (fig. 123) i quozienti 


In goto 


y ’ y"? 
essendo y' e y' le distanze da x, dei due punti P' e P' più distanti 
del contorno, misurate in direzione del diametro yo coniugato a w,, ed 
essendo Tx calcolato con le distanze nella stessa direzione. La dimen- 
sione del modulo di resistenza è I?. 

I punti P' e P' sono i punti di contatto delle due tangenti a e 4 
parallele a #0; quindi le distanze y’ e y' sono le stesse che figurano 


(66) w= 


Fig. 123. Fig. 124. 


nelle (65). Se si pone J,, = A40î, © si confrontano le (66) con le (65), 
risulta 


(67) W'=dw', Ww' = Aw". 


Perciò i moduli di resistenza rispetto a ogni asse baricentrico sono pro- 
porzionali ai raggi vettori w del nocciolo distesi sul diametro coniugato. 


98. Rettangolo. 


a) I momenti d’inerzia del rettangolo rispetto alle mediane o a 
un lato (fig. 124), di uso frequentissimo, furono calcolati nell’eser- 
cizio 32 e sono espressi da 


bh bìh bh? 
(68) CESSE DE 7 12° Je=3z- 
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L’ellisse centrale d’inerzia ha gli assi sulle mediane (n. 93 @). Il 
semiasse disteso su yo è il raggio d’inerzia Qa, rispetto a ©, per cui si ha 


2 Ta La 2 Le bi 
(69) @=4 313) € analogamente 07 = 47713) 
da cui 
(69,1) da = a = 0,2887 & = 0,289 k, en = 0;289 d. 

Gli antipoli dei lati sono sugli assi dell’ellisse; per la (65) si ha 
sos inih 2 pon 
(70) GA=T=%% GB=%=% 
"DI CI 


Perciò il nocciolo è un rombo, le cui diagonali coincidono con i terzi 
medi (cioè interni) delle mediane. 

I moduli di resistenza (n. 97) rispetto alle due mediane x e % ri- 
sultano (66) o (67) 


(71) W,,j= 


Ciascuna diagonale è asse di simmetria obliqua per le corde paral- 
lele all’altra; perciò (n. 93 a) le diagonali sono due diametri coniugati. 
Il semidiametro 04 è medio geometrico fra GD e GD,, poichè i lati del 
nocciolo sono le antipolari dei vertici del rettangolo; per cui, se 4 è 
la lunghezza della diagonale, si ha 

sid dè de d 


Ca 137 24° ee= ai 92044. 


Le sezioni delle travi metalliche più usate sono formate di parti 
rettangolari, quindi i loro momenti d’inerzia si calcolano facilmente 
mediante le (68). Inoltre, essi si trovano già calcolati nei manuali d’in- 
gegneria (3). 

b) Quadrato. Se l è il lato del quadrato, il momento d'inerzia 
rispetto a ciascuna mediana è //12. L’ellisse centrale d’inerzia ha i 
semiassi uguali, quindi è un circolo di raggio o = //V/12 = 0,2891. 
Perciò il momento d’inerzia è costante e uguale a 74/12 rispetto a qual- 
siasi retta baricentrica. Il nocciolo è un quadrato i cui vertici sono 
sulle mediane del quadrato dato e distano //6 da G. 


(*) V. tabelle nei manuali STARL IM HocaBav, Hirre, BLEICH-MELAN, FOERSTER. 
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99. Circolo. 


Anche il momento d’inerzia del circolo rispetto a un diametro e il 
momento polare rispetto al centro, calcolati nell’esercizio 37, sono di 
uso frequente: 


12) I="7, 


L’ellisse centrale d’inerzia è un cir- 
colo (fig. 125), il cui raggio è dato da 


(74) wa 


Fig. 125. 


Esercizio 41. — Determinare l’ellisse centrale d’inerzia e il nocciolo della se- 
zione a T dell’esercizio 33. 

Soluzione. Dalla tabella per le sezioni a doppio T si ha per tale sezione 
A= 20,4 cmq, Teo = 735,0 cm, Tn = 43,9 emi. Perciò i semiassi dell’ellisse 
centrale risultano 


43,9 


20,47 1,47 em. 


= 6,00 em, Qu 3 ] 
Il nocciolo è un rombo avente come vertici gli antipoli dei lati del rettan- 

golo circoscritto alla sezione, le cui distanze da G sono 
6,00? __ 142 


= o em, = 35 


= 0,61 cm. 

Esercizio 42. — Determinare i momenti d’inerzia rispetto agli assi principali 
baricentrici, l’ellisse centrale e il nocciolo della sezione orizzontale della spalla 
di un ponte (fig. 126). 

Soluzione. Distanza del baricentro dall’asse y: 


S, 18-44: 
ATI 844: 


Rai 
dy 5 = 2,333 m. 


Momento d’inerzia rispetto all'asse xy: 


- 88-99-48 
I, = SÈ 160 m6. 


Momento d’inerzia rispetto all’asse y: 
_8-8-4.:2 


J,= EG = 160 n°. 


O. BELLUZZI - Scienza delle costruzioni - I Li 
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Momento d’inerzia rispetto all’asse yo: 
J, J,—- Adi 160 — 24 - 2,333? = 29,370 mf. 


o 


Semiassi dell’ellisse: 


29,370 
ew=| 2 = 1,106 m. 


Il nocciolo ha due vertici sull’asse y, distanti da G 


LI 
w= 2,582 _ 1,667 m, 
4 
e due vertici sull'asse 2, distanti da G 
1,106? 1,106* _ 
w= 2,333 > 0,525 m, w= 1667 > 0,734 m. 


Esercizio 48. — Determinare i momenti prin- 
cipali d’inerzia, l’ellisse centrale e il nocciolo 
della sezione di un ferro cantonale a lati uguali 
(fig. 127). 

Fig. 127. Soluzione. La bisettrice £ è asse di simmetria, 

quindi è un asse principale d’inerzia. Conside- 

rata la sezione come differenza di due quadrati, dei quali l’asse £ è una diago- 
nale, si ha 


A 7A 
Jg= È T_ 141,25 om. 


Il baricentro G si determina osservando che i momenti statici della sezione 
© del quadrato minore rispetto alla retta 7, sono uguali in valore assoluto, essen- 
do nullo il momento statico del quadrato maggiore; perciò si ha 


15. GG, = 49 - 0,707, da cui GG, =2,31 cm. 
Il momento d’inerzia J,, risulta 


Tg a 82 - 2,312 di 7 + 3,022) = 35,84 cmé 
n= 73+8°231°-(3+ 7 - 3,02)— 36, i 


I semiassi dell’ellisse centrale valgono 


141,25 36,84 
ee =/ 15 =3:07 em, = | 1,54 cm: 


Noti gli assi dell’ellisse, si è disegnato il nocciolo determinando gli antipoli 
dei quattro lati esterni e della retta 7,. 


Esercizio 44. — Determinare l’ellisse centrale d’inerzia e il nocciolo di un 
triangolo (fig. 99). 

Soluzione. Ogni mediana è asse di simmetria obliqua per le corde parallele 
al lato bisecato; perciò (n. 93 a) le mediane e le rette baricentriche parallele ai 
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lati sono le direzioni di tre coppie di diametri coniugati. Per le (42) e (44), ed 
essendo A = (54/2) sen a, si ha 


Tag RR h 


2 

eATIE 777 0,236 R, 
& Tn è b 

(A 3? 34’ 20 voi 0,204 d. 


L’antipolo di ciascun lato è sulla mediana corrispondente e si ottiene me- 
diante la (65): 


1. 


quindi B è il punto di mezzo della mediana. Il noc- 
ciolo risulta perciò un triangolo omotetico a quello 
dato, essendo G il centro e 1/4 il rapporto di omotetia, 
poichè GB = GA/4. 


Esercizio 45. -— Determinare l’ellisse centrale e il Fig. 128. 
nocciolo di un poligono regolare (fig. 128). 

Soluzione. Decomposto il poligono in triangoli aventi il vertice nel centro» 
per la (28) si ha il momento d’inerzia polare di uno di essi rispetto a tale ver- 
tico sommando le (41) e (44) dove sen a = 1; perciò, se / è il lato ed r è il raggio 
del circolo inscritto, si ha per l’intero poligono di » lati 

_ {lr Br) _mlr sh 
(75) Je =n(7+a)= 0 +). 

L’ellisse centrale d’inerzia è un circolo (n. 93 a), quindi il momento d’inerzia 

per qualunque retta baricentrica è dato da 


(78) In = ni Ir + E). 


Essendo l’area del poligono nlr/2, il raggio del circolo d’inerzia risulta 


1. /9R + 
(77) es |. 


Il nocciolo è un poligono regolare coi vertici sulle normali ai lati del poli- 
gono dato, e perciò omotetico o inversamente omotetico a questo, secondo che 
n è dispari o pari (cfr. il triangolo e il quadrato). La distanza dei suoi vertici dal 
centro è 


' ni 
(78) w= = 


Nelle espressioni trovate si può sostituire 127° + 1 con 12R°— 21, essendo 
E il raggio del circolo circoscritto. 
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Ad es., per l’esagono regolare di lato / risulta 


5V8, 5V3, v30 5/3 
det, Ina» cesti 36! 
Esercizio 46. — Determinare l’ellisse centrale e il nocciolo di una corona 


circolare di raggi r, ed r,. 
Soluzione. Per la prima delle (72) si ha Ja = (ri, — 14,)/4. Perciò l’ellisse 
centrale è un circolo di raggio 


[alti 1.33 
(79) e=lVarca navata. 


Il nocciolo è un circolo di raggio 


Q 
(80) ii 


Esercizio 47. — Idem, nel caso di una corona di spessore s molto piccolo ri- 
spetto al raggio r. 

Soluzione. Si può ricavare o dalla (48) o dedurlo dalla (79) facendo r, = r,, 
e risulta 


r 7 À 
i inoltre si ha w= 


Rastry 


Esercizio 48. — Determinare l’ellisse centrale e il nocciolo di un semicircolo 
(fig. 129). 

Soluzione. L'asse £ di simmetria è uno degli assi dell’ellisse; il semiasse de 
è 1/2 come (73) per il circolo, perchè il numeratore e il denominatore di ei sono 
entrambi dimezzati. Per l’asse 7 si ha 


mi 
r|s 


1 are nali \ 9a 64 
In=3 1-5 (Lr = 0,10r, 
quindi 
: eri 
Fig. 129. Qn= A ER = 0,264r. 


Noti gli assi dell’ellisse, si costruisce il nocciolo per punti. 


Esercizio 49. — Costruire graficamente l’ellisse centrale del cantonale con- 
siderato nell’esercizio 40. 

Soluzione. La costruzione del n. 93 c) in questo caso si semplifica notevol- 
mente, potendosi ridurre i sei poligoni funicolari a due soli. 

Decomposta la figura in due rettangoli (fig. 130), il baricentro G si trova 
sulla congiungente i baricentri G, G.. Si applicano in G, e G, orizzontalmente 
due forze proporzionali alle aree A, e A4,, che si rappresentano in una scala ar- 
bitraria in 0, 1, 2; quindi con polo P, si costruisce il poligono funicolare PD ® 
si traccia la risultante delle due forze, che incontra la G,G, in G. Assunta una 


"] 
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retta x orizzontale (preferibilmente il lato inferiore della figura), i lati di p, deter- 
minano su questa i segmenti 0'-1’, 1‘’-2' proporzionali ai momenti statici delle 
aree A, e A, rispetto a x. Si tracciano gli 
assi delle ellissi centrali dei due rettan- 
goli (69,), rispetto alle quali si determinano 
gli antipoli X' e X” della x; sulla loro 
congiungente si trova l’antipolo X della « 
rispetto all’ellisse centrale della figura (se 
la «x si è scelta come si è detto, X' e X" 
sono vertici dei noccioli, situati sulle me- 
diane, a due terzi di queste). Si applicano 
orizzontalmente in X' e X'' le forze rappre- 
sentate in 0‘,1’,2', quindi con polo P, si co- 
struisce il poligono p, e si traccia la risul- 
tante, che incontra la XX" in X. La con- 
giungente GX è il diametro y, coniugato alla 
retta x e al diametro x, parallelo a x; i 
semidiametri GM e GM, si ottengono come Fig. 130. 

nella fig. 116, costruendo la media geo- 

metrica fra GY e GX,. Si assume poi una retta y parallela a yo; il cui anti- 
polo Y si trova quindi su zo, si tracciano gli antipoli Y' e Y" di y rispetto alle 
ellissi parziali (n. 92 @) e si congiungono, determinando così Y. Costruita la media 
geometrica fra GY e GY,, si ottengono i semidiametri GN e GN,. Se interessano, 
si possono ricavare gli assi, con la costruzione del n. 92 d). Nella fig. 130 si è anche 
determinato il nocciolo. 


Esercizio 50. — Il modulo di resistenza W (n. 97) del quadrato della fig. 131 
rispetto alla diagonale #, aumenta se si sopprimono due piccole porzioni corri- 
spondenti ai vertici. Determinare la loro grandezza affinchè W risulti massimo (4). 

Soluzione. Sia al la lunghezza a cui si riduce il lato 7 
e(1— a)lil tratto soppresso. Il momento Tx è dato da 


1. = (0 (A_ MVAalV2® _ (4— Ball. 
vi g2:° 12 3. 


S (1-2)! 
SI 


quindi il modulo di resistenza (66) risulta 


Dalla condizione dW/da = 0 si ottiene 


256 V28 
= 533° a = 105357. 


Il valore di W aumenta dunque di circa il 5%. 


a=+ e quindi We 


(*) G. KirscH: Die Theorie der Elastizitàt und die Bediirfnisse der Festigkeitslehre, « Za. V.D.I.». 
1898, pag. 797. 
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100. L’ellisse d’inerzia per un punto qualunque. 


Mediante l’ellisse centrale d’inerzia e con l’ausilio del teorema di trasposizione 
si possono calcolare i momenti d’inerzia non solo rispetto alle rette baricen- 
triche, ma anche rispetto a qualunque retta del piano (n. 91 d); tuttavia, per 
ogni punto del piano è possibile una rappresentazione diretta dei momenti d’i- 
nerzia rispetto alle rette passanti per esso. : 

Dato un punto P qualunque del piano, tracciamo 
per esso la retta x passante per il baricentro & del 
sistema (fig. 132) e la retta y parallela al diametro 
GN coniugato a «. Sulla y portiamo in PR il rag- 
gio d’inerzia 0,, che è uguale a GN, e sulla » por- 
tiamo in PS il raggio d’inerzia 0,, che è dato per 
la (32) da VPG?+ GM2. L'ellisse di centro P, de- 
finita dai semidiametri coniugati PR e PS, è Vel. 
lisse d’inerzia del punto P. Per essa si dimostrano 
le seguenti proprietà: 

a) Due qualunque diametri coniugati sono rette coniugate nell’antipola- 
rità definita dall’ellisse centrale; cioè l’involuzione dei diametri coniugati è l’in- 
voluzione di rette coniugate del fascio di centro P (n. 89 d) e gli assi sono la cop- 
pia di rette coniugate ortogonali. 

b) Il raggio d’inerzia 0, rispetto a ogni retta 2 passante per P è dato dal 
semidiametro coniugato a z, se le distanze si valutano parallelamente a questo 
(altrimenti è dato dalla sua proiezione sulla normale a 2); per cui l’ellisse di 
inerzia di P gode della stessa proprietà (n. 91) di cui gode l’ellisse centrale. 

Naturalmente la proprietà che definisce l’ellisse centrale (n. 88) non vale 
per l’ellisse di un punto qualunque, cioè il centro relativo a una retta non è il 
suo antipolo rispetto a questa ellisse. 

Se l’ellisse centrale è un circolo, tutte le ellissi dei punti del piano hanno evi- 
dentemente l’asse maggiore passante per G. 


Fig. 132. 


101. Proprietà degli antifuechi. 


Com'è noto dalla Geometria proiettiva, gli antifuochi sono i due punti F\/, 
Fy' situati sull’asse minore dell’ellisse centrale (fig. 133), distanti dal centro G 
come i fuochi F,, F,, cioè + Va? — d?. Per essi l’involu- 
zione definita dall’antipolarità è quella degli angoli retti. 
Perciò l’ellisse d’inerzia di ciascun antifuoco è un 
circolo di raggio uguale al semiasse maggiore dell’ellisse 
centrale; ciò che risulta anche direttamente ricordando 
(n. 100) che i suoi assi sono paralleli a quelli dell’ellisse 
centrale e che, mentre il semiasse parallelo ad a è uguale 
ad a, l’altro è V(a— bè) + 6° = a. Ne segue che il 
momento d’inerzia con distanze normali rispetto a qua- 
lunque retta passante per un antifuoco è costante e 
uguale ad a°Zm. 
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Inoltre, la considerazione degli antifuochi facilita la costruzione dell’ellisse 
d'inerzia di un punto P qualunque, poichè i suoi assi bisecano gli angoli interno 
ed esterno delle due rette che da P proiettano gli antifuochi; infatti, è noto che 
la coppia di rette coniugate ortogonali nell’involuzione di centro P qualunque 
gode appunto di tale proprietà. 


102. B ibliografia. 


Per gli argomenti svolti in questo capitolo si possono consultare anche il vo- 
lume già citato (n. 41) di K. CULMANN; l’art. 4 di G. Jong: Geometrie der Massen, 
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Berlino, Ernst, 1928. 

Numerose applicazioni sono svolte nel volume di F. BELLONI: Meccanica 
applicata alle costruzioni, Milano, Libr. Ed. Politecnica, 1932. 

Le tabelle con gli elementi caratteristici (momenti d’inerzia, moduli di resi- 
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tutti i manuali d’ingegneria; particolare estensione hanno nel volume Stahl im 
Hochbau, Berlino, Springer, nel quale si considerano anche molte sezioni com- 
poste. 
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103. Generalità. 


La sollecitazione in una sezione S di una trave si riduce al solo 
sforzo assiale o normale N quando la risultante delle forze esterne agenti 
sul tronco compreso fra una delle estremità della trave e la sezione S 
coincide con l’asse geometrico della trave, se questa è ad asse retti- 
lineo, o con la tangente all’asse geometrico nel baricentro della se- 
zione $, se l’asse è curvilineo. Lo sforzo assiale può essere di trazione 
o di compressione. 

È frequente il caso di travi soggette a solo sforzo assiale in tutte 
le sezioni. 

Quando invece lo sforzo normale N è accompagnato da altre solle- 
citazioni (momento flettente, sforzo di taglio, momento torcente), i 
risultati del presente capitolo sono ugualmente validi ed esprimono 
gli effetti prodotti da N; effetti che si devono poi comporre con quelli 
prodotti dalle altre sollecitazioni. 


A) LE TRAVI PRISMATICHE. 


104. Travi prismatiche soggette a sforzo normale costante. 


a) Il caso più semplice è quello di una trave rettilinea, di sezione 
retta costante, di peso trascurabile e soggetta soltanto a due sistemi 
di forze esterne uguali e contrarie, applicate alle due sezioni estreme, 
normali alle sezioni e aventi larisultante passante per il baricentro 
della sezione (fig. 134 a, b). Lo sforzo assiale risulta costante in tutte 
le sezioni ed è uguale alla risultante N di ciascuno dei due sistemi di 
forze. 

Se si indica con # l’asse della trave, in ogni sezione retta di area A 
si hanno delle tensioni normali 0, (dirette secondo l’asse «), la cui ri- 
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sultante deve fare equilibrio (n. 10 a) alla forza esterna N; per cui 
la risultante deve coincidere con 7, e dev'essere 


fodh=N. 


Questa condizione globale non definisce però la distribuzione delie 
o, nella sezione e il loro valore in ogni punto. A essa occorre aggiun- 
gere (n. 10 5) una condizione di carattere qualitativo, che risulta da 
considerazioni elastiche. Ammettiamo perciò che nell’allungamento che 
la trave subisce, le sezioni rette, inizialmente piane, rimangano piane 
e parallele; cioè che tutte le fibre longitudinali 


(fibre fittizie) si allunghino ugualmente. Perciò le N ni 
fibre sono anche ugualmente tese e la 0, è costante 
nella sezione; quindi si ottiene 
Te 
N 
2) 
N 


Tx 
(81) o=7* 


b) L'ipotesi dell’allungamento uniforme delle 
fibre e della conseguente uniforme distribuzione della 
tensione o, è evidentemente esatta quando le forze 
esterne N applicate alle sezioni estreme siano anche 
esse uniformemente ripartite; quindi, in virtù del 
principio di Saint-Venant (n. 12), essa è pratica- 
mente verificata anche per qualunque altra distri- 
buzione delle forze esterne avente la stessa risultante, ad eccezione 
di due tratti estremi della trave lunghi circa come la maggior dimen- 
sione trasversale. 

È questo il caso più semplice di sollecitazione, e perciò la verità del principio 
di Saint-Venant riesce più intuitiva che negli altri casi. Si comprende infatti 
che se si applica la forza esterna anche nel modo più sfavorevole, cioè concen- 
trandola nel baricentro della sezione, essa tende bensì ad allungare maggior- 
mente le fibre centrali, ma queste trascinano con loro le fibre più esterne, con 
le quali sono solidali, e le obbligano ad allungarsi a loro volta. E questa azione 
di diffusione, che in principio è poco sentita, perchè è ancora breve il tratto lun- 
go il quale le fibre agiscono fra loro, diventa più efficace ed estesa man mano 
si procede lungo la trave, finchè riesce ad eliminare le differenze di sollecitazione 
inizialo delle diverse fibre (1). 


N 


Fig. 134. 


€) In generale, il principio di Saint-Venant è valido non solo per le travi, ma anche per 
un corpo di forma qualsiasi, comunque vincolato, e stabilisce che: Se si sostituisce un sistema S 
di jorze esterne agente su una zona w abbastanza piccola della superficie del corpo con un sistema Si 
staticamente equivalente e agente sulla stessa zona w, il regime delle tensioni interne può subire delle 
notevoli modificazioni locali, ma resta praticamente invariato a una distanza da © paragonabile 
alle dimensioni di w. Questo principio è di grande utilità, poichè consente di studiare le tensioni 
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c) Le sezioni longitudinali della trave parallele all'asse @ non 
sono soggette a tensioni; cioè su due elementi superficiali normali a 
due assi y e 2 (a loro volta normali a «) si ha 0, = 0. = 0. Ciò è con- 
fermato dai risultati della teoria della elasticità (?). 


105. Variazione di lunghezza della trave. 


a) Lo sforzo normale N fa variare la lunghezza della trave. L’en- 
tità della deformazione che il materiale subisce non è però caratte- 
rizzato dalla variazione 4! della lunghezza ! della trave, poichè uno 
stesso // è più importante in una trave corta che in una lunga, ma 
dall’allungamento o dall’accorciamento unitario (ossia per unità di 


lunghezza) 


(82) Eg5= 4 è 


Questa quantità, che si chiama dilatazione (nella direzione x), è il rap- 


porto di due lunghezze, ossia è un numero puro; quindi è indipen- 
dente dall’unità di misura di l e di AL. 
La legge di Hooke (n. 6) ci assicura che se non si oltrepassa il li- 


mite di proporzionalità, la dilatazione è proporzionale alla tensione 
che la provoca (*); per cui si ha 


(83) s="Fa 0, = Pez, 


interne anche quando si conoscono soltanto i parametri delle forze esterne, ma non si conosce 
l'effettiva distribuzione in ogni punto di &. 

La sostituzione di S con S; equivale ad aggiungere a S il sistema S, e il sistema — S che an- 
nulla S. Perciò il mutamento del regime interno è dovuto ai due nuovi sistemi Se — S, che in- 
sieme costituiscono un sistema in equilibrio. Quindi il principio significa anche che un sistema 
di forze esterne in equilibrio agente su una zona w abbastanza piccola produce delle tensioni 
notevoli soltanto nell'immediata vicinanza di © e rapidamente decrescenti a distanze man mano 


Del principio di Saint-Venant furono date da prima alcune verifiche: J. Borssixi Ar 
plication des potentiels à l’étude de l'équilibre et du mouvement des solides élastiques, « Recueil do 
la Soc. d. Se. de Lille », T. XIII, Parigi, 1885, pag. 296-318; K. WoLr: Zur Giùltigkeit des Suini- 
Venanischen Prinzips bei den Balkenproblem, « Sitzungsberichte d. Kais. Akad. d. Wiss. in Wi 
Math. Naturw. Klasse », 1914; G. SuPINo: Una verifica del postulato del Saint- Venant per gli archi, 
« Atti d. R. Acc. delle Scienze di Torino », 1925. Una prima dimostrazione del principio limitata 
però ai campi convessi, è data da G. SUPINO: Sopra la dimostrazione del principio del Saint-Ve- 
nant, « Annali di Mat. pura e applicata », 1931. Recentemente la questione è stata ripresa in una 
serie di note da O. ZANARONI, nei : Rend. Ace. Naz. d. Lincei +, 1937, 1° sem., nn. 3 e 11, 2° sem. 
n. 10, che è giunto a una dimostrazione generale del principio. 

Eleganti conferme sperimentali della verità del principio stesso si ottengono mediante l’in- 
dagine fotoelastica (Cap. XXXI). 

(*) Il problema della trazione semplice e degli altri casi di sollecitazione nelle travi prisma- 
tiche, studiato mediante la Teoria della elasticità (problema di Saint-Venant), fu risolto in une 
serie di memorie da B. DE SAINT-VENANT intorno al 1855. 

(*) Col perfezionarsi dei mezzi di misura si è trovato che la (83) è soddisfatta soltanto per 
alcuni metalli, come il ferro e gli acciai, mentre per a tri materali, come la ghisa e le pietre, 
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dove il fattore E di proporzionalità fra o, ed e, si chiama modulo di 
elasticità normale o modulo di Young del materiale della trave. 
La variazione di lunghezza della trave è data da Al = el, ossia 
per le (83) e (81) da 
(84) dl = EL e 
b) Per meglio illustrare la dipendenza di 41 da N, I, A, ricaviamo la (84) 
in altro modo. Indichiamo con a l'allungamento che subirebbe una barretta del 
materiale considerato, lunga uno, di sezione uno e soggetta alla forza uno. Quan- 
do invece I, N, A non sono unitari, l'allungamento è proporzionale a l per 
l'omogeneità del materiale e per la costanza di A e di N; è proporzionale 
a N per la legge di Hooke; ed è inversamente proporzionale ad A ancora per 
la legge di Hooke, perchè aumentare A volte la sezione equivale a conservare 
la sezione unitaria e ad applicare una forza A volte minore di N. Perciò si 
ottiene Da 
4l= FT: 


Per consuetudine, la costante a del materiale si indica con 1/E e si hala (84). 
c) Le formule (81) e (84) valgono per travi tese o compresse, 
purchè nel secondo caso non siano molto lunghe in confronto delle 
dimensioni della sezione (Cap. XIII, B). Affinchè 47 risulti positivo 
quando è un allungamento e negativo quando è un accorciamento, 
si conviene di considerare N positivo nella trazione e negativo nella 
compressione. Per conseguenza, quando occorra distinguere, anche 0» 
si considera rispettivamente positiva o negativa. 
d) Il modulo £ di elasticità risulta definito per la (83) da 


(85) 


cioè dal quoziente costante (entro il limite di proporzionalità) fra la 
tensione e la corrispondente dilatazione (*) (*). Poichè £ è un numero, 


la dipendenza fra c ed e non è esattamente lincare e può essere rappresentata dalla formula di 
Bach-Schile 

e=ao, 
dove n è un numero poco maggiore dell’unità (v. BACH-BAUMANN: Elasticità e resistenza dei ma- 
teriati; ed. italiana, Milano, Hoepli, 1928, pag. 112). 

Tuttavia, la legge di Hocke si assume come fondamento della Teoria della elasticità e della 
Scienza delle costruzioni, per la semplicità che ne risulta. 

(*) Questa definizione di Z vale nel caso di solidi tesi in una sola direzione x, poichè nel caso 
di due 0 tre tensioni (Cap. Y, D) si hanno relazioni più complesse fra le a e le e. 

(5) Se si fa e, = 1, £ rappresenta il valore di o, che occorrerebbe per produrre un allunga- 
mento 47 uguale alla lunghezza 7 della barra. Questa interpretazione di E non ha però alcun si- 
gmificato reale, e non si può quindi assumere come definizione, poichè assai prima che ciò si veri- 
fichi si oltrepassa il limite di proporzionalità e avviene anche la rottura della barra. Inoltre non 
ha senso nel caso della compressione, non potendosi ridurre a zero la lunghezza della barra. 
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E ha la stessa dimensione di o, cioè FYL-*, e si misura, come o, in 
kg/cmq o in kg/mmq e in t/cmq. Ad es., sperimentando con una barra 
di ferro omogeneo si trova che quando o vale 500-1000-1500 kg/emq, 
l'allungamento della barra è 2,5-5,0-7,5 decimillesimi della sua lun- 
ghezza; ossia e vale 0,00025-0,0005 (*)-0,00075. Perciò si ricava per 
il ferro 
500 1000 1500 

0,00025 — 0,0005 — 0,00075 


Il modulo £ è tanto maggiore quanto più il materiale è rigido. 
Per i materiali di impiego più frequente esso vale 


E 2 000 000 kg/emq . 


Ferro omogeneo . . . . E =2 000 000 -- 2 150 000 kg/emq 
Acciai diversi . . . .. 2100 000 — 2 200 000 » 
Ghisa it csc allor da 800 000 -— 1 000 000 » 
Rame in fili... .., 1 200 000 » 
Alluminio in fili . . . . 750 000 » 
Legno (in media) . . . 100 000 » 
Calcestruzzo di cemento . 150 000 -— 350 000 » 
Aranito at ue 250 000 » 


Esercizio 51. — Un filo di ferro di 5 mm di diametro, lungo 20 m e teso con 
300 kg., si allunga di 1,47 cm. Determinare £. 
Soluzione. La tensione e la dilatazione valgono 


300 È 
= (1968 = 1528 kg/cmq, 
= E = 0,000735 ; 


perciò risulta 


E 


= -= 207 a 
0,000735 079000 kg/emq 


Fig. 135. 


Esercizio 52. — Le due barre della fig. 135 a), di 
ferro tondo di 2 em di diametro e lunghe 3,50 m, 
sopportano un peso P = 500 kg. Calcolare l'abbassamento del punto 0, essendo 
a= 200 


Soluzione. Dal triangolo di equilibrio del punto © si ricava 


P È P 
Nsena=, N=tonà” 
Se d è l'abbassamento CC, cercato e 0°C, è l'allungamento 41 dell’asta AC, 
potendosi considerare il triangolo ©C,C” rettangolo in 0°, si ha ò = 4?/senu. 


(*) Quando il ferro lavora a 1000 kg/cmq, cioè circa al carico di sicurezza (n. 107), la dila- 
tazione è dunque 0,0005, ossia 1/2000 della lunghezza (mezzo millimetro per metro). 
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Quindi tenendo conto della (84) © dell’espressione di N, risulta 


NI PI 


È = 74 sen a " IF sen a’ 


Coi dati del problema e supposto E = 2 100 000 kg/cmq si ha 


500 - 350 
d = 573,1 108. 3,14 - 0,34902 > 0113 em. 
Esercizio 58. - Le due barre dell’esercizio precedente sono per diritto 


(fig. 135 b). Determinare l’abbassamento é del punto 0. 

Soluzione. Come già si osservò nel n. 4 bd), è necessario in questo caso tener 
conto dell’allungamento delle aste per rendere possibile il problema. Posto d/l = 
=tga= a, la dilatazione delle aste vale (?) 


Fade VEESSI Vi+(3) for st 


Perciò lo sforzo normale in una delle due barre è espresso da 


2 
N=c4= Fed =F4®, 


D'altra parte, dal triangolo di equilibrio del punto O si deduce 


Na= È 3 N= 2° & 
2 a 
Quindi risulta l'equazione 
EAa _ P 
2° 2a” 
da cui 
s__ F 
DB; P 
a Va 7.L d= al 1} FI 


Si osservi che in questo caso, in cui la deformazione modifica profondamente 
il sistema e il suo regime statico, l'abbassamento d non è proporzionale alla 
forza P. 


(*) Per la formula della serie binomiale si ha per a< 1 


ac asi 1 5 
VITa= +07 14 ga—petaet et... 


Quando a è molto piccolo rispetto all’unità, si possono trascurare le potenze di a dalla se- 
conda in poi rispetto a 1 e si ha 


VIFa-=142. 
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Con gli stessi dati dell’esercizio precedente si ottiene 


se 
d = 350 y si id gia = 148 em. 


Esercizio 54. — Il sistema di tre aste di uguale sezione della fig. 136 
sopporta un peso P. Determinare gli sforzi nelle 
tre aste. 

Soluzione. Il problema è staticamente indeter- 
minato, come si disse nel n. 4 c); perciò è necessario 
tener conto delle deformazioni, cioè della condizione 
che l'abbassamento del punto D appartenente al- 
l’asta CD sia uguale all’abbassamento del punto D 
appartenente alle due aste AD e BD. Se X è la 

Fig. 136. forza che sollecita l’asta CD e P— X è quella 
che sollecita l’insieme delle altre due aste, usando 
l'espressione di dò trovata nell’esercizio 52 la condizione suddetta diventa 


Xlsena_ (P_ X\ È As D 
- reeeriel da cui La 14200 0° 


Esercizio 55. — Due fili verticali vicinissimi di uguale lunghezza, uno di ferro 
di mm 1,6 e uno di rame di mm 2,0 di diametro, sopportano insieme un peso 
P = 50 kg. Determinare i pesi sopportati da ciasenn filo. 
Soluzione. Il problema è staticamente indeterminato, perchè la condizione 
di equilibrio dice soltanto che la somma degli sforzi nei due fili dev'essere uguale 
a P. Si deve perciò tener conto della condizione che i due allungamenti siano 
uguali. Se X è lo sforzo nel filo di ferro (£,, 4,) e P— X è lo sforzo nel filo di 
rame (E,, 4,), si ha 
Xl _(P- X) 


Z4 EA, da cui X 


E;Ay 


== 1 p 
EA,+HE4,°" 


Posto E, = 2,1 - 10° kg/cmq ed E, = 1,2 - 105% kg/cmq, si ha 


. RI 
224 +0:0201 50 = 0,528-50 — 26,4 kg. P-X= 23,6 kg. 


T= 31 0,0901412 - 0,0314) 


Le tensioni nei due metalli risultano 0, = 1314 kg/cmq e 0, = 751 kg/emq 
o stanno nello stesso rapporto di £,/#, (per essere e, = £,, cioè 0,/E; = 0,/E,) (8). 


Esercizio 56. — Due fili di ferro di 2 mm di diametro sono attaccati in alto 
nello stesso punto, mentre le estremità inferiori unite sostengono un peso 
D = 60 kg. Uno dei fili è lungo m 4 e l’altro è lungo m 4 e 1 mm, così che entra 
in tensione dopo l’altro. Determinare gli sforzi nei due fili. 


(5) Nel Cap. XXIII studieremo in modo più dettagliato il caso delle travi di sezione 
eterogenea. 
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Soluzione. Supposto che entrambi i fili entrino in tensione, se X è lo sforzo 
in quello più corto, dovrebbe essere a rigore (unità di lunghezza il cm) 


7400 _ (P— X)400,1 Ù 
pa paoli 


ma con approssimazione lecita si può scrivere 


xi _P_ A) 
FAT BA 


+ 0,1, da cui X= 


Coi dati del problema si ha 


60, 0,1 2,1 + 10% + 0,0314 
2 400 


30+ 8,24= 38,24 kg, P_X=21,76 kg. 


Se fosse P/2< 8,24 cioè, P< 16,48 kg, non potendo essere Y> P si conclu- 
derebbe che il filo più corto non si allunga fino a porre in tensione l’altro e sop- 
porta perciò da solo il peso P. 


Esercizio 57. — Una barra prismatica ad asse verticale (fig. 137) ha le estre- 
mità fissate rigidamente e sopporta un peso P in un punto B. Calcolare lo sforzo 
normale nei due tratti della barra. 

Soluzione. Svincolato l’estremo superiore, si E 
determina la reazione 0 mediante la condizione e 
che essa faccia alzare tale estremo di quanto P 
lo fa abbassare: 


; 


i 

0 _ Pd i __ Pd _ Pe 1 IG 

FA Ei' da cui O=7T: D=7: 4 

7 

Il tratto superiore è teso dalla forza O e 1 

quello inferiore è compresso dalla forza D. D = 
È più significativo pensare la barra tagliata li 


in B, il tratto superiore teso in B da una forza X, Fig. 137. Fig. 138. 
e l’inferiore compresso in B dalla forza rima- 
nente P— X. Dovendo le due parti restare a contatto in B, l'allungamento de 
del tratto c deve essere uguale all’accorciamento Ad del tratto d: 

Xe _(P_ X)d | er: 

sad da cui X=P7- 

È evidente che se e < d (e quindi e meno deformabile di d), affinchè risulti 

Ae = | Ad| dev’essere in compenso XY > P_ X. 


Esercizio 58. — Una barra di ferro posta nell'interno di un tubo di rame lungo 
80 em (fig. 138), ha un'estremità filettata col passo di 2,5 mm. Calcolare le ten- 
sioni che nascono nei due metalli stringendo il dado di mezzo giro (4, = 4 cmq, 
4,= 6 cmq). 

Soluzione. Stringendo il dado, si tende la barra di ferro con una forza X © 
si comprime con la stessa forza il tubo di rame. La X risulta determinata dalla 
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condizione che la somma dell’allangamento del ferro e dell’accorciamento del 
rame uguagli la metà del passo della vite: 


XI XI 5 0,125 
54, + EA, = 0,125, da cui >. SEA P, 
EA, BA, 
Coi dati del problema si ha 
= pi 0128 I 6058 kg. 
10 (3, ati o) 
Le tensioni dei due metalli risultano o, =+ 1514 kg/emq e o, = — 1010 


kg/emq. 


Esercizio 59. — Una lastra rigida di forma quadrata (fig. 139) è sostenuta 
orizzontalmente nei vertici da quattro tiranti verticali uguali. Calcolare gli sforzi 
provocati nei quattro tiranti da un carico P agente in un punto di una diago- 
nale. 

Soluzione. La lastra rigida rimane piana, per cui l’allungamento dei tiranti 
B e C è la media aritmetica degli allungamenti dei tiranti 4 e D. Essendo uguali 
l, A, E dei quattro tiranti, la stessa relazione vale per gli sforzi; quindi è 


2Y=X+Z. 
Per l’equilibrio alla traslazione verticale si ha X+2Y+Z= P, per cui 


2vr=X+Z=2. 


Infine annullando i momenti rispetto alla retta r si ha 
aa bt E wW2 
XIN/2 + 5 9 P (a 5 d 0. 
Si ottiene pertanto 


a P 1, d 
» ?( È 9D ee, E P( pet 
4 Wì, ° s a) 


Lo sforzo X diventa negativo (supposto che il ti- 


Fig. 139. rante possa reagire a compressione) se d//2> 1/4. 


Esercizio 60. — Lo stesso esercizio, facendo agire P in un punto qualsiasi della 
lastra. 

Soluzione. Tracciata una retta per il punto caricato fino a incontrare le due 
diagonali, si decompone P in due forze verticali P, e P, passanti per tali punti 
(ciò che è equivalente poichè la lastra è rigida). Si ricade così nel caso precedente, 
poi si sommano gli effetti. 


TRAZIONE 0 COMPRESSIONE 129 


Esereizio 61. — Di quanto occorre raffreddare una barra di ghisa fissata alle 
estremità affinchè si rompa? 

Soluzione. Per effetto del raffreddamento, i vincoli reagiscono con uno sforzo 
X di trazione capace di impedire l’accorciamento della barra, cioè di produrre 
un allungamento uguale: 


ZI 
RA aldit ; 
da cui 

X= EAadt, o = Eadi. 


Lo sforzo X è indipendente da l e la tensione o è indipendente anche da A. 
La barra si rompe quando o raggiunge il carico di rottura c,, che in media è 
uguale a 2000 kg/emq. Assunto E = 10° kg/emq e a = 0,00001, si ottiene 

o, 2000 
Al = ma > ion g,ooodì > 90°. 

Il risultato è sufficientemente attendibile, perchè la dilatazione della ghisa 
è press’a poco proporzionale a o fino alla rottura. Se la barra fosse di ferro, la 
espressione trovata per o sarebbe valida soltanto fino al limite di proporziona- 
lità; inoltre la barra non si romperebbe, perchè il ferro può sopportare degli al- 
lungamenti considerevoli prima di rompersi (v. la nota 9 di questo capitolo e il 
Cap. XXXVII). 


Esercizio 62. — Una barra di ferro lunga 1 m e di 8 cmq di sezione è posta 
nell'interno di un tubo di rame della stessa lunghezza e di 10 cmq di sezione. 
Le estremità della barra e del tubo sono solidali. Calcolare gli sforzi nei due ma- 
teriali provocati da un riscaldamento di 80° e l'allungamento dell'insieme. 

Soluzione. Essendo a;< a,, il ferro risulta teso e il rame compresso. La forza 
X comune risulta dalla condizione che l’allungamento sia uguale per entrambi 
i corpi: 

XI 


x 
ajldt + E4,7 allt— 


da cui 


x (te At _ (0,000017 — 0,000012)80 


2300 kg. 


ID. 1 ( I il ) 

EA, EA, l0\21-8' 12-10 

L’allungamento si ottiene sostituendo X nel primo o nel seconde membro 
dell'uguaglianza suddetta: 


2800 - 100 


0,000012 - 100 - 80° + x1- 10-87 0,113 om. 
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106. Le tensioni nelle sezioni oblique. 


Mentre nelle sezioni rette della trave si ha soltanto la tensione 
normale c., se si considera una sezione obliqua (fig. 140), di area 


sione tangenziale 7 espresse da 
(86) o=0g9c08a=0, €08 a, 


Pera=0 si ha maxo=o0; ’ 


A' = A/cos a, su di essa agisce una tensione obliqua 


ehe si scompone in una tensione normale o e in una ten- 


t=QsSena=0,Senacosa. 


t=0; 


per a= 450 » » o=0,/2 , maxt=0,/2; 
y per a = 900 » » a=t= 0 
Fig. 140, Assoggettando a compressione materiali poco resistenti 


a tensione tangenziale, come la ghisa e le pietre, si ha spesso 
la rottura secondo piani inclinati di circa 45° con la direzione dello 


sforzo, causata dalla Tmax 


107. La condizione di resistenza. 


a) La sollecitazione di solo sforzo normale è quella che conduce 
alla condizione di resistenza più semplice e sicura, poichè lo stato reale 
della trave che si considera coincide con quello dei campioni del mate- 
riale sui quali si esperimenta in laboratorio. Infatti le prove di resi- 
stenza più comuni sono quelle di trazione o di compressione su pro- 
vette prismatiche, mediante le quali si determina il carico di rottura 
o, e, per i corpi duttili, anche il carico al limite di elasticità o, e il ca- 


rico di snervamento 0; (°). 


(*) Del comportamento dei materiali nelle prove di trazione ci 
occuperemo nel Cap. XXXVII. Tuttavia è opportuno indicare fin 
d’ora le forme tipiche dei diagrammi di deformazione dei materiali 
duttili e di quelli fragili, che si ottengono portando come ascisse 
le dilatazioni e e come ordinate le tensioni o. 

Nei corpi duttili (fig. 141 a) la s si mantiene proporzionale alla c 
fino a un valore c, (limite di proporzionalità, praticamente uguale 
al limite o, di elasticità, n. 6) (punto a), poi cresce un pò più rapi- 
damente. Quando o raggiunge un valore cy (carico di snervamento) 
(unto bd), la e continua a crescere anche senza che cresca c; dopo 
di che si ha il periodo dei grandi allungamenti, durante il quale la c 


Fig. 141. 


TRAZIONE O COMPRESSIONE 131 


Noti questi valori, si fissa il carico di sicurezza k del materiale, te- 
nendo presente quanto si disse nel n. 14 e quanto si dirà in d) e nel 
Cap. XL. Quindi, essendo la oc. sulle sezioni rette maggiore della o 
sulle sezioni oblique (n. 106), la condizione di resistenza risulta 


(87) 0, = si <a 

Sulle tensioni oblique si hanno anche delle tensioni 7 (n. 106), ma di esse non 
si deve tener conto, poichè esistevano anche nel campione sperimentato; per 
eni la loro eventuale influenza nociva (nei corni come la ghisa e le pietre) s1 è 
manifestata anche durante la prova, influendo sul valore di o, (e quindi di %). 

La condizione (87) serve per la verifica di una trave quando si conosce N 
e A, e dev'essere soddisfatta affinchè la trave resista. Quando invece si cerca A 
conoscendo N e % (problema di progetto), si può porre 0, = % e si ottiene A = N/k. 
Infine, se si cerca il massimo sforzo normale ammissibile, si ha N = kA. 

Si noti che in questo caso di sollecitazione il materiale della trave è utiliz- 
zato nel modo migliore possibile, perchè la c,, essendo costante, può raggiun- 
gere in ogni punto il valore %; quindi tutto il materiale concorre in pieno a sop- 
portare le forze esterne. 

b) Alcuni materiali, come il ferro, gli acciai, il rame ecc., hanno 
circa la stessa resistenza a trazione o a compressione; per cui si consi- 
dera un solo carico di sicurezza % tanto se la trave è tesa quanto se è 
compressa. Invece altri materiali hanno diversa resistenza nei due casi: 
la maggior parte resistono di più a compressione (ad es., la ghisa si 
rompe a 7000 -- 8000 kg/cmq se compressa e a 1500 -- 2500 kg/emq 
se tesa, e le pietre si considerano non resistenti a trazione, perchè resi- 
stono in modo malsicuro); qualcuno però resiste di più a trazione, come 
il legno che si rompe in media a 700 - 900 kg/cmq se teso e a 250 + 350 
kg/emq se compresso. Perciò in questi casi si devono considerare due 
diversi carichi di sicurezza, %' a trazione e %k' a compressione, e quindi 
la condizione di resistenza diventa 


N _fSX' per la trazione 
(88) 0:=% S|" per la compressione. 


cresce relativamente poco (tratto c). Infine si ha la rottura (punto d). (La diminuzione di o in 
prossimità della rottura, mentre l’allungamento continua ancora a crescere, si rileva solo quando 
la macchina provoca l’allungamento e misura lo sforzo col quale la barra reagisce; e non si può 
maturalmente osservare quando invece si applica alla barra un peso crescente e si misura l’al- 
iungamento). Mentre al limite di elasticità la e vale circa 1/1000 (ferro) e allo snervamento è poco 
maggiore, alla rottura l’allungamento, misurato su di un tratto lungo 10 volte il diametro, può 
giungere anche al 30 %. 

corpi fragili (fig. 141 b, nella quale la e è rappresentata in scala maggiore che nella a) 
an diagramma 0a che si scosta man mano dalla tangente Ob all’inizio; cioè la e cresce 
in misura un pò maggiore rispetto alla legge di Hooke (v. nota 3 di questo capitolo). In tal mo- 
do si giunge alla rottura, che non è preceduta da fenomeni singolari e che avviene quando 
la e è ancora molto piccola. 
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Per i materiali di impiego più frequente i carichi di sicurezza comu- 
nemente adottati sono 


Ferro omogeneo . . . . . k = 1200 -- 1400 kg/emq 
Acciai... ... 0.0... + k =1600 4000 » 
Rame... ... 0... 0... k = 8001000 » 
Alluminio . ......... %k = 500- 600 » 
GUISA e ep nio e nr 200,300. » 

Dia din he re 1000 » 
GEN) rara e nr n e a BO 00. » 

di fna di i e ale ce RI L60770 » 
Calcestruzzo di cemento . . . . %'= 40-50 » (k'=0) 
Granito: uri e lot eee 0100 » » 
Afenarianio tion ia a Mena tin 2050. » » 
Muratura di mattoni . . . .. k'= 6-10 » » 


Il carico di sicurezza dei metalli impiegati in parti di macchine 
si riduce notevolmente per tener conto dell’effetto nocivo delle vibra- 
zioni. Le pietre naturali, la cui resistenza varia largamente con la 
provenienza, si provano di volta in volta quando sono destinate a opere 
importanti. 


e) L'esperienza insegna che la rottura dei corpi (specialmente quelli dut- 
tili) è dovuta prevalentemente all’eccessivo valore raggiunto dalla dilatazione e, 
anzichè a quello della tensione o (Cap. XL); per cui si deve porre un limite a e 
e non a 0, ciò che si fa nei casi più complessi di sollecitazione (Cap. V, Dj; VII, 
IX). Tuttavia nel caso dello sforzo normale semplice è indifferente limitare e 0 
o poichè, esistendo la corrispondenza biunivoca (83) fra o ed e, se e è il massimo 
valore ammissibile per e e % è il valore corrispondente di o, quando o non supera 
k si è certi che anche e non supera &. 

d) L'esperienza insegna anche che quando avvengono numerose variazioni 
periodiche dello sforzo nel tempo, si manifestano nei corpi dei fenomeni di fatica 
che ne abbassano notevolmente il carico di rottura. Esporremo nel Cap. XXXVI 
le leggi trovate da Wéohler in seguito a lunghe indagini e i risultati degli studi più 
recenti. Diciamo per ora che il comportamento di un materiale alla fatica è ca- 
ratterizzato da tre elementi: 

la resistenza statica c, che rappresenta la o di rottura per carico costante; 

la resistenza originaria o, che è il valore al disotto del quale facendo 
variare o da 0 a o, non si ha la rottura qualunque sia il numero delle ripeti- 
zioni; 

la resistenza all’inversione c; che è il valore al disotto del quale facendo 
variare o fra + 0; € — 0; non si ha la rottura qualunque sia il numero delle in- 
versioni. 

La resistenza di lavoro c,, quando o varia moltissime volte fra due valori 
estremi Omar © Omin dipende dal rapporto Gmin/Oma: © dalle tre resistenze sud- 
dette (mar © Omin iN valore e segno). 
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Assai note sono le formule di Launhardt-Weyrauch dedotte dalle esperienze 
di Wéhler 


0, 
\ 0;= vo(! + (oo SE Gmag © Omin hanno lo stesso senso 
max 
(89) i 
Omii % A 
I 0= 0 (i + ES » » » sensi contrari, 
mm 
dove 
0s— 0 do — 0; 
a=-_, B= 0. 
o o 


Per il passato si usarono i valori a = £ = 0,5 e quindi 
89,) 0 = 0o(1 + 0,6 0me); 
\ Tmax! 


invece recenti regolamenti prescrivono a = = 0,2-+ 0,3. 
T'etmajer propose l’espressione 


2 
90 c,= a+ bm 4 g(min) 
(0) bd a 
essendo 
Gs — 0; + 0; 
= be e sr” CIA 


Relazioni analoghe danno il carico di sicurezza %, (che è una frazione di 07). 


Esercizio 63. — Determinare le sezioni A a A, che devono avere le due aste 
BO e BD della mensola della fig. 142. 
Soluzione. Dal triangolo di equilibrio si deduce 
P P » 
= a = 2. N=- gw =— 1732 P. 
Se P = 3000 kg, si ha N = 6000 kg, N, = — 5196 kg; 
quindi se si assume % = 1200 kg/emq si trova A=5 emq, 
A, = 4,33 cmq. L’asta BD, essendo compressa, dev'essere 
poi verificata anche al carico di punta (Cap. XIII, B). Fig. 142. 


Esercizio 64. — Si fa ruotare intorno a una delle estremità un filo di ferro 
Jungo r = 1 m e di 2 mm di diametro, che sopporta all’altra estremità un corpo 
pesante 1 kg. Quanti giri al minuto primo può compiere il filo senza che o superi 
1000 kg/emq? 

Soluzione. La massa del corpo è m = P/g = 1/g. 

Se si trascura la massa del filo, lo sforzo di trazione, uguale alla forza centri- 
fuga, è N= m@8r; quindi dev'essere 


/oA 


mor = dA, da cui deli 
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Coi dati del problema si ha 


/981 - 1000 - 0,0314 
= = geo = 17,55 rad/sec 
e il numero di giri al minuto primo risulta 


__ 17,55 
— 2a 


n 60 = 167,6. 


Esercizio 65. — Una cinghia di cuoio trasmette la potenza di 4 HP con la 
velocità di 5 m/s. Calcolare lo spessore, essendo la larghezza di 12 em. 

Soluzione. Se P è lo sforzo trasmesso alia periferia della puleggia, si ha 

4-75 = 300 kgm/s= Po, da cui P=300_ 60 kg. 

Com'è noto, lo sforzo nel tratto motore della cinghia è maggiore di P; in media 
per cinghie non incrociate esso vale 2,25P = 135 kg. 
Assunto il carico di sienrezza di 25 kg/emq, si trova 

135 5,4 
A=35 =54 mq, 8=]7 = 0:45 om. 


Esercizio 66. — Determinare la tensione nella la- 
Pig. 143. miera di un tubo circolare, soggetto alla pressione in- 
terna p, e l'aumento che subisce il raggio. 

Soluzione. Se si considera un anelio di tubo di lunghezza uno, la metà di esso 
ottenuta mediante un piano diametrale, è soggetta alla pressione p e ai due sforzi 
normali N sostituiti alla metà soppressa (fig. 143). Per l’equilibrio nella 
direzione y si ha 


fora sena=2N, 
0 
da cui 


(91) N= pr, 


in armonia con quanto si trovò in altro modo nell’esercizio 1. 

L’area della sezione sulla quale agisce N è 1 -s, essendo s lo spessore del 
tubo. Se s è piccolo rispetto 2 r; si può ammettere che o sia uniforme nello spes- 
sore (!°); quindi, confondendo inoltre 7; col raggio medio rm, si ha 


(92) o=ptù. 


(3°) Se si trascura la variazione As dello spessore dovuta alla contrazione trasversale (n. 108), 
il raggio r di una qualunque fibra circolare, sia interna che esterna, subisce un aumento costante 
Ar, e quindi ogni fibra subisce lo stesso allungamento totale AI = 2r(r + Ar) — 2rr = 2rAr. Ma 
ia lunghezza / delle fibre è minore per quelle più interne, per cui esse subiscono una dilatazione 
e = AUI maggiore e quindi una c maggiore. Se invece si tiene conto di As, si riconosce che la o 
non è costante a maggior ragione. Tuttavia se s è piccolo rispetto a r, la differenza delle varie 
lunghezze è trascurabile e la c è praticamente costante. 

La (91) è valida anche nel caso generale, in cui il raggio r e la pressione p siano diversi da 
punto a punto (v. la nota 15 del Cap. XXVII). Per i tubi grossi si veda il n. 593. 
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Ad es., se r,/s= 50, si ha co = 50p e per p= 24 kg/cmq risulta 
o = 1200 kg/emq. 

La dilatazione vale 
o _ Pn. 
E° Es” 


g= 


quindi l'aumento del raggio risulta Ar = ern, ossia 


7 _ drh 
(93) dr. 


Esercizio 67. — Una diagonale di un ponte metallico a travata è soggetta a 
sforzo di trazione variabile fra 8t e 20t. Calcolare la sezione occorrente, sapendo 
che le caratteristiche del ferro impiegato sono o, = 4360 kg/cmq, co = 2400 
kg/cmq, o; = 1980 kg/emq. 

Soluzione. Usando la prima delle (89) si ha 


a= 0,817,  6,= 2400(1+ 0,817 - 0,4) = 3184 kg/emq . 
Se invece si usa la (90) si ha 
a= 2400, b= 1190, c= 770, o, = 2999 kg/cmq. 


Adottando un coefficiente di sicurezza 3,5 si ottiene nei due casi %, = 910 
kg/cmq e %, = 856 kg/emq. Col secondo valore la sezione necessaria è 


Esercizio 68. — Lungo l’asse di un tirante di cemento armato di sezione qua- 
drata di 10 em di lato si dispone una barra di ferro di 20 mm di diametro. 
Con che forza si deve tendere il ferro durante la presa del calcestruzzo, affinchè 
sotto il carico di esercizio di 5000 kg il calcestruzzo risulti compresso con 
o, = 5 kg/cmq (anzichè teso)? 

Soluzione. La trazione di 5000 kg applicata al tirante inerte provocherebbe 
nei due materiali una e che soddisfa l’equazione 


EA, + E;eA; = 5000, 
da cui 


5000 sn 5000 3 
FA:+E,A, 2-10 -100+ 2 - 108 - 3,14 


0,000190 . 


(A, = 100 cmq trascurando il posto occupato dal ferro). 

A questa e corrisponderebbe nel calcestruzzo una tensione di trazione 
o, = E, = 38 kg/cmq. Affinchè rimanga invece una compressione di 5 kg/emg 
si deve avere una compressione preesistente di 43 kg/cmq. 

A tal fine fu teso il ferro durante la presa con una forza _Y, che venne poi sop- 
pressa a presa ultimata; soppressione che fu accompagnata da un accorcia- 
mento unitario e, dei due materiali, il quale provocò nel ferro una diminuzione 
di trazione E,e,4; e nel calcestruzzo una compressione EggA, Dopo ciò, ri- 
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sultando il tirante privo di forze esterne, dev'essere la trazione nel ferro uguale 
alla compressione del calcestruzzo: 
X_- E,eAy= Esg4c - 

Ma deve risultare o, = Exe, = 43 kg/emq; inoltre E,e, = 430 kg/emq (perchè 

E,= 10). Perciò si ha 
X — 430 - 3,14 = 43 - 100, 

da cui X = 5650 kg. 

Durante la presa il ferro è dunque teso con a, = 1799 kg/cmq; nel pilastro 
scarico si ha o, = 1799 — 430 = 1369 kg/cmq; infine, sotto il carico di eser- 


cizio di 5000 kg si ha o, = 1369 + 380 = 1749 kg/emq. Questi valori sono am- 
missibili in un ferro acciaioso. 


108. La contrazione trasversale. 


Contemporaneamente alla dilatazione longitudinale e, si manife- 
stano delle dilatazioni trasversali e, ed e. uguali fra loro, di segno con- 
trario alla e, e di valor assoluto minore, la cui dipendenza da e, si espri- 
me con 

€ 
(94) &= i TÈ 


m’ 


dove 1/m = v è il coefficiente di contrazione trasversale o coefficiente di 
Poisson. 

In seguito alle teorie molecolari dei corpi isotropi svolte da Navier 
e da Cauchy, si ritenne per molto tempo che per questi corpi fosse 
m = 4. Invece le esperienze più accurate danno per i metalli più usati 
nelle costruzioni, come il ferro e gli acciai, circa m = 10/3 = 3,3, ossia 
v = 0,3. Per altri metalli m varia fra 2,5 e 4; per il calcestruzzo si può 
ritenere m = 6 — 10 (11) (12). 


Esercizio 69. — Una barra di ferro di 36 mm di diametro è tesa con una forza 
di 12 t. Calcolare la diminuzione del diametro. 

Soluzione. La sezione è A = 10,18 cmq, quindi si ha o, = 1179 kg/emq. Sup- 
posto E = 2,1] - 106 kg/cmq ed m = 3,3, risulta 


e, = 0,0005611, — 0,000170, 4a= — 0,0061 mm. 


(1) Una limitazione intuitiva dei possibili valori di m si ha osservando che, nel caso di 2, 
‘positiva, e, ed e, non possono essere positive, non essendo concepibile che la barra si allarghi per 
effetto dell’allungamento, e non possono essere in valor assoluto maggiori di e,/2, altrimenti il 
volume della barra, che tende ad aumentare, diminuirebbe (infatti il volume unitario di un cu- 
betto di spigoli unitari paralleli agli assi x, y, 2 diventa (1 + cy)(1 + cy)*; cioè, trascurando i ter- 
mini di secondo e di terzo grado nei fattori piccolissimi e, aumenta di e, + 2ey; quindi il vo- 
lume rimane invariato se e, = — €,/2). Pertanto e, ed e, sono comprese fra zero e — £,/2, ossia 
m è compreso fra co e 2. Più ristretta può sembrare la limitazione di 1/m, che risulta com- 
preso fra 0 e 0,5. 

(**) Naturalmente nelle formule (81) e (84) si trascura la piccolissima variazione della sezione A. 
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Esercizio 70. — Di un filo di ferro lungo 50 cm e di 5 mm di diametro sogget- 
to a trazione si misura l’allungamento 42 = 0,3 mm e l’aumento di volume AV 
= 2,28 mme. Determinare il valore di m. 

Soluzione. Come si è osservato nella nota 11 e come si vedrà nel Cap. V, D), 
la dilatazione cubica e, ossia l’aumento dell’unità di volume 4V/V, è data da 
€= &+ ey+ e, Nel nostro caso si ha e = A4V/V = 2,28/9817 = 0,000232. 
D'altra parte si ha e, = 47/1 = 0,3/500 = 0,0006. Perciò si ricava 


E, +e, =e— e, = —0,000368, e,= e,= — 0,000184, 
e quindi 
a 0,0006 
15 e, = 0,000184 © 3:28 - 


109. N lavoro di deformazione. 


a) Supponiamo che la forza esterna cresca da zero al valore 
finale N in modo abbastanza lento per non produrre azioni dinamiche 
sensibili, cioè in modo statico (n. 2), e calcoliamo il lavoro che essa 
compie per effetto dello spostamento del suo punto d’applicazione, che 
cresce contemporaneamente da zero a A (lavoro di deformazione, perchè 
va speso per deformare la barra). 

Se in un istante qualunque la forza ha raggiunto un valore inter- 
medio aN, essendo a un numero variabile da zero a uno, e se non si 
oltrepassa il limite di proporzionalità, la corrispondente variazione di 
lunghezza avrà raggiunto il valore a4l. Diamo ora alla forza un inere- 
mento infinitesimale d(aN) = Nda: il punto d’applicazione subirà un 
ulteriore spostamento d(a41) = Alda, e il lavoro corrispondente, a 
meno di un infinitesimo di secondo ordine, è il prodotto della forza 
pensata costante per lo spostamento, ossia dL = aN - Alda. Il lavoro 
totale vale perciò 


L = far - 24 (aa = E, 


0 


ossia è la metà del prodotto dei valori finali della forza e della varia- 
zione di lunghezza (caso particolare del teorema di Clapeyron che dimo- 
streremo nel Cap. XVI). 

Era facile prevedere che il lavoro è minore di N/!, perchè durante 
lo spostamento 4! la forza ha valori minori di N, e raggiunge questo 
valore solo quando lo spostamento ha termine. Ma se la legge di dipen- 
denza fra N e Al non fosse lineare, il fattore di riduzione sarebbe diverso 
da 1/2 (n. 109 c). 
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b) Per la (84) il lavoro di deformazione è esprimibile anche in 
funzione della sola forza N o della sola deformazione A! (funzioni qua- 
dratiche); per cui si hanno tre diverse espressioni 


NA NI _ BAAF 
2 C2EAT 2 


(95) L= 
Inoltre, se si indica con Y = Al il volume della trave, le (81), (82) 
e (83) consentono di esprimere L in funzione di o, e di e;: 


(96) L=30e,V = 3g 0iV = = aV (8). 


e) Al risultato (95) si giunge anche considerando il diagramma sforzo assiale- 
deformazione (fig. 144). Se a un valore intermedio N' corrisponde il valore inter- 


Fig. 144. Fig. 145. 


medio é e se all'incremento 4N' corrisponde l’incremento dò, il lavoro compiuto 
durante questi incrementi è dL = N' - dò ed è misurato dall’area della striscia 
tratteggiata. Il lavoro totale è misurato perciò dall’area del triangolo, cioè da 
NAI2. 

d) Se non si supera il limite di elasticità, il lavoro esterno compiuto dalla 
forza esterna N si trasforma in energia potenziale elastica e viene completamente 
restituito quando la forza cessa di agire. Esso corrisponde al lavoro interno com- 
piuto dalle tensioni interne 07. 


(®) Questa espressione di L in funzione di o e di e (lavoro interno di deformazione) si di- 
mostra in modo più generale considerando un parallelepipedo di spigoli dr, dy, dz, le cui faccie 
di aerea dy de sono soggette alla forza c,4yd:, mentre la sua lunghezza dx subisce la variazione 
eydx. Il lavoro di deformazione del parallelepipedo risulta 


dl = 3 oxdude: ce = L o,,dV, 


dove il fattore 1/2 è dovuto (n. 109 a) all'aumento graduale di 0,. 
Perciò il lavoro relativo al volume uno è 0,5,/2, mentre il lavoro totale è 


1 1 E | 
(96,) L= 3 / cd =sp/ dar -È (dar. 
7 La 7 


Nel n. 121 e nel Cap. IX studieremo il caso generale in cui, invece della sola c,, esistono più 
tensioni. 
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Esercizio 71. — Il sistema della fig. 145 è costituito da cinque aste artico- 
late di uguale sezione. Calcolare l'allontanamento é dei due punti A e B per ef- 
fetto delle due forze P. 

Soluzione. Se si considera l’equilibrio del nodo A e del nodo C si trova 
8= PV, 8=—P. 

Calcolando il lavoro interno di deformazione delle cinque aste mediante la 
seconda delle (95) si ha 

828 St? 4 v3 Pig 


TLi=4spa + RA ana: 


D'altra parte, se d è lo spostamento cercato di B rispetto ad A, il lavoro 
esterno compiuto dalla forza P vale L, = P6/2. 

Uguagliando il lavoro interno a quello esterno 
si ottiene (14) 


5= @+VDzi. 


L’avvicinamento dei due punti C, D è uguale al- 
l’accorciamento dell'asta OD, cioè a PsV/2/FA . 


Esercizio 72. — Calcolare gli sforzi nel sistema 
di sei aste articolate di uguale sezione della fi- 
gura 146 a). 

Soluzione. Il sistema ha un’asta sovrabbondante, 
quindi (n. 48) è una volta staticamente indetermi- 
nato. Soppressa l’asta AB e sostituita con lo sforzo 
incognito X (fig. 146 b), lo spostamento di B rela- 
tivo ad A nel sistema di cinque aste per effetto Fig. 146. 
delle forze P — X dev'essere uguale all’allungamento 
dell’asta AB per effetto della forza X. Per il risultato dell’esercizio 71, si ha 


quindi 
15 (P— Xe _Xsv2. 
@+V29 Fa = 4 


da cui 


e Vp = 0,7072. 


(!*) La lunghezza finale dell’asta 4C diventa s + v e quella della metà della diagonale CD 
diventa s//2 — u, essendo u = Ps/2EA. Perciò si può anche ottenere l'allungamento 5/2 
della metà della diagonale 4B pensando che tale metà diventa un cateto del triangolo rettangolo 
che ha come ipotenusa s + u e come altro cateto s/y/2 — u: 


C) s : 8 8 > dia i 
Sc + -(—-u- = -(y nici)- 
z @+u) oz: “) hr; Fa(V1+30+ vi 1 
_” 3 _2+V2, Ps 
SA @+VvD3= s fa 
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Gli sforzi nelle altre aste sono 


g=P=E_V2-1p_ 0907P, gi =p-x=?=M?P- 0,993P. 
Vv? 2 2 
Le variazioni delle distanze AB e CD risultano 
—- Xsv2 Ps 
AAB:=* FIORA" 
ca (P— X)sV2 Ps Ps 
A40D o) (V2-1)77 0,414 77: 


110. Azione dinamiea del carico. 


Consideriamo una barra fissata all’estremità O e libera all'estremità B alla 
quale applichiamo una forza P (fig. 147 a). Nel n. 109 si è ammesso che la forza 
venisse applicata gradualmente, cioè che cominciando da zero raggiungesse il 

valore finale P o N in un tempo sufficiente per consen- 
l (6) tire alla dilatazione e,, e quindi anche alla tensione in- 
terna c, che ne è la conseguenza (n. 10 c), di crescere di 
pari passo con la forza. In tal modo in ogni istante inter- 


sì è medio l’estremo B è soggetto alla forza esterna P' e alla 

tensione interna N' = o', A, che si fanno costantemente 

equilibrio; per cui il moto di B avviene senza sensibile 

B B 7 accelerazione. L’allungamento finale della barra (fig. 147 a) 
pi pp è BB, = Al e la tensione finale è o, = P/A. 

»= Supponiamo invece che la forza passi bruscamente, ma 


senza urto, da zero a P (ad es., si sostiene il peso P in modo 

Fig. 147. che la barra non sia allungata, poi si sopprime bruscamente 

il sostegno). Lo sforzo interno N' = o’, A all’inizio è nullo, 

pur essendo già applicata la P- (perchè è ancora e, = 0), e cresce con l’allunga- 

mento della barra e proporzionalmente a esso, diventando uguale a P solo quando 

l'estremità B giunge in B, (fig. 147 b) (!). Perciò il moto di B da B a B, è ae- 

celerato, prevalendo P su N'; quindi B non si arresta in B,, ma prosegue per 

la forza viva acquistata dal peso P. Al di là della posizione B, di equilibrio sta- 

tico, lo sforzo interno N' è maggiore di P, quindi l’accelerazione diventa ne- 

gativa e il moto è ritardato; finchè in un punto B, l'estremo si arresta e il moto 
8’inverte. 

In ogni istante l’accelerazione, positiva o negativa, è proporzionale a P — N' 

o a N'— P, cioè proporzionale alla distanza B'B, dell’estremità della trave da 


() Si suppone trascurabile la massa della barra, per cui la deformazione si manifesta in 
tutta la sua lunghezza senza ritardi. Il caso delle barre di massa propria considerevole rientra 
nei problemi di urto, che studieremo nel Cap. XXXYV. Di essi si trova un’ampia bibliografia in 
Handbuch der Physik, 6° vol., pag. 525 Berlino, Springer, 1928. 
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B,; perciò il moto è oscillatorio armonico (!) intorno alla posizione B, di equi- 
librio statico. 

Il punto B, è simmetrico di B rispetto a B,; quindi l’allungamento massimo, 
e per conseguenza anche la tensione 0, mar, raggiungono valori doppi di quelli 
raggiunti nel caso statico. Da ciò risulta l'influenza nociva del carico dinamico, 
che è ancora aggravata se questo, cadendo, agisce con urto (Cap. XXXV). 


111. Travi di peso non trascurabile. 


Consideriamo una trave prismatica ad asse verticale, avente un’estre- 
mità fissata e l’altra libera e soggetta a un carico assiale P che agisce 
per trazione o per compressione (fig. 148). Se il peso proprio della trave, 
misurato da p per unità di lunghezza, non è trascurabile in confronto 
di P, lo sforzo normale varia da sezione a sezione, 
e a distanza « dall’estremo libero si ha 


N=P+pa, emy 
Nella sezione fissa si hanno i valori massimi 


P ll 
Rel ati 


quindi la condizione di resistenza è 


P si pi_fW 'p 
\ kb. Fig. 148. 


La (84) non è applicabile all’intera trave perchè N è variabile ma 
vale per un tronco de nel quale N si può ritenere costante; perciò 
l’allungamento è dato da 

pl 
( +5 ) 


EA } 


1 
Nda 


A =| Ti" FA, 


n feto )de 


ed è lo stesso che si avrebbe se N fosse costante e uguale al valore me- 
dio P + pl/2. 


Esercizio 73. — Calcolare la sezione che deve avere un filo di ferro omogeneo 
lungo 600 m che sostiene un peso di 80 kg all’estremità inferiore, e determinarne 
l'allungamento. 


{!) In realtà, per le resistenze passive, il moto è oscillatorio smorzato e si arresta infine 
nel punto B,. Il lavoro compiuto dalla forza P è PAI, cioè doppio di quello che compie la forza 
statica, mentre il lavoro di deformazione accumulato nella trave sotto forma di energia poten- 
ziale elastica è ancora PAI/2. L’altra metà viene dispersa dalle resistenze passive. 
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Soluzione. Se y è il peso specifico del ferro, nella sezione più alta dev'essere 


a P. 
Nma = P+ yAl= kA, da cui A= cai 
Per y = 0,0078 kg/cme e %k = 1200 kg/cmq si ha 
A 50) 0,1092 emq, d= 3,73mm 


1200 — 0,0078 - 60000 


Se non si fosse tenuto conto del peso proprio, sarebbe risultato 


80 
A= 1900 > 0,0667 cmq, d= 2,92 mm. 


L’allungamento è dato da 
yAl ( lo 
(P+27 iL 80+ °5= ) 60000 


de EA 2,1 - 108 - 0,1092 


= 27,6 cm. 


Esercizio 74. — Calcolare l'allungamento e il lavoro di deformazione di una 
barra prismatica pendente verticalmente e soggetta soltanto al peso proprio. 

Soluzione. Alla distanza x dall’estremo inferiore si ha N = yAx. Quindi si 
ottiene 


Esercizio 75. — Determinare la lunghezza massima di un filo metallico ap- 
peso verticalmente, compatibilmente con la resistenza, oppure al limite di 
rottura. 

Soluzione. Nella sezione d’attacco si ha Nmar = y41 = cA, da cui 


Da 5 (indipendente da 4). 


Nel caso del ferro, per o = % = 1200 kg/emq o per o = 0, = 4000 kg/emq, 
risulta 


1200 de 

kh= 0,0078 = 153900 cm = 1539 m, 
4000 (5; 

Ie 0,0078 = 513000 cm = 5130 m. 

Nel caso dell’alluminio 
600 
= —_= 22 = 222 

»= 0,0027 222000 cm = 2220 m, 

1800 


L = 666000 cin = 6660 m. 


© 6,0027 
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B) TRAVI DI SEZIONE VARIABILE. 


112. Estensione dei risultati precedenti. 


L'ipotesi dell’uniforme ripartizione della o, nella sezione, e la rela- 
zione (81) che ne consegue, è esatta soltanto per le travi prismatiche. 
Tuttavia, quando la sezione varia m modo lento e continuo si può 
ancora usare la (81), con un’approssimazione tanto migliore quanto 
più lenta è la variazione. Nel n. 114 esamineremo alcuni dei casi nei 
quali si conosce l’esatta distribuzione delle tensioni, onde avere un’idea 
dell’entità degli errori che si possono commettere e usare le opportune 
cautele nel fissare il carico di sicurezza. 

Inoltre, per queste travi non valgono le (84) e (95), perchè richie- 
dono la costanza di N e di A; però esse sono accettabili per ogni tronco 
dx della trave, specialmente se la variazione di A è lenta, per cui si ha 


ti 
"da 
Z4 î 


l 

° N°dw 

(97), (98) 4 = L =| STI 
Ù 

Nel caso in cui la o, sia sensibilmente variabile nella sezione, anche 

questa espressione di L cade in difetto; in tal caso, quando si conosca 

la legge di variazione di o, nella sezione o non esistano altre tensioni, 


si ricorre a una delle (96), che diventano (v. nota 13) 


Lf E 1 (02, 1 
(99) Ha 3 [ose.d) -3/F = 3/ Fear. 
Vv Vv Vv 


Infine, la (81) e le (97), (98) si estendono anche al caso delle travi 
curve, con approssimazione tanto migliore quanto più il raggio di 
curvatura è grande in confronto delle dimensioni della sezione. 


Esercizio 76. - Calcolare l’allungamento di una barra conica ad asse verti- 
cale col vertice in basso, dovuto al peso proprio. 

Soluzione. S© Amas è l’area della base e G = yA mazl/3 è il peso del cono, l’area 
di una sezione distante x dal vertice e lo sforzo normale corrispondente sono 


Eni Cad sat G x x 
E: N=057; quindi == 77 Ome 7 
Perciò l’allungamento è dato da 
È : 1 ta 
Tmax mas! PA 
4= | edo =" i cda = Ge = 
Ù 


ed è indipendente da A,,a,. 


A = Amos 
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113. Le travi di uniforme resistenza. 


La resistenza delle travi considerate nel n. 111 è completamente 
utilizzata soltanto nell’estremità fissa, mentre tutte le altre sezioni 
sono esuberanti; ciò che causa uno spreco di materiale, nonchè un 
aumento del peso proprio e quindi della sezione occorrente (anzi, come 
mostrano gli esercizi 73 e 75, oltre una certa lunghezza il problema 
non ha soluzione). Perciò, quando si tratti di travi di notevole impor- 
tanza (pile di alti viadotti, lunghe funi per miniere) conviene far va- 
riare l’area delle sezioni in modo che la 
tensione 0c., supposta ancora uniforme- 
mente ripartita (n. 112), risulti dovunque 
uguale al carico di sicurezza k. 

Se A è Parea della sezione all’ascissa 4 
(fig. 149) e A + dA è quella all’ascissa 
x + da, l'incremento dA dev'essere tale 
che l’incremento di resistenza %kdA so0p- 
porti il peso yAdx del tronco de. Deve 
quindi essere 


kdA = yAda, ossia va =L do î 
ì, da cui integrando 
Fig. 149. log 4 =to +0. 


Per « = 0 deve risultare A uguale all'area A, della sezione iniziale, 
per cui è C = log Ao. Sostituendo si ha 


log A — log Ao =logd Lo, 
i) 


e passando dai logaritmi ai numeri 


hd ? 
A x ta 
ve e" È A= Ae 
Infine, dovendo essere anche nella sezione iniziale P/Ay = &, si ottiene 
Za 
(100) ate”. 


La variazione di lunghezza si ha dalla (97), che si semplifica osser- 
vando che N/A = k è costante: 


l 
(101) Ai=|£ 
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{1 volume della trave risulta 
3 Ea 
N k 
V=|A4do = Asl do = -{A,- 40) 

ò ò ‘ 
(espressione che si ottiene anche osservando che l'aumento di N dovute 
al peso yV della trave deve uguagliare la maggiore resistenza KA, — KA, 
della sezione A, in confronto della Ao). 


Esercizio 77. — Determinare la legge di variazione delle sezioni di uniforme 
resistenza di una pila di pietrame di un viadotto alta 60 m, che sopporta in sor:- 
mità 600 t, essendo y = 2,0 kg/dme e % = 16 kg/emq. 

Soluzione. La sezione iniziale è 


0= SODIO = 37500 emq = 3,75 mq. 


La sezione alla base risulta 


A, = 37500 18 = 37500 e0»75° — 79387 cmq = 7,94 mq. 
Le sezioni a 10-20-30-40-50 m sotto la sommità risultano di 4,25-4,82-5,46- 
6,19-7,01 mq. 
Il volume risulta 


Ud 16 (79400 — 37500) = 335 200 000 eme = 335, 2 me, 


0,002 


mentre una pila prismatica (es. 73) avrebbe richiesto una sezione di 15 mq o un 
volume di 900 me. 


Esercizio 78. — Progettare una fune d’acciaio per miniera lunga L = 800 m, 
formata di quattro tratti di sezione costante lunghi 7 = 200 m ciascuno, capace 
di sopportare un peso utile P = 3000 kg con la tensione massima di 1800 kg/cmq. 

Soluzione. Se i tratti avessero lunghezze diverse 1, la, ... l,, ... In, all'estremità. 
superiore del tronco Il, dovrebbe essere 


P+yAlh=k4,,  dacui A=po; 


all’estremità superiore del tronco I, 
P+ yA,l + yA.l3 = kA,, da cui 


P+yAlh _ KA; Ph l 
k_ vl k_ylh, (k_yl)k—yh)” 


Ai 


quindi in generale 


Cano 
‘102) A, ER 


&— ph)k— 743) (k— 7h)” 


O. BELLUZZI - Scienza delle costruzioni - I 10 
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In particolare, se tutti i tronchi sono lunghi 7 si ha 


Pr 
(102,) 4,= dd 
Nel nostro caso, essendo % — yl = 1800 — 0,0078 - 20000 = 1644 kg/emq, ri- 
sulta 


__ 3000 __ 3000 - 1800 


A; = 1644 > 1,825 cmq, A,= 1644 = 1,998 cmq, 
3000 - 18002 : 
PES o = 2,188 emq, 4,= OO = 2,396 cmq. 


114. La ripartizione reale delle tensioni. 


a) Sezione variabile con continuità. Un caso tipico per il quale la Teoria 
della elasticità dà la soluzione esatta (1) è quello della trave a forma di cuneo, 


Fig. 150. Fig. 151. 


cioè di spessore costante b e di larghezza variabile linearmente (fig. 150 a). Nelle 
sezioni cilindriche mn aventi per asse lo spigolo del cuneo si hanno sole tensioni 
normali, dirette perciò secondo il raggio r, espresse da 


La o, è quindi massima nel punto o e minima nei punti m ed n. Se invece 
si calcola mediante la (81) la o in una sezione piana m’n' normale all’asse e di- 
stante x = r dal vertice (fig. 150 b), supponendola uniforme e normale alla se- 
zione, si ha un valore medio omezia = P/2bx tg a/2. Il valore mas è tanto mag- 
giore di Gmedia quanto più grande è a: per a = 10°-209-300-400-50°-60° la differenza 
è 0,52-2,05-4,71-8,58-13,8-20,7 % del valore di Gmegia- Perciò la (81) si può usare 
con sufficiente approssimazione, purchè a non sia molto grande. 

b) Sezione variabile bruscamente. Nelle barre tonde o piatte che presen- 
tano intaccature (fig. 151 a) la tensione si concentra fortemente nei punti #m 


(*) J. H. MICHELL: « Proc. London, Math. Soc. », vol. 34, 1902, pag. 134. 
V. anche A. Miura: Spannungskurven in rechteckigen und keilfòrmigen Trigern, pag. 50. 
Berlino, Springer, 1928. Questo problema è studiato nel n. 597 a). 
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ed n (18); se l’intaccatura è semicircolare o rettangolare, ma: SÌ aggira intorno 
2 20media, MONtre se è triangolare può giungere & 60megia. In particolare nelle pro- 
vette per saggi di trazione delle malte di cemento, le ricerche fotoelastiche 
(Cap. XXXVIII) mosirano (19) che Gar = — 2,10 Omedia Nei tipi simili all’itaiiano 
(fig. 151 b) © 1,75 Omegia Nel tipo inglese (fig. 151 c). 

Nelle barre tonde o piatte che presentano un cambiamento di sezione cor 
raccordo (fig. 152) si ha una concentrazione della tensione nei punti m ed », tanto 
più forte quanto minore è il raggio 0 del raccordo e quanto maggiore è il cam. 


D) 
13 
© VU 
a) b 
Fig. 152. Fig. 153. 


biamento di sezione. Ad es., nelle barre piatte il coefficiente di aumento per g/d = 
= 1/2 è 1,3 se b,/b = 1,5 e 1,6 se d,/b = 3; mentre per o/b = 1/8 è 2,0 se b,/b = 1,5 
e 2,7 se b,/b = 3; e rimane praticamente immutato se d,/b> 3. 

Un foro circolare praticato in una lamiera tesa o compressa uniformemente 
in una direzione contenuta nel piano medio (fig. 153 a) provoca forti concentra- 
zioni della tensione nei punti m ed n. Se la larghezza della lamiera è infinita, si 
trova (2°) Gmar = 30, essendo o la tensione in mancanza del foro; risultato ac- 
cettabile anche per una lamiera non molto larga, ma con foro relativamente pie- 
colo. Se il foro è ellittico con semiassi a normale e d parallelo allo sforzo 
(fig. 153 b), si ha (21) Gmas = 0(1+ 2a/b), per cui Gmaz/o può essere anche molto 
maggiore di 3 quando a è maggiore di b. 


(3) E. PreUSS: Versuche iiber die Spannungsverteilung in gekerbten Zugstéiben, « Zs. V. D. I. 9* 
1913, pag. 664. 

(®*) E. G. COKER: « Proc. of Intern. Assoc. Test. Mat. +», New York Congr. 1913. V. anche 
CoKER e FILON: Photo-Elasticity, Cambridge, 1931, pag. 578. 

(®°) G. KirscH: Die Theorie der Elastizitit und die Bediirfnisse der Festigkeitslehre, « Zs. V. 
D. I.», 1898, pag. 797. 

E. PrEUSS: Versuche iber die Spannungsverteilung in gelochten Zugstiben «Zs. V. D. I.», 
1912, pag. 1780 (verifica sperimentale). 

Per una trattazione relativamente semplice e per le altre indicazioni bibliografiche si veda 
S. TIMOSHENKO: Theory oj Elasticity, New York-Londra, Mc Graw-Hill, 1934; oppure la tradu- 
zione francese, Parigi, Béranger, 1936. 

L’influenza di una piccola cavità sferica nell'interno di una barra soggetta a tensione o se- 
condo l’asse è stata studiata da R. V. SovtawELL, « Phil. Magaz. », 1926. La massima influenza. 
si ha nei punti dell’equatore della cavità, nei quali la o è quasi esattamente raddoppiata. 

(®) G. KoLosorr: Dissertazione, Pietroburgo, 1910. 

©. E. InGLIS: * Engineering », vol. 95, 1913, pag. 415. 

T. PòscHL: « Math. Zs », vol. 11, 1921, pag. 95. 
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Ciò che si è detto vale naturalmente purchè Gm non superi il limite di pro- 
porzionalità. Perciò nei materiali fragili, essendo tale limite prossimo alla rot- 
tura, la concentrazione della tensione permane anche quando la tensione è ele- 
vata, © la Oma: può facilmente raggiungere valori tali da provocare la rottura. 
Invece nei materiali duttili, che raggiungono il limite di proporzionalità e lo sner- 
vamento molto prima che avvenga la rottura, al di là di tale limite si hanno 
deformazioni plastiche e adattamenti che consentono alla tensione di distribuirsi 
pressochè uniformemente. Infatti, l’esperienza conferma che le intaccature e i 
fori diminuiscono notevolmente la resistenza se il corpo è fragile. Mentre una 
barretta di materiale duttile intaccata per un breve tratto resiste invece di più 
di una sezione costante e uguale alla minima sezione mn; ciò che è dovuto al- 
l’impedimento opposto dalla parte larga alla contrazione laterale della parte 
ristretta, con effetto analogo a quello delle cerchiature nei pilastri compressi 
(n. 122 a). Tuttavia anche i materiali duttili, se soggetti a frequenti variazioni 
di sollecitazione che li fanno diventare fragili, come certe parti di macchine, si 
fessurano facilmente in prossimità delle intaccature. 


C) EQUILIBRIO DEI FILI E DELLE FUNI. 


115. Generalità. 


I fili e le funi flessibili, con le estremità fissate in due punti e sog- 
getti all’azione del peso proprio e di eventuali carichi accidentali ripar- 
titi o concentrati, sono sollecitati a trazione semplice. Essi si adattano 
alla funicolare del carico. che è la loro configurazione di equilibrio; 
quindi lo studio statico si riduce a quello della curva funicolare, e si 
può effettuare graficamente o analiticamente (Cap. II, A); riesce im- 
mediato quando è data la freccia f della funicolare, mentre richiede 
il calcolo dello sviluppo di questa quando invece è nota la lunghezza L 
della fune. 

All’azione del peso può aggiungersi quella orizzontale del vento (più gravoso 
quando è normale al piano della funicolare), uniformemente ripartita come il 
peso proprio. Perciò la sua intensità v si compone con quella qg del peso, dando 
una risultante di intensità VV + è e di direzione costante, nel cui piano obli- 
quo si dispone la funicolare. Se d è il diametro del filo in cm e si assume la spinta 
del vento di 125 kg/mq, si ha v = 0,7 - 0,0125d kg/cm, essendo 0,7 un fattore 
che tiene conto della forma cilindrica del filo. 

L’allungamento elastico e la dilatazione termica della fune hanno sul suo 
regime statico un’influenza tanto più sensibile quanto minore è il rapporto n = {/l 
fra la freccia e la corda, come si vedrà nel n. 118. Perciò se ne tiene conto solo 
nelle funi molto tese, mentre nelle funi lente si suppone la lunghezza invaria- 
bile (cfr. n. 4 e gli es. 52, 53 e 84). 
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116. Caso delle funi molto tese. 


a) Quando la freccia f è piccola rispetto alla corda 7, sì che per 
la piccola inclinazione della fune in ogni punto si possa confondere 
il peso per unità della proiezione oriz- pa—* ° 
zontale col peso unitario costante g della .! (7, 
fune (ad es. per n < 1/8), l'equazione 
differenziale (4) della funicolare è Hy" = 
=—q = cost. e integrata dà l'equazione 
di una parabola ad asse verticale (es. 2 a) 


= 
Hy=-T + 004 0. Fig. 154. 


Se gli estremi A e B sono a livello, dai triangoli simili ACD e Oca 
(fig. 154), ricordando che nella parabola è CD = 20V = 2}, si ottiene 
la relazione fra q, H, l, f (Polo Ada a ba 

Cai go | eR. Sa IG su 
(103) vol=gr: fî=35° uf_ MTPS 

Quindi se si determinano 0, e 0, riferendo la parabidla agli assi 
della figura, si ha l’equazione in funzione degli elementi meccanici q 
e H o degli elementi geometrici l ed f 


Che 


4 el—- 2). 


(104) 49 soll o) = 


La H è la componente orizzontale costante dello sforzo $ nella fune 
e coincide con/lo sforzo nel vertice V. Lo sforzo massimo nei punti 
d’attacco è dato da (f/l = n) 


‘ (08) $i =|/8+(d) — vate 
1 LI ent Une 


= viti +i6n= = H(1 + 8n°) = ql 


La lunghezza della fune è 


VI y® 8_f 
(106) L=/Vi FyFdr = — ff +5) =1+3.7=11+2,66702). 
DI O) Y 
; PR de 
Diamo alcuni valori numerici: DA <> 
1 1 1 i 1 1 1 
# 8 IO) 19 16 20 25 50 


= 1,1250 — 1,0800 — 1,0556 — 1,0312 — 1,0200 — 1,0128 — 1,0089 - H 
1,1250 — 1,3500 — 1,5833 — 2,0625 — 2,5500 — 3,1650 — 3,7833 - gl 
1,0417 — 1,0267 — 1,0185 — 1,0104 — 1,0067 — 1,0043 — 1,0030 - & 


SH 9 
e epundiore i I get -HY: La 99 Vposah 


XL 04 Mao 
srl Ho =_=" 2 20-50 
+ o 1.10 di Sca A gute » 


ul € mai —«P Sa: 
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b) Se le due estremità A e B hanno un dislivello % (fig. 155 a), determiniamo 
l’ascissa del punto più basso della fune, cioè il vertice V della parabola, che sup- 
poniamo compreso fra le due estremità. Le forze a 
sinistra di Y sono le reazioni H e ga e il peso ga 
7 della fune, la cui risultante è tangente in V; 
perciò il loro momento rispetto a V è nullo: 


— Hja+ ga =0, 


e analogamente 


H= Lt a). 


Inoltre è a+ b = !; per cui si ottiene 


tl Hh 1 | Hh 

Fig. 165. am a=3z-7 d=rta. 
Sostituendo l’espressione di a nella prima delie due equazioni di equilibrio, 

risulta un'equazione di secondo grado in H, dalla quale si ricava 


(108) n= Lib VIA). 


_ 


Se la fune è fortemente tesa, cioè se H> gl?/2%, risulta a negativo, e quindi 
il vertice della parabola è esterno al tratto AB. Inoltre il segno della radice della 
(108) diventa positivo. 

L’ordinata verticale misurata dalla corda AB =l' (fig. 155 b) è massima 
nel punto di mezzo di /’. Se H' = H/cos a è la tensione nel punto V’ della fune, 
parallela alla corda, si ha 


qu 
8 » 
come risulta considerando l’equilibrio alla rotazione del tronco V'A della fune 
intorno al punto A. Questo risultato vale tanto se il vertice V della parabola 


è esterno al tratto AB, quanto se è interno, purchè la funicolare non si scosti molto 
dalla corda. 


(103,) H'f = 


117. Caso delle funi poco tese. 


Quando la freccia è paragonabile alla corda, per la forte inclinazione 
della fune il peso per unità della proiezione orizzontale è molto diverso 
dal peso unitario costante g della fune; perciò l'equazione (4) diventa 


ds =; 
Hy'=-q7r=71V1+y", 
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e integrata (*) dà l'equazione di una catenaria omogenea. 


H q H 
(109) y=- 7° | È 


riferita all’asse x (base della catenaria) distante H/q dal vertice (fig. 156). 
La freccia f risulta legata agli altri 


elementi dalla relazione t Da, 
a A B 
(110) n = 22 (cost; — 1 1). 


La o $S in un punto generico 
della fune è data da 


H 12 = 
(111) 8 208 9 HV1+y" 
= H coshfe=—; 


per cui la tensione massima è ; 
(111) Smoa = H + gf - RS 57 


Infine, la lunghezza della curva si ottiene ricordando che ds = 
=V1+y?da, e risulta 


Fig. 156. 


9gÉ 
‘23° 
(112) Ls 23 — senh 57 La (29) 
@) Posto y' = 2, si ha 
de Te A de 
Hz =-eVi +83, ossia HT = -0dx. 


VIFA 
Integrando risulta 
Hlog (+ VI+#)= - ge +01, 


© assumendo l’asse della catenaria come asse y, si ha £ = 0 per © = 0, quindi C, = 0. Passando 
Qai logaritmi ai numeri si ha 


2e+VI+#=e EH. 
egnazione soltanto apparentemente di secondo grado in £, la cui soluzione è 


infine, integrando di nuovo si ottiene la (109). 

(*) Tabelle delle funzioni iperboliche si trovano in vari manuali d'ingegneria, ad es. in quelli 
della Hiitte, di Bleich-Melan e di Foerster. Più estese sono quelle poste in appendice del volume 
di K. HAYASHI: Theorie des Trigers auf clastischer Unterlage, Berlino ,Springer, 1921; e special- 
mente quelle raccolte nel volume dello stesso autore: Sieben-und mehrstellige Tajeln der Kreis- 
und Hyperbelfunktionen, Berlino, Springer, 1926. 
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Esercizio 79. — Calcolare la freccia f e la lunghezza L necessarie per un filo 
di ferro attaccato in due punti a livello distanti m 1080, affinchè la tensione mas- 
sima risulti di 1200 kg/emq. 

Soluzione. Per la (105) si ha 


14.808 1 Ses _ Cee _ Ones 1200 
8n ql yAl pl 0,0078 - 108000 


1,425, 


da cui n = 0,09375 = 1/10,67. 
Quindi risulta 


f = 0,09375 - 1080 = 101,25 m, L= 1080(1+ 2,667 - 0,09375°) = 1105 m. 


Esercizio 80. — Calcolare lo sforzo massimo in una fune avente gli estremi 

a livello e soggetta a un peso P nel punto di mezzo (fig. 157). 
Soluzione. La fune coincide con la funicolare del carico; quindi la risultante 
di tutte le forze precendenti una sezione passa per il suo baricentro, rispetto al 
quale è nullo perciò il momento delle forze stesse. Se si considera la sezione più 
: bassa, si ha_ . 


3 — Hf+ | 
da cui È 
li IM a \ 
H-{ Y | sa 
Quindi si ottiene 
e tr] di 3): e 


Esercizio 81. - Confrontare i risultati a pra si ottengono suppo- 
nendo la funicolare parabolica, con quelli esatti relativi alla catenaria, nel caso 
di n= 1/8. 

Soluzione. Le formule (103), (105), (106) danno per n = 1/8 


H=gl, Sno=1,1250gl, L=1,04171. 


La (110) si può scrivere 


i _ _H gl 1 
7 gi (cosh>7 1) n=%w> 


© per tentativi risulta soddisfatta per gl/2H = 0,4901. Quindi dalle (111;) e (112) 
si ha 
H= 1,0202gl, Smas = 1,1452 gl, L= 1,04051. 


Perciò H è approssimato del 2 % in difetto, Smar di 1,76 % in difetto ed L 
di 0,12 % in eccesso, L/, 


c 
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Esercizio 82. — La tesata obliqua di una fune pesante g = 0,4 kg/m ha gli 
estremi A e B distanti orizzontalmente 800 m, con un dislivello di 60 m, mentre 
il vertice della parabola è compreso fra A e B ed è 10 m più basso di A. Cal- 
colare la tensione orizzontale H, la posizione del vertice e la freccia verticale { 
misurata dalla corda. 

Soluzione. Per la (108) si ha 


. 2 7 nn 
H e (STO vio 70) = 111 kg; 
quindi le (107) danno 
a= 400 — e, = 267 m, b=533 m. 


La tensione nel punto V' della fune (fig. 155 b) è H' = 711/0,9972 = 713 kg 
e la corda è l’ = 802,25 m; quindi si ha 


0,4 - 802,25? 
8 - 713 


f= = 45,1 m. 

Esercizio 83. — Un filo di ferro lungo 100 m viene attaccato a due punti a 
livello distanti 100 m. Determinare la freccia e la tensione. 

Soluzione. Per la. piccola inclinazione del filo si può ritenere dovunque 
S = H; perciò, se f è la freccia assunta dal filo, per la (103) l'allungamento 
è dato da Q 


SI 3 N 
x ; “= Hl qe bu ° " 


© EA 8EAj  8Ej° 


D'altra parte 42 è l’unica differenza fra l’arco L e la corda Lg -, quindi per la 
106) è 
Ko pe dalle { 


N 


to) bolle { NA \ / 
Ra; T: 
> Re 
Si ha pertanto l’equazione 4 
“ra = > >È 
VASI = 1/32 | 
88}7 3° T° da cui \f= ra fe | au 
Coi dati del problema risulta É È su f gl 
—__—ea £ ‘ 
10000 E 0, DIO 10000 À p 
i ] TI 120 em. 
Inoltre si ottiene (n) oTa: 
LS = | impat 
(7 B\_ ql? _ yi) 0,0078 - 100002 Mix o 
z / 
= 40 354 > 8 s- 120 812,5 lg/emq> ERGE La 
pi a 


Esercizio 84. — Calcolare la freccia che assume un filo di ferro lungo 
I = 504 m avente le estremità a livello distanti 7 = 500 m, tenendo conto del- \ 
l'allungamento elastico del filo. 


fp è 


— Soluzione. Posto A=L—l1=4m= 400 cm, se si trascura l'allungamento 
si ha “I mas 
Sia ft 


s è 


=2, dacu f p34- 500 27,39 m = 2739 em. 


_ pl? _ 0,0078 - 50000? 


= gg 83739 = 890 kg/emq . 


Se invece si tiene conto dell’allungamento AI, la freccia f, è data da 


8 fil ) D 
317 44 Al, 
mentre è - 
Ate sn > 2 H \ _q ve = 
= > dl SA T8hEA 7 $hB° (S=- H) 
Quindi sostituendo si ha à PETTO 
Buaftio pe ia ata DEL 
3 1=%+35b° ossia fi gh dae = 0 
Coi dati del problema risulta 
f8— 7,5 - 10%f, — 1088,2 - 109= 0, \ (in em) 
fi 750j, — 1088,2=0; (fi in m) 


e risolvendo per tentativi si trova 


f,= 28,08 m= 2808 em. 


Infine 


__ 0,0078 - 50000? 


S -P& = — geragogio 7 868 kg/emq . 


Trascurando l’allunsamento si ha la freccia in difetto di 0,69 m, cioè del 
2,46 %, © la tensione in eccesso di 22 kg/cmq, cioè del 2,53 %. Qui il ribassa- 
mento è n = » 1/18; per n maggiore si hanno errori più piccoli. 


118. Variazioni di peso e di temperatura. 


&) Il peso uniforme agente su di un filo può crescere per il formarsi di ghiae- 
cio, e l'aumento si può valutare in 0,0154 kg/cm, se A è la sezione del filo in emq. 
Questo aumento provoca direttamente un aumento di H, perchè cresce il fat- 
tore q della (103); ma provoca anche indirettamente una diminuzione di H, per- 
chè l'aumento di tensione fa allungare il filo e quindi fa crescere la freccia f che 
figura nella (103). 

Una variazione di temperatura modifica la lunghezza L del filo e quindi an- 
che la freccia, per cui provoca una variazione di H. 
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Le suddette variazioni di ZL hanno influenza tanto maggiore quanto più il 
filo è teso, cioè quanto più n è piccolo. Infatti, se si indica con 4 la differenza 
L-1 fra l’arco e la corda, la (106) si può serivere 


Ta =-3u; 
2=35 go oppure P=gli; 


da cui differenziando si ha 


3 l 3 
dj = ma ache im. 
Differenziando la (108) risulta 
q.dji__q®. 1.3 3 S 
dH 8 F 57 TG Hay D- 


Si hanno così le variazioni df e dH provocate da una variazione dZ = dL. 
Se poniamo l’allungamento unitario dL/L = d7/L = — di/l=e e calcoliamo 
le variazioni percentuali di f e di H, assai più significative, otteniamo 
dj 3 dH 3 


= 100.— 


100 TA Gn * vi 168° 


per cui a parità di e l’importanza delle variazioni di f e di H è inversamente pro- 
porzionale a n? (24). 

b) Pertanto, nel caso di funi non molto tese si possono trascurare gli effett- 
‘delle variazioni di lunghezza, sia termiche che elastiche, e basta tener conto sol- 
tanto dell'influenza diretta di una variazione del peso sul valore di H. 

e) Nel caso di funi molto tese, siano go, to ed fo il peso unitario, la tempe- 
ratura e la freccia iniziali e g, t, j i valori finali. La lunghezza della fune e la com- 
onente orizzontale sono nei due casi 


meo 904 3 Ù 
LIETI 
Dl = @& 
eg EE N 
\ - n 
La variazione di lunghezza dovuta-alle variazioni dil#\e d(7I è | foalo Ly La 
—'—————zi 
x 
: (d- HI \ ERE STA 
ero —> L-L=vallt— t)4 i | y ) 
DA \ tel: 


\ quindi, sostituendo le espressioni precedenti di L, Lo, H, H, e semplificando, 4 
ottiene l’equazione cubica in a 


ori Br 
\ 850, ql e BE 3gl x > DA (8 ì ee 
i, a P_i È all h)— E via = 0 | 3 US\j )/= 


| Ottenuta la nuova freccia, si calcolano i nuovi valori di H e di o. 


| (®) Ad es., per e = 0,0005 (provocata nel ferro da Af = 40° o da o = 1000 kg/ema), la va. 
| riazione percentuale di f e di H risulta circa 0,01/n*; quindi raggiunge, o supera l’ 1 % sol- 
tanto se n < 1/10. Li, r rt 5} 


Lo ILS.d dt 4 de 
E€% 
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Esercizio 85. — Calcolare l'aumento di freccia dovuto a un riscaldamente 
di 40° in un filo di rame con le estremità a livello, avente 7 = 200 m, ffj=5 m. 
Soluzione. Assumendo a= 0,000017, E = 1,2 - 10% kg/ecmq ed essendo 
qo/A = q/A = y = 0,0088 kg/eme, fo = 500 em, 1= 20000 cm, la (113) diventa 


f:— 242100 f — 55000000 = 0, (f in cm) 
pp 2421f—55=0. (fin m) 


Risolvendo per tentativi si ottiene f = 5,804 m, per cui f aumenta del 16 %. 


Esercizio 86. — Che freccia f si deve lasciare montando a 25° un filo di rame 
avente le estremità a livello distanti f = 250 m, affinchè la tensione non superi 
1000 kg/cmq quando la temperatura scenderà a — 15° e formerà del ghiaccio 
sul filo? 

Soluzione. Se si pone 


dl Hy do cI 
Bfod Ar E go ee 


(equiparando la variazione di g a una variazione del peso specifico), la (113) si 
può scrivere 


(113,) P 


0. 


vel, 00) 38 3% 
I bag t lt E| 3 dh 
Il problema si risolve pensando di partire invece dalla temperatura ty, = 
= — 15°, dal peso 7, = 0,0088 + 0,015 = 0,0238 kg/eme e dalla tensione 


Go = 1000 kg/emq, e calcolando la freccia che si avrà a # = 25° e y = 0,0088 
kg/eme. In tal modo la (113,) diventa (per f in metri) 


f— 342,14f— 134,28= 0, 


che è soddisfatta per f = 18,69 m. 

Se ora si vuol conoscere anche la freccia alla temperatura inferiore e eol 
peso maggiore, basta sostituire nella (113,) la f trovata, chiamandola fo, © porre 
to = 25°, yo = 0,0088 kg/eme, t = — 15°, y = 0,0238 kg/cme. Si ottiene così 


f— 326,20f— 363,16=0, da cui {= 18,59 m. 


D) TENSIONI IN DUE O IN TRE DIREZIONI. 


119. Relazioni fra le tensioni e le dilatazioni. 


a) Se si sollecita un parallelepipedo rettangolo mediante forze di 
trazione o di compressione uniformemente ripartite sulle tre coppie di 
facce opposte (fig. 158), si generano nell’interno tre tensioni normali 


Pe P, Pi 
47? Gi a E) E° Ag 
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sugli elementi superficiali normali ai tre assi 2, y, 2. Spesso manca una 
delle tre tensioni, ad es. la 0,, nel qual caso si ha uno stato di ten- 
sione piana, cioè le tensioni sono contenute 
nel piano xy. 

La dilatazione e. nella direzione x dipende 
dalle tre tensioni: per la (83) la o, produce 
€. = 0/E, mentre per la (94) le altre due ten- 
sioni producono e,=—0y/mE ed e,=—0;/mE; 
quindi la e, totale è la somma delle tre e, 
parziali. Risultati analoghi si ottengono per le 
direzioni y e 2, per cui si hanno le equazioni 


m 
no le=plo- 54%) 
Gg + (o. sui a) ’ Fig. 158. 
che esprimono la legge di Hooke generalizzata, valida per i corpi iso- 
tropi. 


Ad es., la e, nella direzione di 0, diminuisce o aumenta per la pre- 
senza di tensioni 0, e 0,, secondo che queste hanno lo stesso segno o 
segno contrario di 0.. 


b) Nel caso generale di un corpo di forma qualsiasi, comunque sollecitato 
da forze esterne, un elemento superficiale generico sopporta una tensione obliqua, 
cioè una tensione normale c e una tangenziale 7. Tuttavia per ogni punto interno 
esistono anche in questo caso (Cap. IX) tre elementi superficiali ortogonali fra 
loro sui quali agiscono solo tensioni normali 0g, 07, 0; (tensioni principali). Esi- 
stono cioè per ogni punto tre direzioni é, n, £, secondo le quali lo stato di ten- 
sione è analogo a quello che si ha nel caso particolare considerato in a), con 
la differenza che le direzioni delle tre tensioni principali variano generalmente 
da punto a punto con continuità. Per tali direzioni valgono perciò ancora 
le (114). 

Per contro, anche nel parallelepipedo sollecitato nel modo particolare sud- 
detto sono nulle le tensioni tangenziali soltanto sui piani normali agli assi x, Y, 2, 
mentre su di un elemento generico si ha una o e una 7; a meno che non sia 
0, = 6y= 6,= 0, nel qual caso tutti gli elementi sono principali, cioè soppor- 
tano soltanto una tensione normale e uguale a o. 


120. La dilatazione cubica. 


Se nell’interno del corpo della fig. 158 si considera un parallelepipedo ele- 
mentare di volume dV = dx dy dz, dopo la deformazione il suo volume diventa 
dx(14 e) + dy(1+ ey) - de(1+ e.); quindi l’aumento di volume, a meno di 
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quantità piccolissime di ordine superiore, è 4dV = (e,+ ey+ e,)dV. Perciò la 
dilatazione cubica risulta 


AdV 
(115) = gv = at&t; 
oppure per le (114) 

m_ 2 
(116) e= == (05+0y+ 0): 


mk 


121. HI lavoro di deformazione. 


Il lavoro di deformazione £ per unità di volume si ottiene sommando i tre 
lavori compiuti dalle tre tensioni 0, 0,, 0; per effetto delle dilatazioni ex, &y & 
che avvengono nelle loro direzioni. Per la prima delle (96) si ha 


{117) preti 


= 5 (C+ ae, + 0). 


Se si sostituiscono le espressioni (114) delle e, si ottiene anche 


1 1 
(118) £ = sp (08+05+ 0) — pp (20 + 020, + 0,01). 


122. Le condizioni di resistenza. 


a) L’esperienza insegna che la resistenza di un corpo soggetto 
a una tensione c, aumenta se si fanno agire anche due tensioni 0, e 0, 
dello stesso segno di o,; mentre diminuisce se hanno segno contrario. 
Ad es., una colonna compressa secondo l’asse resiste maggiormente, 
cioè sopporta una o, più elevata, se si cerchia con anelli metallici che, 
opponendosi al rigonfiamento, esercitano delle compressioni laterali (*). 
Così pure una barra tesa avente un breve tratto di sezione ridotta 
resiste di più di una barra avente tale minor sezione per tutta la lun- 
ghezza (n. 114 db), perchè le parti di maggior sezione si oppongono alla 
contrazione trasversale del tratto ristretto ed esercitano delle trazioni 
trasversali. Invece una barra tesa resiste meno se si comprime late- 
ralmente. 

D'altra parte sappiamo (114) che quando le o laterali hanno lo 
stesso segno di c,, la dilatazione e, è minore di quella che si avrebbe 
per effetto della sola c,; mentre quando hanno il segno opposto, la e, 
è maggiore. È logico pertanto attribuire l'aumento di resistenza che 
si ha nel primo caso alla diminuita dilatazione e la diminuzione che 
si ha nel secondo caso alla dilatazione aumentata. Ossia è logico 


(3) Nelle prove a compressione l’impedita dilatazio n «trasversale delle due basi del cam. 
Dione ha notevole infinenza sul carico di rottura (v. Cap. XXXI). 
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ritenere che ia rottura avvenga quando la dilatazione (non la tensione) 
supera un certo valore; poichè il corpo non si rompe quando la ten- 
sione ha raggiunto un valore fisso, ma può sopportare una tensione 
maggiore o minore, secondo che essa è sola o è accompagnata da 
tensioni trasversali e secondo il segno di queste rispetto al segno di 
quella. 

b) Il criterio di resistenza più generalmente accettato (Cap. XL) 
è quello proposto da Saint-Venant e modificato da Grashof, consi- 
stente appunto nel fissare un limite alle dilatazioni positive e un altro 
limite a quelle negative. 

Nel caso di tensione in una sola direzione è equivalente (n. 107 €) 
fissare invece dei limiti %' e %' alla tensione, poichè in tal modo si fis- 
sano implicitamente alla dilatazione i limiti %k'/E e %k"/E, in virtù 
della (83), cioè della corrispondenza biunivoca fra o ed e. Invece nel 
caso di due o tre tensioni, non esistendo, come mostrano le (114), una 
corrispondenza biunivoca fra ciascuna e e la corrispondente 0, è neces- 
sario fissare dei limiti alle dilatazioni, e precisamente k'/E a quelle 
positive e %''/E a quelle negative. Tuttavia, per le (114), ciò equivale 
a fissare i limiti k' e 4" ai valori assoluti di ciascuna delle espressioni 
entro parentesi, che si chiamano tensioni principali ideali. Pertanto le 
condizioni di resistenza risultano 


|L_nto| sk 

pae mo | ik" 

1 _ a + 9:| \k' 
cin 12, m | Si 
Ga + 0y| _(k' 

OA e | Sik 


e) Le tensioni ideali rappresentano ovviamente i valori 0z;4, Oyia Tria Che 
dovrebbero avere delle tensioni semplici capaci di produrre, agendo separa- 
tamente una dall'altra, rispettivamente le dilatazioni e,, ey, e. uguali a quelle 
che si verificano nel caso reale. Si paragona dunque il caso reale a tre casi ideali 
di tensione semplice, in ciascuno dei quali la e in direzione della 0,3 è uguale a una 
delle tre e che si hanno nel caso reale; per cui in questi casi semplici il materiale, 
nella direzione della 0, agente, è ugualmente affaticato come nel caso reale. 
Ma avendosi ora dei casi di tensione semplice, è ancora lecito, come nel n. 107 c), 
fissare un limite alla tensione. 

d) Il confronto delle (119) con le (88) mostra che ad es. la 0, può raggiun- 
gere valori maggiori che quando è sola, se il termine (0, + 0.)/m ha lo stesso segno 
di 0,; può raggiungere soltanto valori minori, se ha segno contrario. In particolare, 
se le tre tensioni sono uguali e dello stesso segno e si indicano con o, ciascuna 
tensione ideale diventa 0,; = (m — 2)o/m, ossia c;a = 0,40 se m = 10/3; quindi 
la condizione di resistenza è 0,40 < %, cioè o < 2,5%, per cui, secondo questo 
criterio di resistenza, ciascuna o può diventare due volte e mezza maggiore del 
valore massimo che può avere quando è sola. 
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Esercizio 87. — Calcolare la diminuzione di volume di una sfera di ferro 
piena di 20 em di diametro, soggetta a una pressione uniforme radiale p = 2000 
kg/cmq. 

Soluzione. In questo caso, in ogni punto interno il materiale è ugualmente 


compresso in tuite le direzioni, con o = — p (*); per cui si ha dovunque 
a = 0y= 0, =0=— p. Assunto E = 2,1 - 10° kg/cmq ed m = 10/3, per la (116) 
la dilatazione cubica vale 
m-2 30 3 - 2000 
(riferendo 0457. 10 0,001143 ; 


quindi, essendo il volume V = 4188,79 cme, la sua diminuzione risulta 


AV =— 0,001143 - 4188,79 = — 4,788 cme. 


Esercizio 88. — Un involucro sferico di lamiera di ferro di spessore s = 6 mm 
e di m 1,56 di diametro è soggetto alla pressione interna p = 16 kg/emq. Calco- 
lare l’aumento del volume. 

Soluzione. Pensata tagliata la sfera secondo un piano diametrale (fig. 159) 
la tensione o in ogni punto della circonferenza si ottiene considerando l’equi- 
librio di una delle due metà, soggetta alla pressione interna la cui risultante è 
la stessa che si ha sul piano diametrale, cioè p - 77%, e alla tensione totale 
o - 2ars (essendo r;, ed r il raggio interno e quello 
medio); per cui risulta 


Uri NE, sti: 
(120) =D P 35 
Si ha così 
o= 16 181 1040 kg/emq . 


Fig. 159. 2-0,6 


La lamiera è tesa dalla stessa o in tutte le direzioni contenute nel piano tan- 
gente, per cui si ha 0, = 0, = 0; mentre nella direzione del raggio si ha una o 
di compressione che è uguale a p all’interno e uguale a zero all’esterno e quindi 
trascurabile, per cui è 0. = 0. 

La dilatazione lungo ogni circolo massimo è data da 


1 (o- 2) m_l. o 2,3 1040 0,000345, 


se) m m E 3,321 -10 


che rappresenta anche la dilatazione del raggio. Perciò la dilatazione cubica de 
volume della sfera risulta e = 3e = 0,001035. Il volume è 1,988 me, quindi l’au- 
mento di volume è 0,001035 1,988 = 0,002058 me = 2058 eme. 


(*) Nell’interno di un parallelepipedo soggetto a tre tensioni uguali e costanti O =0y= 
= o, = o la tensione è uguale a c in ogni punto e in ogni direzione (n. 119 be Cap. IX). Quindi 
se si considera dentro di esso una sfera, questa è soggetta a una c radiale uniforme sulla super- 
ficie, mentre nell'interno si ha appunto o costante in ogni punto e in ogni direzione. 
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Esercizio 89. — Una caldaia cilindrica di lamiera di ferro di 8 mm di spes- 
sore, lunga 4 m e di 1,80 m di diametro è soggetta alla pressione interna di 
10 kg/cmq. Calcolare gli aumenti del diametro e della lunghezza, nonchè la 
massima pressione interna che può sopportare, essendo % = 1200 kg/cmq. 

Soluzione. La tensione o, secondo la circonferenza è data dalla (92) 


co=pt = 10 — = 1125 kg/emq. 


La tensione 0, secondo la lunghezza si ottiene pensando tagliata la caldaia 
con un piano normale all’asse e considerando l’equilibrio di una delle due parti; 
si ricava così la stessa espressione (120), per cui risulta 0, = 562,5 kg/cmq. 

Supposto m = 3,3 per le (114) le dilatazioni secondo la circonferenza e se- 
condo la lunghezza sono 


1 


562,5 
%= st. 198 (1125 "> ) 0,000455, 
Di 1125 
= 562. 5 
45 5T- 100 (58 5 33) 0,000106; 


quindi il diametro aumenta di 0,0819 em e la lunghezza di 0,0424 em. 
La maggiore delle due tensioni ideali è quella secondo la circonferenza, che 
è data da o, — c;/m; per cui dev'essere 


Gr r r 2m—- 1 r 
ST m Prg Prism Im Pig <> 
da cui 
2m s 6,6 0,8 
DS at k 56 90 1200 = 12,57 kg/emq. 


Esercizio 90. - Un tubo di lamiera di ferro di 5 mm di spessore e di 90 cm 
di diametro, soggetto alla pressione interna di 14 kg/cmq, ha le estremità fis- 
sate, in modo che la lunghezza non può variare. Calcolare la tensione in dire- 
zione longitudinale e la dilatazione secondo la circonferenza. 

Soluzione. La tensione secondo la circonferenza è 


d,= 14 = 1260 kg/cmq. 


La tensione longitudinale 0, risulta dalla condizione che sia nulla la dilata- 
zione longitudinale e): 


L CA è 
s=3(1-L£)=0, da cui o,= = = 382 kg/cmq. 


Quindi la dilatazione secondo la circonferenza è 


Li a) m—-1 0, 3,3*—1 1260 
o . 


Ani m n E 398 zi ip 0000548. 
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Esercizio 91. — Un cilindretto di rame che entra esattamente in una cavità 
di un blocco d’acciaio (fig. 160) che si considera indeformabile, è soggetto a una 
compressione 0, = — 1000 kg/cmq. Calcolare la pressione laterale che il cilindro 
esercita sulle pareti della cavità e la dilatazione e,, trascurando l’attrito fra i 
due materiali. 

Soluzione. Le tensioni laterali 0, = 0, risultano dalla condizione che siano 
nulle le dilatazioni laterali e, ed &,: 


da cui 


La dilatazione longitudinale risulta 


E (a-2)-1lo 20, mm 1)—- 2,08 _ 
sir Pe mi E|® mm—-1)}  m(m-1) E 

3,3-2,3—2 — 1000 
3,3 - 2,3 1,2 108 


— 0,000614. 


Esercizio 92. — Un cilindro di rame di 10 cm di diametro entra esattamente 
in un tubo di ferro di 1,5 cm di spessore (fig. 161). Calcolare la pressione la- 
terale esercitata dal rame sul ferro quando il primo è compresso longitudi- 

nalmente da o, = — 1000 kg/emq, la 

CA dilatazione longitudinale del rame e 
l'aumento del diametro. 

Soluzione. Indicando con 0, = 0, 

la pressione del cilindro contro il tubo, 

la dilatazione laterale del cilindro è 

espressa da 


i 


Fig. 160. Fig. 161. Ego E m 
7 


o, è negativa perchè di compressione, è (es. 66) 


Gy 
POS y' 


7 E° 


Le due dilatazioni devono essere uguali: 


IL _ Cat 0) _ _ o 
E, (a, m d 


E;s° 


LA — 1000 
3,3 - 1,2 - 105 - 5 
2,1 - 10% - 1,5 


— 116,5 kg/ecmq. 
—1 


La dilatazione positiva del tubo (e quindi anche del raggio), ricordando che | 
1 3,34 
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La dilatazione longitudinale del rame risulta 


1 2(— 116,5)| 
1,2 - 108 88] 


0,0007745. 


& [ 1000 


La dilatazione laterale è 


— 1900 — 110,5) 


116,5 as 


& 0,000185, quindi 4d = 0,90185 em. 


“us 


Infine, la tensione nel tubo di ferro è per la (92) 
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Esercizio 91. — Un cilindretto di rame che entra esattamente in una cavità 
di un blocco d’acciaio (fig. 160) che si considera indeformabile, è soggetto a una 
compressione 0, = — 1000 kg/emq. Calcolare la pressione laterale che il cilindro 
esercita sulle pareti della cavità e la dilatazione e,, trascurando l’attrito fra i 
due materiali. 

Soluzione. Le tensioni laterali 0, = 0, risultano dalla condizione che siano 
nulle le dilatazioni laterali e, ed 8,: 


da cui 


La dilatazione longitudinale risulta 


1 20, 1 20, _mm_1)- 2. 0,_ 
57 E (ce 2 E [ce mm 1) “= 0 H 


= "33035 3] = — 0,9006014. 


Esercizio 92. — Un cilindro di rame di 10 cm di diametro entra esattamente 
in un tubo di ferro di 1,5 em di spessore (fig. 161). Calcolare la pressione la- 
terale esercitata dal rame sul ferro quando il primo è compresso longitudi- 
nalmente da o, = — 1000 kg/cmq, la 
dilatazione longitudinale del rame e 
l’aumento del diametro. 

Soluzione. Indicando con 0, = 0, 


() 


1 la pressione del cilindro contro il tubo, 
la dilatazione laterale del cilindro è 
, 77/7 espressa da 
1 0; 
Fig. 160. Fig. 161. = z(o (i mio . 


La dilatazione positiva del tubo (e quindi anche del raggio), ricordando che 
o, è negativa perchè di compressione, è (es. 66) 

o, 
ne i 
Le due dilatazioni devono essere uguali: 


1(5,- feto) __ ar 
(o, n) = He: 


da cui 

CA — 1000 
33-12-1085 
Teti, TS TI LE 


= — 116,5 kg/emq. 
—1 
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La dilatazione longitudinale del rame risulta 


1 2(— 116,5)] 


© 13. A 1000 ari 0,0007745. 
La dilatazione laterale è 
1 — 1900 — 116,5 dia 
7 12. ma, 116,5 33) = 0,000185, quindi 44 = 0,90185 em. 


Infine, la tensione nel tubo di ferro è per la (92) 


o, = 116,535; = 388 kg/emq. 
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CapIToLO VI. 


FLESSIONE 


124. Generalità. 


In una sezione S di una trave la sollecitazione si riduce al solo 
momento flettente M quando le forze esterne che precedono o che se- 
guono la sezione equivalgono a una coppia agente in un piano normale 

a quello della sezione. 
P E In pratica, questo accade di solito 
RI E ° soltanto in qualche sezione, essendo raro 
voi tara il caso di una trave soggetta al solo mo- 
mento flettente in tutte le sezioni. Tut- 
P p tavia nel presente capitolo si studia il 
1 AMPIE caso delle travi soggette in tutte le sezioni 
“a il Di al a momento flettente semplice e costante, 
Fig. 162. poichè come vedremo, nei Capp. IX, X, 
XIII, i risultati sono applicabili anche 
nel caso di sollecitazioni composte, esprimendo essi gli effetti del mo- 
mento flettente, da comporre con 
quelli delle altre sollecitazioni. 

Il momento flettente si con- 
sidera positivo quando è destro- 
giro se valutato mediante le tà 
forze a sinistra di $, e sinistro- # 
giro se valutato mediante le 1 N 
forze a destra (fig. 163 a); nega- Hi “i È 
tivo nel caso contrario. Quindi è _M/ M 


positivo quando le fibre longitu- CR , | 
dinali risultano tese nella parte sed 3 n 
inferiore della trave e compresse — De. 


nella parte superiore. Fig. 163. 

Le due travi della fig. 162, ca- 
ricate simmetricamente e supposte di peso proprio trascurabile rispetto a P, 
hanno il tratto centrale (AB nella prima e CD nella seconda trave) soggetto al 
solo momento flettente, di valore costante M = # Pa (negativo nella prima e 
positivo nella seconda). 


o 
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A) FLESSIONE RETTA 


125. Le tensioni interne. 


a) Consideriamo una trave rettilinea e di sezione costante, e appli- 
chiamo alle due sezioni estreme due coppie uguali e contrarie di mo- 
mento M (fig. 163 a), agenti in un piano (piano di sollecitazione) che 
contiene l’asse geometrico della trave. In ogni sezione si ha così sol- 
tanto il momento flettente, di valore costante M. Inoltre supponiamo 
per ora che la sezione della trave sia simmetrica (fig. 163 b) rispetto 
all’asse s d’incontro del piano di sollecitazione col piano della sezione 
(asse di sollecitazione). 

La trave s’inflette e l'entità della deformazione è costante in ogni 
tronco, per la costanza del momento flettente; perciò il suo asse geo- 
metrico si trasforma in una curva (linea elastica) di curvatura costante, 
cioè in un arco circolare di centro 0, contenuto in un piano (piano di 
flessione) che coincide col piano di sollecitazione, in virtù della sim- 
metria della sezione. Le altre fibre longitudinali s’incurvano in piani pa- 
ralleli, secondo archi circolari aventi il centro su di una retta 0 normale 
al piano di flessione e di traccia 0. Esse non possono essere tutte tese 
0 tutte compresse, perchè complessivamente la trave non è nè tesa 
nè compressa dalla coppia M. Perciò nella parte convessa della trave 
le fibre si allungano e nella parte concava si accorciano, mentre alcune 
conservano la loro lunghezza. Queste ultime costituiscono uno strato 
neutro, inizialmente piano, che incontra ogni sezione secondo una 
retta n (asse neutro) normale all’asse s (1) (fi. 163 b). Quindi la sezione 
è in parte tesa e in parte compressa, e nei punti dell’asse neutro si ha 
O,,=0. 

3) Considerata una sezione retta $£, sia c, la tensione nell’ele- 
mento di area dA distante y dall’asse neutro (fig. 164 a). Il complesso 
degli sforzi o,dA, trasmessi ad es. dal tronco destro della trave al 
tronco sinistro attraverso la sezione, deve fare equilibrio (n. 10) alle 
forze esterne agenti sul tronco sinistro, cioè alla coppia M. Perciò la 
somma degli sforzi o,dA dev'essere nulla e la somma dei loro momenti 


(*) La flessione retta è caratterizzata appunto dal fatto che l’asse neutro è normale all’asse 
di sollecitazione; cioè daila coincidenza del piano di flessione col piano di sollecitazione. Ciò si 
verifica non soitanto quando s è asse di simmetria della sezione, ma anche quando esso coincide 
con uno degli assi principali d’inerzia della sezione stessa (n. 135 c) 
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o,dA + y rispetto all’asse neutro (come rispetto a qualunque altra retta 
parallela) dev'essere uguale al momento M della coppia: 


fosdA =0, fa -odA=M. 


4 4 


Queste condizioni di equilibrio non determinano però la legge di 
variazione di 0, nella sezione, potendosi pensare infinite distribuzioni 
di tensioni soddisfacenti a tali condizioni. Occorre perciò aggiungere 
una condizione qualitativa sussidiaria, che si ricava tenendo conto del 
comportamento delle sezioni rette nella deformazione della trave e 
del comportamento elastico del materiale. 

c) Per l’incurvarsi delle fibre longitudinali secondo archi circolari 
concentrici, è naturale sup- 
porre che le sezioni rette 
rimangano piane e normali 
alle fibre dejormate. Questa 
ipotesi, detta di Bernoulli- 
Navier o della conservazione 
delle sezioni piane, fu di- 
mostrata esatta da Saint- 
Venant nella trazione sem- 
plice e nella flessione sem- 
plice, ed è confermata dal- 
l’esperienza. (Quando inve- 
ce la flessione è accompa- 
gnata dal taglio, l'ipotesi non è più vera (Cap. VIII); tuitavia le ten- 
sioni o restano invariate o variano pochissimo (Cap. X, B).) 

Ogni sezione, rispetto a una sezione vicina, ruota dunque intorno 
al suo asse neutro conservandosi piana e tutte le sezioni convergono 
nella retta o. Quindi, se si considera un tronco della trave di lunghezza 
unitaria (fig. 164 b, nella quale non si è rappresentato l’incurvamento), 
una fibra longitudinale generica subisce una variazione di lunghezza e, 
proporzionale alla sua distanza y dell'asse neutro. D'altra parte, la 
tensione c, di detta fibra è proporzionale a e. per la legge di Hooke. 
Pertanto, la o, risulta proporzionale alla distanza y e si può porre 


(a) Ga = Gia! ; 


dove il coefficiente costante 0c,, è la tensione alla distanza y=1. 
La teoria della flessione è fondata su questa proporzionalità, ossia 
sulle due ipotesi suddette: 1°) conservazione delle sezioni piane, 2°) va- 
lidità della legge di Hooke, con Es: = Zemp; ipotesi che devono per- 
tanto essere soddisfatte affinchè i risultati che troveremo siano validi. 
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Sostituendo la (a) nella prima equazione di equilibrio, si ha 


012/y dA =0, ossia [ya4=0; 
4 4 


ciò che significa (n. 73 5) che l’asse neutro è baricentrico. 
Sostituendo nella seconda equazione, si ottiene 


Grefy®dA =M, da cui Cr MU 

o) J 

Pi 

essendo J il momento d’inerzia della sezione rispetto all’asse neutro. 
Perciò la tensione in un punto generico risulta 


(121) = sy 3 

Per ottenere il diagramma delle tensioni (fig. 165) basta calcolare 
il valore di o. in un punto qualunque; quindi, tracciata una retta di 
riferimento normale a n, si porta o, come 
ordinata in una determinata scala e si 
congiunge l’estremo col punto 0. 

La (121) è valida in tutte le sezioni 
della trave, purchè anche le forze esterne 
che costituiscono le due coppie M siano 
ripartite sulle sezioni estreme con la stessa 
legge lineare; altrimenti, per il principio 
di Saint-Venant, la (121) è verificata a 
partire da una distanza dalle estremità Fig. 165. 
paragonabile all’altezza della sezione (?). 

d) Non si hanno tensioni tangenziali. Inoltre, se la contrazione 
laterale della sezione (n. 130) è consentita, si ha 0, = 0. = 0 (3); perciò 
le diverse fibre longitudinali non sono soggette ad azioni mutue e si 
comportano come fossero indipendenti. Nel n. 131 esamineremo il caso 
in cui la contrazione sia invece impedita. 


(*) Nelle cosidette pareti portanti, che hanno la sezione di altezza paragonabile alla lun- 
ghezza della trave, la distribuzione delle tensioni è sostanzialmente diversa dalla legge lineare 
(n. 203 c). 

(*) Nel caso di travi notevolmente inflesse, oppure di travi curve e inflesse in modo da aumen- 
tare la curvatura, le tensioni 0, in due sezioni vicine, inclinate fra loro, hanno delle risultanti 
dirette secondo l’asse y e rivolte verso l’asse neutro, che provocano delle compressioni cy fra le 
diverse fibre longitudinali. Per le conseguenze che in certi casi possono derivarne si veda H. BLEICH: 
Dic Spannungsverteilung in den Gurtungen gekriimmter Stibe. « Der Stahlbau », 1933, pag. 3. Si 
vedano anche la nota 4 e il Cap. XXVI. 
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126. La deformazione della trave. 


a) Dopo quanto si è detto nel n. 125 a), resta da valutare quan- 
titativamente la deformazione, cioè la curvatura dell’asse geometrico. 
Il tronco di lunghezza unitaria considerato nel n. 125 c) si deforma 
come nella fig. 164 c). Le fibre longitudinali diventano archi circolari 
concentrici, di lunghezze proporzionali al raggio di ciascuno; perciò, se r 
è il raggio dell'asse geometrico deformato, che rimane di lunghezza 
unitaria (perchè incontra l’asse neutro), una fibra generica distante y 
da n subisce una dilatazione e, tale che 


148 tty ; ott; 
par I da cui 53% 
Quindi si ha 
(122) 0,= si : 


Confrontando con la (121), si ottiene la curvatura 1/r, che misura 
anche l’angolo g di cui ruotano l’una rispetto all'altra le due sezioni 
distanti uno: è 

1 
(123) F=9=35 

La rotazione totale di una delle sezioni estreme della trave rispetto 

all’altra (angolo di flessione) risulta (*) 
MI 
(124) o=gl=7}: 


espressione che è formalmente uguale alla (84). 

Il prodotto EJ che figura al denominatore delle (123), (124), nonchè 
di tutte le formule delle deformazioni per flessione (Cap. X e XI), si 
chiama modulo di rigidezza a flessione, e talvolta si indica con B. 

Se il momento flettente M è variabile lungo la trave, per la (124) 
l’angolo di flessione dg di un tronco lungo dx, e quindi l’angolo totale D, 
sono espressi da ; 
(124,) dp = a 7 PE (HE 3 

Ù 


(4) L’angolo di flessione ® è proporzionale al momento fiettente M purchò J rimanga in- 
variato. Vi sono però travi di sezione facilmente deformabile (ad es., i tubi di spessore molto pic- 
colo rispetto al diametro), che tendono ad ovalizzarsi man mano cresce la curvatura (per effetto 
dell’inclinazione delle 0, di cui si è detto nella nota 3) e che perciò hanno J decrescente. In questi 
casi © cresce più rapidamente di M. Inoltre, può accadere che a un certo punto » continui ad 
aumentare spontaneamente, anche senza che si faccia crescere M; cioè che l’equilibrio fra la cop- 
pia esterna e le tensioni interne diventi impossibile. (V. Cap. XXVI e le mie cinque note pub» 
blicate in « Ricerche d’Ingegneria », 1933, nn. 3 e 5; 1934, n. 4; 1935, n. 2; e in « Mem. R. Acc. 
Sc. », Bologna, 1940, pag. 41, oppure ne « L’Energia elett. », 1940, fasc. 12). 
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b) Travi leggermente curve. Nel caso in cui la trave sia inizialmente curva 
nel piano di sollecitazione con curvatura 1/r, e si voglia trovare la curvatura 
1/r quando agisce un momento flettente M, si può pensare che la curvatura ini- 
ziale i/r, sia stata provocata da un momento fittizio 3, agente sulla trave retti- 
linea, e quindi che la curvatura finale 1/r sia dovuta al momento -M, + M pure 
agente sulla trave rettilinea. Si ha così per la (123) 


1_M 1 _ M+M. 
fto EJ” r EJ 
da cui si ricava 
1 1 M 
(125) Portia 


Le tensioni si calcolano anche in questo caso mediante la (121). 

Queste relazioni danno un’approssimazione soddisfacente se la curvatura 
iniziale è piccola, cioè se il raggio ro è grande rispetto alla dimensione della sezione 
nella direzione y; se invece la trave ha una grande curvatura, si deve tener conto 
della diversa lunghezza che hanno le varie fibre comprese fra due sezioni vicine (5) 
(Cap. XIX, B). 


Esercizio 98. — Calcolare il momento delle due coppie che si devono appli- 
care alle estremità di un filo d’acciaio di 4 mm di diametro, lungo m 1,80, per 
incurvarlo secondo un quarto di circonferenza. 

Soluzione. Il raggio di curvatura è definito da 


n 


3r=!=180cm, da cui r= 114,6 cm. 


Il momento d'inerzia della sezione è J = 70,24/4 = 0,001257 em4; quindi 
il momento occorrente è 


EJ _ 2,2 - 10% - 0,001257 


M # 114,6 


= 24,1 kgem. 


Esercizio 94. — La fig. 166 rappresenta una trave 
di ferro a T N 14, soggetta a due carichi P = 1000 kg 


alle estremità dei due sbalzi lunghi a = 0,80 m. Il tratto \ i 
centrale è lungo 2 = 3,80 m. Calcolare il raggio di cur- “0 
vatura del tratto centrale e l’innalzamento f del punto Fig. 166. 


di mezzo (freccia). 
Soluzione. Il momento flettente in ogni sezione del tratto centrale è 


(*) L'ipotesi della conservazione delle sezioni piane è accettabile anche per le travi curve. 
Ad es., essa è esatta nel caso di una trave ad asse circolare, di sezione rettangolare stretta, qua- 
lunque sia il valore della curvatura, purchè sia soggetta a flessione semplice (v. S. TIMosHENKO: 
Theory of Elasticity, New York-Londra, Me Graw-Hill, 1934, pag. 65; trad. francese, Parigi, Bé- 
ranger, 1936, pag. 69). 
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M Pa 1000 - 80 = — 80000 kgem; quindi, essendo J = 573 om*, per 
la (123) si ha 
EJ 2,1- 108-573 


a M 80000 15041 cm = 150 m. 


Dal triangolo rettangolo VAC si ha 
OA° = 00° + A03, ossia a=(r-ff+ (3) 5 


da cui, trascurando f? rispetto a 2rf e a 2/4, si ricava 


R MI 80000 - 380? 
1= Gr" sb) = 8-3, -108- 573 190 om. 


Esercizio 95. — Data la lunghezza totale L = 5,40 m della trave dell’eser- 
cizio 94, determinare per quale lunghezza ! del tratto centrale si ha la massima 
ireccia f. 

Soluzione. Essendo a = (L— 1)/2, si ha 

Lg 
PI 7? 
i-"j_' 


espressione che diventa massima per = 27/3 = 3,60 m. In tal caso risulta 
max f = 1,258 em. 


Esercizio 96. — Una barretta d’acciaio di sezione 
rettangolare di 20 x 3 mm, lunga ZL = 1,40 m, è ap- 
poggiata nel punto di mezzo sul punto più alto D 
di un tamburo circolare di m 1,20 di diametro 
(fig. 167) ed è soggetta alle estremità a due pesi 
P= 5 kg. Calcolare la lunghezza dell’arco di con- 
tatto della barretta col tamburo. 

Tie 100: Soluzione. Si ha J= 2 -0,3%/12 = 0,0045 cm$. 
Quindi il momento fleitente necessario per incur- 
vare la barra sul tamburo è M = #J/r = 2,2 - 10° - 0,0045/60,15 = 164,6 kgem. 

Se p è il semiangolo COD e a è la lunghezza del tratto libero AC (che si con- 
sidera rettilineo), nel punto O si ha 


M= Pacos gp, mentre F_a=tTp. 


Risulta così l'equazione 


P(f ni ro) cosp= M, ossia 350 cos pg — 300,75 p cos p = 164,6. 


Risolvendo per tentativi, si ottiene g = 30° 20’ = 0,5294; quindi il semiarce 
CD è lungo 31,8 cm, mentre a = 38,2 em. 
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Esercizio 97. — Una barra di ferro di sezione rettangolare subisce una varia- 
zione termica At = + 40° rispettivamente al lembo superiore e al lembo infe- 
riore, e variabile linearmente nell’altezza & = 8 cm. Determinare la curvatura as- 
sunta, nell’ipotesi che la barra sia appoggiata alle estremità. Calcolare il momento 
flettente e la tensione massima, nell’ipotesi che le estremità siano incastrate. 

Soluzione. La dilatazione termica di un tronco lungo uno è nulla a metà altez- 
za ed è massima ai lembi dove vale a/!. Perciò la curvatura vale 9 = 1/r= 
= 2aAt/h = 2 - 0,0090012 - 40/8 = 0,00012 em. 

Se le estremità sono incastrate, i vincoli reagiscono con due momenti d’in- 
castro uguali e contrari, capaci d’impedire l’incurvamento, e quindi, per la (123) 
espressi da M = £J/r = 2EJaAt/h. La tensione massima si può dedurre da M 
mediante la (121), o direttamente dalla curvatura mediante la (122): 


nj2 
> 


Onas = E = Badt = 2,1 - 10% - 0,000012 - 40 = 1008 kg/emq. 


Esercizio 98. - Una barra bimetallica è costituita da una barra di ferro e 
da una di rame di uguali sezioni rettangolari (fig. 168 a), saldate insieme. Cal- 
colare la curvatura e le tensioni provocate 
da un riscaldamento uniforme dt. 

Soluzione. Il coefficiente di dilatazione 
lineare del ramo è maggiore di quello del 
ferro, quindi la barra s’incurva con la con- 
vessità dalla parte del rame. Inoltre la 
barra di ferro risulta in prevalenza tesa e 
quella di rame in prevalenza compressa. 

Considerando un tronco di lunghezza 
qualsiasi (fig. 168 b), la stessa deformazione Fig. .68. 
si può pensare ottenuta riscaldando i due 
materali non saldati fra loro, e applicando al ferro uno sforzo di trazione P, 
e un momento flettente M, c al rame uno sforzo di compressione P, e un mo- 
mento M,. 

Per determinare questo quattro sollecitazioni si hanno due condizioni di equili- 
brio o due di clasticità. Esse devono costituire un sistema equilibrato, perchè 
le estremità della barra sono scariche; quindi si deve avere 


P,=P,=P, M+3M,=Ph. 


Le due curvature devono essere uguali (r+% = —7), per cui 


sa, ele. 
r v 
ossia 
1 
(a) Ph = (EJ5+ EJ). 


Infine le dilatazioni dei due materiali nella superficie di contatto devono essere 
uguali: 

P h. 
EA, 2 


P h 
a;At 4 zE4,* 5; art 
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da cui, tenendo conto della (a), risulta l’equazione 


1) D+ + LI) (pt) na. 


r 
Nel nostro caso si ba A,= A,= bh, J;/=J,= bh8/12; quindi la (6) diventa 


h h_(E+ E, 
r 12r Br 


(a — a)At . 


Per E, = 2,1 - 10° kg/cmq, E, = 1,2 - 10% kg/cmq, a, = 0,000017, a,= 
= 0,000012 si ottiene 
140,364 _ 0,0000541, L00004 
r 1,36% 
Nota la curvatura, si calcolano le quattro sollecitazioni e quindi anche le 
tensioni. 


127. La condizione di resistenza. 


a) La tensione o, raggiunge i valori massimi nei punti della se- 
zione più lontani dell’asse neutro, nei quali si ha 


My' n, My' 
eo mira dg. 


essendo y’ (positiva) la distanza massima nella zona tesa e y'' (nega- 
tiva) la massima nella zona compressa. 

Avendosi soltanto la tensione c, nella direzione #, per la resistenza 
è lecito limitare la tensione (nn. 107 c, 122 bd); perciò le condizioni di 
resistenza sono (5) 


odo<k', |og|<b; 

ossia, ricordando la definizione dei moduli di resistenza della sezione 

(n. 97), 

M , M 

wish. wi 
Quando %k' è minore di k'' (ad es. ghisa), è necessario eseguire en- 

trambe le verifiche, anche se 0) < | 0{ |. 


(126) <k". 


() Per persuadersi che non è l’incurvamento delle fibre longitudinali che provoca la rot- 
tura, bensì l’eccessiva dilatazione e, e la corrispondente tensione 0,, basta pensare che anche un 
corpo fragile come il vetro, una bacchetta del quale si rompe facilmente quando s’inflette, si la- 
scia invece incurvare fortemente nel caso di un fascio di fili sottili (vetro filato); perchè in questo 
caso lo scorrimento fra i fili consente che l'insieme s’incurvi senza che varino le lunghezze dei 
fili stessi. 
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Quando invece %k' = k'' = k, deve essere 
M J 
127 k do ia n a 
(127) Wan St: no Weta 


Nella maggior parte delle travi usate nelle costruzioni la sezione 


ha il baricentro a metà dell’altezza ?, per cui è y = |y"| = 4/2; inol- 
tre è k' = k' = k. Per conseguenza si deve avere 

2 
(128) w <k, essendo Was = 


Se si misura M in kgem e W in cm?, la tensione risulta in kg/emq. 


b) Le formule (126), (127), (128) servono per verificare se una data sezione 
resiste a un dato momento flettente M. Per calcolare invece quale momento 
può sopportare una data sezione, oppure per determinare la sezione necessaria 
per resistere a un dato momento, si ha, nei casi in cui vale la (128), 


MU 


(129), (130) M=kW, = 


Se la sezione è rettangolare (es. 100), per determinare le dimensioni non basta 
conoscere W, ma occorre anche fissare una relazione fra d e (di solito b/h = 0,7; 
es. 107). Nel caso di ferri profilati, calcolato il W necessario mediante la (130), 
si cerca nelle tabelle una sezione avente il W uguale o immediatamente maggiore. 
Infine, nel caso in cui la sezione debba essere simile a una figura data, si calcola 
il W, di questa; quindi, dette a, e a due dimensioni omologhe della figura data 
© della sezione cercata, si ha 


3 


L'APE da cui a=ad (a 
W, a 1) Wi 

e) Quando si prova a flessione una barra di ghisa e si determina il mo- 
mento flettente di rottura M,, se si calcola la corrispondente tensione massima 
di trazione o' = M,/W' si ottiene un valore notevolmente maggiore del carico 
di rottura o’, a trazione. Questo apparente paradosso, segnalato da Hodgkinson 
fino dal 1846, si spiega facilmente. Infatti, ammettendo 
che le sezioni si conservino piane, cioè che e sia proporzio- 
nale a y, nelle parti più lontane dall’asse neutro, dove e è 
maggiore, le 7 sono minori dei valori corrispondenti alla 
proporzionalità fra o e y (Cap. V, nota 9) e il diagramma 
delle o risulta curvilineo. Quindi, invece del diagramma 
teorico nab (fig. 169), si ha il diagramma reale nac equi- 
valente, cioè tale che le o fanno ancora equilibrio a _M 
(geometricamente, i due diagrammi hanno lo stesso mo- 
mento statico rispetto a n). Le parti della sezione più 
prossime a n reagiscono di più di quanto prevede la teoria, consentendo a quelle 
più lontane di reagire di meno. Per conseguenza, a parità di M, la 0a risulta 
minore del valore M/W'. 


an 7 


Fig. 169. 
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Talvolta si approfitta di questo fatto, usando bensì anche per le travi di ghisa 
inflesse l’espressione o' = M/W', ma aumentando convenientemente il carico 
di sicurezza %' a trazione (come si fa anche per le travi di cemento armato). 

In seguito a numerose esperienze su travi di ghisa, Bach propose per il carico 
di rottura per flessione c, = M,/W' l’espressione 


Fast 


Y 
(131) 05 = tto | lo ds, 


dove 0', è il carico di rottura per trazione, y' è la distanza della fibra tesa più 
lontana dall’asse neutro n, dg' è la distanza da n del baricentro G' della zona 
tesa e 4, è un coefficiente uguale a 1,2 se la zona tesa è limitata da una retta 
parallela a n e uguale a 1,33 nel caso contrario (7). 


Esercizio 99. — Nell'esercizio 94 determinare il massimo valore del carico P 
compatibile con la resistenza. 

Soluzione. Il modulo di resistenza della sezione della trave è W = 81,9 cm?; 
quindi, se % = 1200 kg/cmq, il momento ammissibile è M = 1200 - 81,9 = 
= 98280 kgem. Perciò, essendo il braccio a = 80 cm, si ha max P = 98280/80 = 
= 1228,5 kg. 


Esercizio 100. — Determinare le dimensioni della sezione rettangolare di 
una trave di legno capace di sopportare un momento flettente M = 1850 kgm 
col carico di sicurezza % = 60 kg/cmq, sapendo che b/h = 0,7. 

Soluzione. Per la (71) si ha 


s—__t 
0,788 _ M . va ” 6 185000 _ 
6 Fo dacui h=|ix =\ di 60 > 29,8 em. 


Si adottano perciò le dimensioni & = 30 cm e Db = 21 em. 


Esercizio 101. —- Una molla d’acciaio di 10 mm di larghezza e di 1,2 mm di 
spessore si avvolge intorno a un cilindro di 80 em di diametro. Calcolare la ten- 
sione massima. 

Soluzione. Conoscendo r, si può calcolare M mediante la (123) e dedurne 
Gna mediante la (121). Ma la soluzione più diretta è data dalla (122) 


0,06 


= Ynes — ‘108 ®:0° _ 3995 K 
maxo = EM — 2,2 - 10' 40,06 = 3295 kg/emq . 


©) Per maggiori particolari sulla flessione nei materiali che non seguono la legge di Hooke 
si veda, ad es., il volume di C. BAcH e R. BAUMANN: Elasticità e resistenza dei materiali, $$ 20 e 22, 
ed. italiana, Milano, Hoepli, 1928. Un’estesa bibliografia sul paradosso suddetto si trova nel- 
l'articolo di 1. v. KARMAN a pag. 328 della quarta parte del quarto volume della « Encyki. d. 
Math. Wissenschaften », Lipsia, Teubner, 1907-14. 
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Esercizio 102. — Con quale diametro minimo si può avvolgere un filo di ferro 
omogeneo di 1 mm di diametro per non superare il limite di elasticità? 
Soluzione. Se 0, = 2000 kg/emq ed E= 2,1 - 10° kg/cmq, dalla (122) si 
ricava 
E 2,1 - 108 
Gi man 2000 


0,05 = 52,5cm, d= 105 em. 


Esercizio 103. — A quale momento massimo si può assoggettare una barra 
rettangolare di ghisa larga 5 cm e alta 6 cm, sapendo che il carico di rottura per 
trazione è o', = 2200 kg/emq e volendo un coefficiente di sicurezza 6? 

Soluzione. Per la (131) il carico di rottura per flessione è 


o, = 1,2 Va 2200 = 3733 kg/cmq . 


Quindi il carico di sicurezza a flessione risulta %, = 3733/6 = 622 kg/omq; 
ed essendo W = 30 em?, si ottiene M = 18660 kgem. 


128. Le forme più convenienti della sezione. 


a) Nei punti più lontani dall’asse neutro n la o, non deve supe- 
rare %k; quindi negli altri punti si ha 0, < %, cioè il materiale lavora 
meno di quanto potrebbe. Inoltre, gli sforzi o,44 hanno rispetto @ 
dei momenti tanto minori quanto minore è 
la distanza y. Per entrambi i motivi, gli ele- 
menti dA vicini all’asse neutro contribuiscono 
poco efficacemente a resistere al momento 
flettente M esterno. Per utilizzare nel modo d) 
migliore il materiale, conviene perciò soppri- 2) 
mere quello più vicino a n, ossia concentrarlo 
in due nuclei lontani da », uniti soltanto da una 
sottile anima di collegamento. In tal modo si Fig. 170. 
giunge alle travi di sezione a T (a doppio T), 
sia semplici, ottenute al laminatoio (fig. 170 a), 
sia composte, ottenute chiodando o saldando fra loro un’anima di la- 
miera, quattro cantonali e due o più piattabande (fig. 170 Db) (*). 

Per valutare il vantaggio delle sezioni a T osserviamo che per il rettangolo 
si ha W= bh2/6= 0,167A4h, essendo A l’area della sezione; mentre per il L 
si ha in media W = 0,32A4h. Perciò a parità di A e di % queste ultime sezioni 
sopportano un momento quasi doppio. 

b) Inoltre conviene che la sezione abbia un’altezza considerevole, 
perchè, pur crescendo con ciò la distanza Yna che figura al denomi- 


(*) Per queste sezioni si calcola il W detraendo l’area dei fori dei chiodi. Tabelle assai esteso 
dei valori di W si trovano nel volume Stahl im Hochbau, Berlino, Springer. 
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natore di W, cresce di solito maggiormente J, sì che in generale W 
aumenta (°). 

Non si può tuttavia aumentare esageratamente l’altezza della se- 
zione e diminuire la larghezza, perchè diminuisce la rigidezza trasver- 
sale della trave, e l'equilibrio può diventare instabile (instabilità della 
forma piana di flessione, che studieremo nel Cap. XXVI). 

c) Le massime tensioni di trazione e di compressione sono proporzionali 
alie massime distanze y' e y'”. Perciò se il materiale ha uguale resistenza a tra- 
zione e a compressione, cioè se k' = k'" = k, conviene adottare sezioni aventi 
il baricentro a metà dell’altezza %, perchè così lavorano fino al carico di sicurezza 
tanto le fibre più tese quanto le più compresse. 

Se invece si ha %'< %", per conseguire lo stesso risultato occorre profilare 

la sezione in modo che sia y'/y'" = k'/k" (v. es. 110 e 111). 


e 
CI) b d) Talvolta l'aggiunta di materiale può far dimi- 
nuire, almeno teoricamente, la resistenza della trave a 
9) 3 flessione; ciò che accade quando l’aggiunta è tale da far 
e a 
a 


crescere poco J e molto Ymaz Poichè allora diminuisce W. 

Ad es., nel caso di una trave formata da due ferri a [T 

Fig. 171. (fig. 171 a), l’interposizione fra essi di una lamiera di al- 

tezza maggiore (fig. 171 b) può far diminuire W, special. 

mente se lo spessore della lamiera è piccolo. La stessa cosa si verifica nella sezione 

dell'esercizio 50, avendo la sezione quadrata un W minore del W della stessa 
sezione smussata nei due lembi più lontani da n. 

In realtà però tali aggiunte non indeboliscono effettivamente la trave. Infatti 
(fig. 171) se prima nei lembi ad e cd era omar = %, dopo nei lembi estremi e ed f 
della lamiera risulterà omo» > %, ciò che può essere vietato da regolamenti o da 
capitolati d’appalto, ma che non danneggia la sezione; poichè, anche se le due 
parti sporgenti della lamiera risultassero tanto affaticate da cedere, resterebbe 
a resistere la sezione primitiva, rinforzata anzi dalla porzione di lamiera che 
ha la stessa altezza dei due ferri. 


Esercizio 104. — In quale rapporto stanno i momenti flettenti che sopporta 
una trave di sezione rettangolare avente fl = 2b, quando l’asse di sollecitazione 
è parallelo al lato maggiore % 0 a quello minore dî? 

Soluzione. Nel primo caso è W,= 64?/6 = 0,54*/6, mentre nel secondo è 
W,= b*h/6= 0,25h/6. Perciò nel primo caso la trave sopporta un momento 
doppio. 


Esercizio 105. — Due travi uguali di sezione rettangolare si sovrappongono 
lasciandole indipendenti, oppure rendendole solidali (fig. 172). Confrontare i W 
nei due casi, essendo l’asse s normale a È. 


(*) Ad es., nella sezione rettangolare la base è contribuisce con la prima potenza e l’altezza h 
son la seconda potenza a formare il I = b4*/6. Perciò conviene disporre il lato maggiore nella 
direzione dell’asse di sollecitazione. 
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Soluzione. Nel primo caso ogni trave ha W, = 54/6 e le due travi soppor- 
tano M, = 2kW,. Nel secondo caso la trave 
unica ha W, = b(24)?/6 = 4b42/6 e sopporta 
M,=kW,, che è doppio di M,. 


Esercizio 106. — Una trave di sezione 
quadrata viene inflessa in modo che l’asse 
s coincida con una mediana, oppure con 
una diagonale della sezione (fig. 173). Con- 
frontare le ma, ® le curvature nei due 
casi, 

Soluzione. Il momento d’inerzia J ri- Fig. 172. 
spetto all’asse neutro è uguale a 7/12 
in entrambi i casi (n. 98 b); quindi il modulo di resistenza nei due casi vale 


nti. 
12 V2 2 
Perciò, a parità di M, nel secondo caso la max è vV2 volte maggiore, e la trave 
è meno resistente. Le curvature risultano invece uguali. 


Fig. 173. Fig. 174. 


Fsercizio 107. — Da un tronco d’albero cilindrico di diametro d si vuol rica- 
vare una trave di sezione rettangolare (fig. 174) che abbia il massimo W, op- 
pure il massimo J. 

Soluzione. In ogni caso si ha db = Nd - ha. 

Il modulo di resistenza e il momento d’inerzia sono 


Die VET ;_ da _ VET 
6 a 20 12." 


W 


6 


Se si annulla la derivata dW/dh, si ottiene 


[2 
ig i 
rh V34 0,8164, >» 


3 
NN 8 
97 d3 = 0,0642d8. 


ha L _o707, max W= 


ZI 
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Se invece si annulla la derivata d//dh, si ottiene 


3 d 
= d=0,8664, b=>=0,54, 


s TOSTI, maxs= Va — 0,0271 di. 


Esercizio 108. — Confrontare i moduli di resistenza del quadrato e del cir- 
colo di aree A uguali. 
Soluzione. Per il quadrato e per il circolo si ha rispettivamente 
B 


Wi= = 0167AV4, 


(7 23 
Reti AA 


‘040 4Va 


Esercizio 109. — Per rinforzare una trave a T N 50 si aggiungono, saldandole, 
due piattebande larghe 25 cm e dello spessore di 1 cm. Calcolare il WW nel caso 
in cui le piattabande si dispongano una sopra e una sotto (fig. 175 a) e nel caso 
in cui si dispongano entrambe in basso (fig. 175 b), e valutare lo svantaggio che 
si ha nel secondo caso, per la dissimmetria della sezione. 

È Soluzione. La sezione della trave non rinforzata 
ha A = 179 cmq e J = 68738 cm. 


db * 
3 Nel caso a) risulta 


d 


25 - 13 \ 
za Je J = 68738+ 2(23- + 15 - 25,52) = 101254 cm* 
101254 
Wi — —_—T_a 8 
Fig. 175. W= 2 > 3894 em8, 
Nel caso b) calcoliamo anzitutto la distanza del baricentro da %, 
8 +2 
di 2800 720. 667701. 


C Ata  179+ 50 
‘Quindi si ha 


I, = 68738.+ 252° 4 50 - 262 = 106555 emi 
% Tar a 


ag = 106555 — 229 + 5,677 = 99175 cm, 


__ 99175 
fa” 80/677 


Quindi nel secondo caso il W è inferiore del 17 %. 


= 3233 cm. 


Esercizio 110. — La fig. 176 a) rappresenta la sezione di una trave di ghisa 
soggetta a momento flettente positivo. Determinare la larghezza b che deve avere 
Yala orizzontale affinchè risulti o' = k' e o” = 4", essendo f = 12 em, s= 3 em, 
+' = 250 kg/emq, 4" = 900 kg/cmq. 
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Soluzione. La condizione si può serivere 


LUO i Le i geo ge 
gi cioè np da cui y'= h= ah, 
dove nel nostro caso è a = 5/23. 
D'altra parte, per la (13), il baricentro è determinato da 


he s 
: s7z+(0-3)3 


IT shFo= ss 


Perciò, uguagliando e risolvendo per d, si ottiene 


2ah — 8 


Fig. 176. Fig. 177. 


Esercizio 111. — La fig. 176 b) rappresenta la sezione di una trave di ghisa. 
soggetta a momento flettente positivo. Determinare l'altezza ” affinchè risulti 
o'=k' e o = k", essendo b = 100 cm, s= 2,5 cm, k'= k"/3. 

Soluzione. In questo caso si ha 

2 Vi 
45 ta + (b— 48) 3 

4sh + (b — 48)8 


’ 


y=ah=<+h, y 


1 
4 


Uguagliando e risolvendo per %, si ottiene 


alb — 45) + 4/02(6 — 45)* — 4(1— 2a)(b — 48)8 
4(1— 2a) ù 3 


h 


Coi dati dell’esercizio risultano le due soluzioni & = 7,5 cm e R= 15 cm. 


Esercizio 112. — Una trave è costituita da due ferri a |T N 20 con una lamiera 
interposta alta 30 cm (fig. 171 b). Determinare lo spessore s che deve avere la 
lamiera affinchè il W risulti uguale a quello dei due ferri senza la lamiera. 

Soluzione. Per ciascun ferro è J = 1911 em'; quindi per i due ferri si ha. 
J, = 3822 cm', W, = 382,2 cmî. 
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interponendo la lamiera si ottiene 


s- 303 


Ji = 3822+ 55 


3822 + 22505, W,= 254,84 1508. 


Perciò W, risulta minore, uguale o maggiore di W, secondo che s è minore, 
uguale o maggiore di 0,85 cm. 


Esercizio 118. — Una trave è costituita da due travi di sezione quadrata 
di 6 em di lato, una di ferro e una di rame, saldate fra loro (fig. 177 a), ed è 
soggetta a un momento flettente M = + 1000 kgm. Determinare il raggio di 
curvatura e le tensioni massime. 

Soluzione. Se r è il raggio di curvatura corrispondente all'asse neutro, in un 
‘elemento dA, del ferro e in uno dA, del rame si hanno gli sforzi 


cdi, = E,Lad,, odA, = E,4 dA, . 


La seconda espressione si può scrivere 


da cui risulta che la sezione ideale 44,, = (E,/E,)dA, si comporta come fosse 
di ferro. 
Se dunque si moltiplica la sezione del rame per E,/E, = 1,2 - 108/2,1 - 108 — 
= 0,571 senza variare le distanze y, cioè se si riduce la larghezza b del rame a 
b, = 0,571 - 6= 3,43 em, si ottiene una sezione che si può considerare di solo 
ferro (fig. 177 b). Determinando il suo baricentro, si trova che l’asse neutro 
dista dal lembo inferiore di d = 5,20 cm, mentre il momento d'inerzia risulta 
Tu = 640 emi. Si ottiene perciò 
EJna _ 2,1 108 - 640 


five O O) 
MU 100000 1R640 O 
100000 - 5,2 
nazione = ay 813 kg/emq, 
| max o, | = 0,571 e = 607 kg/cmq. 


129. Il lavoro di deformazione. 


Per le stesse ragioni esposte nel n. 109, se supponiamo che il mo- 
mento esterno sia applicato gradatamente, in modo da non produrre 
azioni dinamiche, il lavoro di deformazione è la metà del prodotto del mo- 
mento M per lo spostamento angolare © della sezione iniziale rispetto 
a quella terminale. Quindi, tenendo conto della (124), si ottengono tre 
espressioni formalmente uguali alle (95): 


{132) ae 


È 2 
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Se il momento flettente è variabile da sezione a sezione, si ha 


* Md 
(132,) ny =| SRI > 
li] 


Alla stessa espressione si giunge partendo dal lavoro interno /96,) 
e avendo presente la (121): 


(57 ‘ xp>d ‘3a 

2 E ] *M2dx | ‘MM? 

L=|ar=|pv=/wW=/op | ved =|37r- 
Pr Vv do A (o) 


130. La deformazione della sezione. 


Per quanto si è detto nel n. 108, si manifestano delle dilatazioni trasversali 
negative nella regione dove le fibre longitudinali si allungano e positive dove 
si accorciano, misurate da e, = e, = — e,/m = — y/mr. Quindi le fibre trasver- 
sali parallele a n si accorciano o si allungano in misura 


proporzionale a y, e per conseguenza s’incurvano (ana- 
logamente a quelle longitudinali) con raggio di curva- 
tura 7, = mr e con centro di curvatura O, situato dalla 
parte opposta ad O. Le fibre trasversali normali a » si 


accorciano per una parte della loro lunghezza è si al- 
lungano per l’altra parte. Perciò ad es. una sezione ret- 
tangolare assume la forma della fig. 178 a'), come si può 
verificare inflettendo un prisma di gomma (fig. 178 b). 

Naturalmente si fa astrazione da tale deformazione 
della sezione, cioè nelle (121), (123), (124) si considera 
il momento d’inerzia Y della sezione indeformata. Fig. 178. 


131. Caso della contrazione trasversale impedita. 


In certi casi la dilatazione trasversale 8, 
(n. 130) è impedita, mentre la e, avviene libera- 
mente. Ciò si verifica, ad es., in una lastra ret» 
tangolare inflessa parallelamente a due dei suoi 
lati (fig. 179): i piani paralleli alle due facce della 
Fig. 179. lastra si dispongono secondo superficie cilindriche, 
per cui è impedito l’incurvamento secondario delle 
fibre parallele a n, e quindi è impedita anche la loro dilatazione e, (salvo due 
brevi tratti estremi). 
Questo impedimento provoca una tensione 0,, che si ottiene annullando 
l'espressione di e.: 
ULI 


(:- E)=0, da cui 93° 
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Le tensioni c,, dovendo equilibrare .M, sono ancora espresse dalla (121). invece 
la dilatazione e, risulta leggermente diminuita dalla 0,: 


c 1 0, mi-1 0, 
(199) SH (oe- 2) mio E: 


Per conseguenza la curvatura 1/r e l’angolo di flessione © risultano dimi- 
nuiti nello stesso rapporto (m?— 1)/m?, cioè si ha (19) 
m-1 MI 


(1 DEE b=- . (1-22) MI (o I } 


i nl M N 
mi BI ‘EJ 


r mi BJ 


ciò che equivale ad assumere il modulo di rigidezza (n. 126 a) così aumentato 


, mi EJ mE bh? 
(1331) #1 po” 19 


Anche la resistenza risulta un poco aumentata, dovendosi avere (n. 122 è) 


CA 7 5 mi, 
oo Sd cioè Ce Sail: 

Tutto ciò vale anche per le lastre cilindriche (tubi) soggette a forze che ne 
modificano la curvatura, ossia che deformano la sezione del tubo. 


132. Tratti di sezione variabile. 


I risultati (121), (122), (123), (124,), (132,) ottenuti per le travi prismatiche si 
possono usare con buona approssimazione anche per le travi di sezione lentamente 
variabile, Nel Cap. X, B) valuteremo gli errori che in tal modo si commettonn. 

Invece le singolarità che possono presentarsi nelle travi, come strozzature 
(fig. 151 a). cambiamenti bruschi di sezione (fig. 152 b) e fori (fig. 153), prova. 
cano anche nel caso della flessione delle notevoli concentrazioni di tensione nelle 
loro vicinanze. I coefficienti di aumento, che nello sforzo normale (n. 114 b) moi. 
tiplicano la Omezia, S0n0 circa gli stessi e moltiplicano la tensione locale che la 
flessione provocherebbe nell’intorno della singolarità qualora questa non esistesse. 
Così, ad es., quando si inflette la barra della fig. 151 a) nel piano della figura, la 
tensione nei punti m, n è circa doppia della o = M/W che si avrebbe negli stessi 
punti qualora la barra fosse prismatica e di larghezza mm. 


133. Materiali che non seguono la legge di Hooke. 


Quando il materiale non segue esattamente la legge di Hooke (i materiali 
fragili come la ghisa, e anche il ferro e l’acciaio sollecitati oltre il limite di pro- 
porzionalità), viene a mancare la seconda delle ipotesi sulle quali si fonda la teoria 
della fiessione (n. 125 c); per cui i suoi risultati si possono usare solo per caleo)i 
amprossimati. Studiamo ora la flessione per questi materiali, tenendo conto 
del loro effettivo comportamento. 


(°) Per m = 10/3 il fattore riduttore vale 91/100 = 9/10. 
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Misure accurate mostrano che le dilatazioni e, si mantengono ancora pro- 
porzionali alle distanze y dei vari punti dall’asse neutro, ossia che la prima ipo- 
tesi è ancora vera, e si ha (n. 126) e, = y/r, dove r è il raggio di curvatura in corri- 
spondenza dell’asse neutro. 

Il comportamento elastico del materiale è noto quando si abbia il dia- 
gramma 0, e (Cap. V, nota 9), ottenuto sollecitando il materiale alla trazione 
© alla compressione; diagramma che in generale sarà diverso nei due casi 
(fig. 180 a). 

Limitiamoci al caso più semplice della sezione rettangolare. Se e, ed e, sono 
le dilatazioni (incognite) positiva e negativa mas- 
sime alle distanze y' e y” dall’asse neutro inco- 
gnito (fig. 180 b), la prima condizione di equilibrio 
(n. 125 db), essendo dA = bdy © dy = rde, diventa 


Sa 
foad = br | cde= 0. 
Pi ù 


Ph A 


Cioè l’area tratteggiata del diagramma o, e compresa 
fra e, ed e, dev'essere nulla; condizione che lega e, Fig. 180. 
ed e,, e quindi anche le distanze y' e y” a esse pro- 
porzionali, e che definisce perciò la posizione dell’asse neutro quando siano noti 
i valori di e, ed e». (In particolare, se il diagramma per la trazione è uguale a quello 
per la compressione, l’asse neutro risulta a metà altezza). 

La seconda condizione di equilibrio diventa 


A y 
I oydA = b | cydy= M. 
i y' 
Se leggiamo le ordinate e del diagramma come lunghezze in una scala tale che 
le e rappresentino le distanze y corrispondenti, cioè tale che il segmento SIA rap- 


presenti l'altezza A della sezione, l’integrale è il momento statico S, dell’area 
tratteggiata rispetto all’asse neutro. Quindi dev'essere 


sE 

Pertanto, tracciate sul diagramma due rette orizzontali per due punti e, ed 
e, in modo che l’area intrecciata sia nulla (e quindi rappresenti una possibile 
soluzione), si calcola il momento statico $, di tale area rispetto all’asse 00, leg- 
gendo le ascisse nella scala delle o e le ordinate come distanze y, in una scala tale 
che il segmento z;e, corrisponda ad %. Se $S, risulta uguale a 2/b, il problema 
è risolto; altrimenti si ripete l'operazione per due nuovi punti e', ed £',, cam- 
biando naturalmente la scala delle altezze (c'e, = 4); e così via. 

Ottenuta la soluzione, cui corrispondono due punti #, ed &,, si conosce senz’al- 
tro il discramma o nell'intera sezione e quindi anche o’ e 0’. Dividendo poi h 
in parti y' e y' proporzionali a €, ed &,, si ottiene l’asse neutro. Infine, la curva- 
tura è data da 1/r = &ly' = sly" 
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134. Materiali aventi moduli di elasticità differenti a trazione e a compressione 


Molti materiali hanno un comportamento che si può considerare elastico, 
ma con moduli di elasticità differenti E, a trazione ed E, a compressione. 

In tal caso, se 1/r è la curvatura in corrispondenza dell’asse neutro, si ha 
(fig. 181) 


o” 


Limitandoci al caso della sezione rettangolare, la 
prima condizione di equilibrio diventa 


| n 
fodh=bfcdy=0; 
À ò 


Fig. 181. 


per cui dev'essere nulla l’area totale del diagramma delle o. Si ha quindi 


DIAL] nre o Vini 
Py? _ Eg ossia LA Ho; 


2% TEA y7 È, ; 


da cui, componendo, risultano le relazioni 


ih__VFe "u_p__VE 
VE, 


= e 
+vE. VE:+ VE: 


che determinano l’asse neutro. 
La seconda condizione di equilibrio diventa 


Ey' by 2, 
ER 


e sostituendo l’espressione di y' 


US 
E E. T 4E,E, 


M . =. 
ro (VE+VER  r (VE+VE) 


Se si confronta questa relazione con la (123), si conclude che la trave s’in- 
flette come se avesse un unico modulo di elasticità fittizio E*, espresso da 


(a) E* — 


Ottenuto 7, si conoscono anche do’ e 0°, 


FLESSIONE 485 


B) FLESSIONE DEVIATA. 


135. Sezione di forma qualunque. 


a) Consideriamo ora il caso generale di una trave avente la se- 
zione di forma qualunque e supponiamo che il piano di sollecitazione 
pur contenendo l’asse della trave, sia comunque orientato e che lo sia 
quindi anche l’asse s di sollecitazione (fig. 182). 

Anche in questo caso, incurvandosi la trave, 
esistono delle fibre longitudinali che conservano 
la loro lunghezza. Esse costituiscono uno strato 
neutro, che incontra ogni sezione secondo un asse, 
neutro n, generalmente obliquo, come si vedrà, 
rispetto all’asse s. Ogni sezione ruota, rispetto a 
una sezione vicinissima, intorno all’asse n, con- 
servandosi piana. Perciò la dilatazione e, di una 
fibra longitudinale generica è ancora proporzionale 
sia alla distanza normale s, dall’asse n, sia alla 
distanza s misurata parallelamente a s. Quindi, 
per la legge di Hooke, anche la tensione 0, è pro- 
porzionale a s, 0 & s, e si può porre 


Fig. 182. 


(a) Cs ide 


b) Per l’equilibrio fra le tensioni interne nella sezione generica S 
e il momento esterno M, devono essere nulle la somma degli sforzi o,d 4 
e la somma dei loro momenti rispetto all’asse s contenuto nel piano 
di M, con distanze n che è lecito misurare parallelamente a n; mentre 
la somma dei momenti di tali sforzi rispetto all’asse n, con distanze s 
misurate parallelamente a s, deve essere uguale al momento M della 
coppia esterna: 


fodA=0, fomad =0, fosdA = M. 
4 A 


La prima di queste equazioni diventa per la (a) 


o,|sa4=0, dacu fsda4=90; 
4 4° 


quindi l’asse neutro n è baricentrico anche in questo caso. 
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La seconda equazione diventa 
o. fsndA =0, da cui Jsndd =0; 
d 4 
è nullo il momento centrifugo della sezione rispetto agli assi baricen- 
trici s ed n, quindi essì sono diametri coniugati dell’ellisse centrale d’iner- 
zia della sezione (n. 90). 
Infine, la terza equazione diventa 


or fsad = at, da cui o=%, 
bi n 


essendo J, il momento d’inerzia della sezione rispetto all’asse neutro, 
calcolato misurando le distanze s parallelamente a s; quindi risulta 


(134) 0, = sl È 
Questa relazione si può anche scrivere 
(134,) 0, = Si sen ò, 


essendo J,, = J, sen? ò il momento d’inerzia calcolato con le distanze 
normali s, = s sen é. 

c) In generale l’asse n risulta dunque obliquo rispetto all’asse s. 
I due assi risultano normali (flessione retta) soltanto se si fa agire la 
coppia esterna in modo che s coincida con uno degli assi dell’ellisse 
d’inerzia della sezione, poichè allora n è l’altro asse. Se l’ellisse d’inerzia 
della sezione è un circolo (ad es. se la sezione è quadrata), la flessione 
è sempre retta, comunque sia orientato s. 

d) La relazione trovata fra gli assi s ed n si dimostra anche direttamente 
osservando che la risultante degli sforzi interni 0,4A4 incontra la sezione nel ba- 
ricentro degli elementi dA nei quali si pensino applicati gli sforzi ozdA, oppure 
le quantità proporzionali sd4A4; baricentro che è perciò il centro relativo all’asse n 
(n. 86 a) e quindi l’antipolo di » rispetto all’ellisse centrale d’inerzia della sezione 
(n. 88). D’altra parte, la coppia esterna M equivale (n. 33 8) a una forza d’in- 
tensità nulla, agente secondo la retta all'infinito del piano di sollecitazione e 
che incontra perciò la sezione nel punto all'infinito dell'asse s. Quindi, per 
l’equilibrio fra le tensioni interne e la coppia esterna, l’antipolo dell’asse n coin- 
cide col punto all’infinito dell’asse s; per cui n è il diametro coniugato al dia- 
metro s. 

e) La risultante 7 dei soli sforzi c,4A di trazione e la risultante C dei 
soli sforzi di compressione passano per gli antipoli X, e X, dell’asse n rispetto 
alle ellissi centrali d’inerzia della zona tesa e della zona compressa. Per l’equi- 
librio fra le tensioni interne e la coppia esterna, si ha 7 = C, e i punti X, e X, 
sono sopra una parallela all’asse s. Se 7, è la distanza X,X,, si ba Th = Chy= M. 


FLESSIONE 187 


136. La deformazione deila trave. 


Come si è detto, ogni sezione ruota, rispetto a una sezione vicinis- 
sima, intorno all’asse n; perciò le fibre longitudinali s’incurvano in 
piani normali a n. Quindi il piano di flessione, che contiene la linea 
elastica ossia l’asse geometrico deformato, non coincide generalmente 
col piano di sollecitazione (flessione deviata) (1). 

Per la costanza di M, le fibre si trasformano in archi circolari, i 
cui centri sono su di una retta o parallela a » (fig. 182). Le sezioni rette 
si conservano normali alle fibre deformate e passano quindi per o. 
Se r è il raggio di curvatura della linea elastica ed 7' è la sua proie- 
zione obliqua su s, ragionando come nel n. 126 a) si trova 

Sì 8 Si s 


o=E . 
r ge D) r' 


E 


Perciò, confrontando con le (134) o (134,), risulta 


L M 1 M 
(135) POM senò, #3 I, 


L’angolo di flessione è espresso da 
Ù MI 


(136) (2) =F = 550 d. 


137. Decomposizione in due flessioni rette. 


a) Lo studio delle tensioni e delle deformazioni riesce più comodo 
sostituendo alla flessione deviata 
due flessioni rette. Se y e 2 sono 
gli assi principali d’inerzia della 
sezione, scomponiamo il momento 
flettente MM, agente nel piano che 
ha per traccia s (fig. 183 a), in un 
momento M. (momento rispetto al- 
l’asse 2) nel piano di traccia y e in un 
momento M, nel piano di traccia 2: 


Fig. 183. 


() L’obliquità del piano di flessione si rende evidente lasciando incurvare sotto l’azione 
del proprio peso un prisma di gomma elastica di sezione rettangolare, disposto con l’asse oriz- 
zentale, incastrato a un estremo e libero all’altro, con la sezione orientata in modo che nessuno 
dei suoi lati risulti verticale. 
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Ciascuno di questi momenti flettenti produce una flessione retta 
(n. 135 e): per M, l’asse di sollecitazione è y e l’asse neutro è 2, e vice- 
versa per M,. I corrispondenti angoli di flessione, con assi di rotazione 
% e y risultano 

Mii MJ 


OS gia eg 


Le due rotazioni D, e ©, equivalgono a una rotazione unica ® intorno al- 
l’asse n inclinato di un angolo $ rispetto a 2 (fig. 183 è), tale che 


D, 
tef=% 


quindi per le (a) risulta 


(137) 


Questa relazione fra le direzioni degli assi s ed n è l'equazione dei diametri 
coniugati (n. 89 b) dell’ellisse di semiassi 9, e 0,, ciò che conferma la relazione 
trovata in altri modi (n. 135 d e d) (1°). 

La rotazione @ totale, intorno all’asse n, è data da 


MI Sao cos a 


(138) D= VD + dì — 


1 (2) M|/sen a costa 
(190) $ al O + Ja” 


b) La tensione o, in un punto generico (fig. 183 a) si ottiene som- 
mando algebricamente le tensioni prodotte dalle due flessioni rette; 
quindi per la (121) si ha 


My Ma 
CREMA 


(140) 0. 


= n (te 059, 


Ji Ty 


I segni dei due termini si ottengono considerando gli effetti di 
M, e di M,: nel caso della figura, se M è positivo si hanno due com- 
pressioni nel primo quadrante, due trazioni nel terzo, una trazione e 
una compressione nel secondo, una compressione e una trazione nel 
quarto. 


('*) Se fosse J, = Jy, le rotazioni ®, e 9, sarebbero proporzionali ai momenti M, ed M, che 
le producono; e poichè si ha tg a = M,./M, e tg 8 = ®,/®,, risulterebbe tg $ = 1/tg a, cioè n 
ed s sarebbero normali. Essendo invece in generale J, + Jy;le due rotazioni non sono propor- 
zionali ai rispettivi momenti. Ad es., se s biseca l'angolo ye, si ha M, = M,; maseè J,> Jy,ri- 
sulta 9, < ,, quindi l’asse n della rotazione totale risulta angolarmente più vicino a y che as 
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Se si confronta la (139) con la relazione 0, = Es;/r, si ha anche 


/sen? cos? a 
(141) o, = Ms, V Fr E "ai 


Le formule (138) ... (141) sono preferibili alle (134) ... (136), perchè 
i momenti J, e J, per vari tipi di sezioni si trovano nelle tabelle dei 
manuali (18). 
c) Il lavoro di deformazione è dato dal semiprodotto di M, 
e del coseno dell’angolo 90° — ò formato dal piano di flessione col 
piano di sollecitazione: 


(142) L= sen d = TE gen? 8. 


Se invece si scompone M in M, ed M,, il lavoro si ottiene som- 
mando i due lavori fatti da M. e da M, (4): 


MU Mil _ M?(sena , cos 9) 


(148) L=535J.t 351, 3E\ JI, + 3 


138. La condizione di resistenza. 


a) I massimi valori della tensione, o) di trazione e 0% di com- 
pressione, si verificano nei punti a e > che hanno le massime distanze 
s' ed s'' dall’asse neutro (fig. 183 a); quindi per la (134) si ha 

; Ms' M sa — Me M 


da = Sai Ti Wa: 


0 da Wi? 


Per la resistenza, queste tensioni non devono superare i rispettivi ca- 
richi di sicurezza k' e %k''. 

Se invece si calcolano le tensioni massime mediante la (140), è 
necessario determinare prima i punti a e d più lontani da n e misu- 


(13) Il termine sen 6/7in che figura nelle (134), (135), (136) è uguale alla radice che figura 
nelle (141), (139), (138), ciò che dimostra direttamente l’equivalenza dei due gruppi di formule. 
Infatti, si ha 


send _ sen (a + 6) 1, senacosf + cosasenf _ cosa 


Ti © I, così 8 + J, sent8 JJ, tgatgfcosth + sent B J,senB' 


_1/ senta 2, cos a 
7) cata + cos' 5 ren 
(4) In generale (v. Cap. XVI) quando agiscono due forze P, e P, il lavoro è uguale alla som- 
ma dei due lavori fatti separatamente da P, e da P., più un terzo lavoro (indiretto o mutuo) che 
fa P,, pensata già applicata, mentre si applica P., o viceversa. Nel nostro caso però la coppia 
M, non compie lavoro mentre si applica M,, perchè questa produce una rotazione 9, in un piano 
normale a quello di M.. 


pren a |, co. 
FT, A 
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rarne le coordinate y e 2; poichè soltanto per sezioni rettangolari o 
inscritte in un rettangolo (ad essa T,a T,a|_ea|T) tali punti coin- 
cidono con quelli che hanno contemporaneamente massime y e 2. In 
quest’ultimo caso, se si pone J./y' = Wi, J.ly'=W% Jie = WI, 


Jie! = Wi, le condizioni di resistenza risultano 
sena cosa sen a cosa 
= SW ssa ai Ea 
art gf<t, Kiprt pe) <k 


Se la sezione è simmetrica rispetto agli assi 2 e y, per cui y' = 
=Y'"' =Ymaxy® =2"' = max) © Se inoltre è k'=%k" =%k, sihal’unica con- 
dizione 


sen a cos a 
x (7° sE Fo) <k. 


(La parentesi è uguale all’inverso 1/W, = Smaz/Jn del modulo di resi- 
stenza della sezione). 

b) Per calcolare la sezione capace di sopportare un dato M con un dato 
orientamento di s, quando sia stabilita la forma della sezione, conviene porre 
W.|W,= 4 e ricavare dalla (144) 


(144) 


W,=È (en a+pcos a). 


Posto per x un valore di tentativo, si calcola W, e si trova nelle tabelle il W, 
corrispondente; si ha così un valore più approssimato di y, mediante il quale 
si calcola di nuovo W,. Per le sezioni a a normali si ha 4 = 7 -- 10; peri pro- 
fili Grey ad ali larghe (Differdingen) si ha u = 3 + 5; 
per le sezioni a |T si ha u=5=8. 


139. Diagramma di resistenza della sezione. 


Per quanto si osservò nel n. 97, il momento flet- 
tente M che la sezione può sopportare, secondo un 
determinato asse di sollecitazione s, è dato dal mi- 
nore dei due valori 4'W', = k'Aw' e k'W{ = kb''Aw", 
essendo w' e w” i raggi vettori del nocciolo d’inerzia 
distesi su s. 

Nel caso in cui %' = %k'" = k, se w è il minore dei 
due raggi vettori w' e w”, tale momento è dato da 


Fig. 184. (145) M=kAw. 


Pertanto, essendo % e A costanti, la figura comune al nocciolo e al nocciolo 
ruotato di 180° (per escludere il maggiore dei due w) (fig. 184) è un diagramma 
polare i cui raggi vettori sono proporzionali al momento flettente che la sezione 
può sopportare per ogni direzione dell'asse di sollecitazione. 
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Esercizio 114. — Una trave di ferro di sezione rettangolare di cm 6 x 8 è 
nflessa da un momento M = 500 kgm con l’asse di sollecitazione coincidente 
con una diagonale (fig. 185). Determinare la tensione massima e la curvatura. 

Soluzione. L'angolo a che l’asse s fa con l’asse 2 è definito da sen a = 0,8 
e cos a = 0,6; quindi è a = — 53010". L'asse neutro coincide con l’altra diago- 


La a a 


Fig. 185. Fig. 186. 


nale (n. 98 a). L'angolo d che s fa con n è 2(90°— a) = — 73° 40’ e si ha 
sen d = 0,96; perciò il piano di flessione fa col piano di sollecitazione un angolo 
di 16° 20’. 

Si ha poi J, = 256 cm*, J, = 144 cm*, e quindi per la prima delle (56) 


Tin = 256 + 0,6* + 144 - 0,8° = 184,32 cm*. 


I punti più lontani dell’asse neutro sono i verticia e besiha maxs= 5em, 
max 8, = 5 - 0,96 = 4,8 em. Quindi per la (134,) si ottiene 


50000 - 4,8 


max 0 = 734,32 


0,96 = 1250 kg/emq . 


Per la (135) la curvatura risulta 


1 50000 
ci 1, 
= = 317108 194,98 0,99 = 0,0001240 om; 
da cui r = 8065 em. 
Gli stessi risultati si ottengono applicando le espressioni (140) e (139). 


Esercizio 115. — Una trave a |T N 16 è inflessa con M = 400 kgm secondo 
l’asse s (fig. 186) inclinato di 22° rispetto y. Determinare l’asse n e caico- 
lare Omoa» 

Soluzione. Avendosi a = 689, dalla (137) si ricava 


925 
85,3 


teB 5 ctg a 0,40403 = 4,3813, f=7709. 
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L'angolo di n con s risulta così d = 34° 51' e il piano di flessione è inclinato 
di 55° 9’ rispetto al piano di sollecitazione. 
Per la (144) si ha nel punto a più distante da n 


0,92718 , 0,37461 
116 ©‘ 18,3 


Gmaz 40000 ( ) 1139 kg/emq . 


Esereizio 116. — Il ferro cantonale dell’esercizio 43 è inflesso con M = 125 
kgm secondo un asse s parallelo a uno dei lati. Determinare l’asse n e Ornago 

Soluzione. Avendosi a = 45°, si ricava 

141,25 
= = = 750 46’. 
teB= 35gg 1 = 39411, = 7546 

Perciò l’angolo di n con s è d = 59°14' e l'angolo del piano di flessione col 
piano di sollecitazione è di 30° 46/. 

Il punto più distante da n è r (fig. 127), per il quale si ha y = 4,95 cm è 
= 3,017 em; quindi per la (140) risulta 


4,95 - 0,70711 + 3,017 - 0,70711 
141,25 35,84 


Omaz 12500 ( ) 1045 kg/emq . 


Esercizio 117. - Determinare lorientamento più conveniente dell’asse si 
per il ferro cantonale dell’esercizio 4’0 (fig. 107), e il massimo momento flettente 
ammissibile, 

Soluzione. La fig. 184 rappresenta il cantonale e il diagramma compreso fra 
il nocciolo e il nocciolo ruotato di 180°. L’asse s più conveniente è quello cui 
corrisponde wma = 1,07 cm. Per la (145) risulta 


max M = kAW,maz = 1200 - 7,36 - 1,07 = 9450 kgem. 


Esercizio 118. — Determinare l’orientamento di s più sfavorevole per la trave 
dell’esercizio 114. 

Soluzione. I lati del nocciolo sono paralleli alle diagonali del rettangolo; per- 
ciò il raggio vettore w risulta minimo quando s è normale a una diagonale, 
© sì ha wmin = 0,80 cm, Mmm = 1200 - 48 - 0,80 = 46080 kgem. 


140. Bibliografia. 


Per lo studio della flessione mediante la Teoria della elasticità (problema di 
Saint-Venant) si veda, ad es., il primo volume dell’opera di G. CoLonnETTI: 
La Statica delle costruzioni, pag. 125, Torino, Utet, 1928. Lo stesso problema 
e altri analoghi sono svolti in forma notevolmente semplice e immediata nel- 
l’opera di S. TIMosHENKO citata nella nota 5. 

La flessione delle travi di sezione non omogenea, di cui si è visto un esempio 
nell’esercizio 113, è studiata in modo esteso nel Cap. XXIII, trattando delle 
travi di cemento armato. 


} 
| 
Il 
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La flessione nel caso di materiali che non seguono la legge di Hooke, in par- 
ticolare della ghisa, è studiata in modo teorico e sperimentale nel volume già 
citato (n. 123) di C. BacH, che espone inoltre estesamente i risultati di numerose 
prove a flessione, eseguite in vari modi su materiali diversi. 

'labelle estese contenenti i valori delle varie caratteristiche delle sezioni, 
per numerosi tipi di travi sia semplici che composte, si trovano nel volume 
Stahl im Hochbau, Berlino, Springer. 
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CAPITOLO VII. 


TORSIONE 


141. Generalità. 


Il caso più semplice di torsione si ha quando alle due estremità 
di una trave rettilinea agiscono coppie uguali e contrarie in piani nor- 
mali all’asse geometrico; nel qual caso la sollecitazione è di torsione 
semplice e costante in tutte le sezioni. Più in generale, si ha torsione 
quando le forze esterne che precedono una sezione generica hanno un 
momento rispetto all’asse geometrico della trave (o rispetto alla nor- 
male per il baricentro della sezione, se l’asse è curvo); cioè quando 
tali forze non incontrano l’asse. 

Di rado si ha torsione semplice, poichè basta il peso proprio della 
trave per produrre anche sforzo normale, se essa è verticale, oppure 
momento flettente e sforzo di taglio, se è orizzontale. Tuttavia i risul- 
tati che si ottengono studiando la torsione semplice valgono anche 
quando coesistono altre sollecitazioni. 

Nella maggior parte delle travi le forze agiscono in un piano verti- 
cale passante per l’asse della trave e perciò non generano torsione; 
tuttavia anche in questo caso la trave può subire una torsione quando 
serve di sostegno ad altre travi trasversali collegate a essa con incastro. 

Spesso sono soggetti a torsione alcuni organi delle macchine e spe- 
cialmente gli alberi di trasmissione. 

La torsione si può studiare con procedimento elementare, dovuto 
a Coulomb (*), soltanto nelle travi di sezione circolare piena o cava. 
Le travi di sezione non circolare si studiano invece mediante la Teoria 
della elasticità e la soluzione generale fu data da Saint-Venant. Per 
queste ultime ci limiteremo a indicare i risultati più importanti e le 
applicazioni di alcuni di essi alle travi di ferro più frequentemente usate. 
Infine, le travi tubolari di piccolo spessore si prestano a una tratta- 
zione elementare sufficientemente approssimata, qualunque sia la forma 
della sezione. 


(*) C. A. COULOMB: Recherches théoriques et erpérimentales sur la force de torsion ecc., +Hi- 
8toire de l’Académie », 1784, pagg. 229-269, Parigi, 1787. 
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142. Le tensioni nella trave di sezione circolare. 


a) Consideriamo una trave ad asse rettilineo e di sezione circo- 
lare costante, soggetta a due coppie M, uguali e contrarie, applicate 
alle due sezioni estreme e agenti nei piani di queste (fig. 187). (Quando 
uno degli estremi è fissato, è il vincolo che reagisce con una coppia 
uguale e contraria a quella applicata nell’estremo libero). Il momento 
torcente risulta costante in tutte le sezioni e uguale M 

14 


a M. 
Se invece agiscono varie coppie in diverse sezioni, Cc) 
il momento torcente è costante in ciascuno dei tratti 
fra due coppie successive ed è uguale alla somma 
algebrica dei momenti delle coppie che precedono la 
sezione che si studia. 
La deformazione della trave si manifesta eviden- 
temente con una rotazione relativa di una sezione 
qualunque nel proprio piano e intorno al suo centro, 
rispetto a un’altra sezione, di un angolo 0 tanto mag- 
giore quanto più distanti sono le due sezioni. 
Quando la sezione è circolare, e soltanto in questo 
caso, le sezioni si conservano piane; inoltre le sezioni 
non si deformano nel loro piano, ossia le rette uscenti 
dal centro si conservano rette e l’angolo fra due di M 
esse non varia; ciò che è confermato dalla Teoria 
della elasticità e dall’esperienza. L’insieme di questi Fig. 187. 
due fatti costituisce per la torsione l’equivalente della 
conservazione delle sezioni piane nella flessione (valida nella flessione 
per qualunque forma della sezione) e consente lo studio elementare 
del caso considerato. ‘ 

b) L’asse geometrico 00 (fig. 188) rimane rettilineo, mentre le 
altre fibre longitudinali si trasformano in eliche cilindriche di piccolis- 
sima curvatura, per la supposta piccolezza della deformazione. Un 
punto ec di una fibra longitudinale subisce uno spostamento cc, per- 
pendicolarmente alla fibra stessa, rispetto a un punto b della stessa 
fibra, distante Z da c. (O meglio, rispetto alla fibra de normale alla 
prima, essendo la deformazione caratterizzata dalla variazione che 
subisce l’angolo retto fra le fibre be e de; poichè se la fibra de, invece di 
conservare la sua direzione, si inclinasse anch’essa nel piano che in modo 
da rimanere normale alla de,, non si avrebbe deformazione elastica). 

La misura della deformazione è data dal rapporto y, detto scorri- 
mento, fra lo spostamento ce, e la distanza 7 di e dal punto b di rife- 
rimento; ossia dallo spostamento aa, = y riferito al punto d distante 
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uno (analogamente a quanto si disse per la dilatazione e). Lo scor- 
rimento è un numero puro, essendo il rapporto di due lunghezze. 

La conseguenza evidente della conservazione delle sezioni piane e 
dei raggi rettilinei è che lo scorrimento y risulta proporzionale alla 
distanza r del punto a dal centro della sezione (analogamente a quanto 
si trovò per e nella flessione). 

Le fibre longitudinali sono soggette soltanto allo scorrimento y, senza 
una sensibile dilatazione e; poichè, se si ammette che la distanza fra 


Fig. 188. Fig. 189. 


due sezioni non vari, la lunghezza ab = 1 diventa /1 + 7? e aumenta 
di y1+y? —1=y?/2, che è trascurabile rispetto a y. 

c) Sulle sezioni rette non si ha perciò tensione normale o, ma sol- 
tanto tensione tangenziale, cioè agente nel piano della sezione. In ogni 
punto della sezione essa è diretta normalmente al raggio (fig. 189), 
come lo scorrimento; il suo valore unitario 7, cioè riferito all’area uno, 
è proporzionale, per la legge di Hooke, allo scorrimento stesso: 


(146) t=@, x 


dove G è una costante fisica del materiale, detta modulo di elasticità 
tangenziale (*). E poichè per la sezione circolare y è proporzionale alla 


(*) Vedremo più avanti che @ è legato a E dalla relazione 


m 


= mi 


essendo 1/m il coefficiente di Poisson (n. 108). Le dimensioni fisiche di G sono uguali a quelle di 
E, cioè a quelle di una tensione. Il rapporto che moltiplica £ varia poco col variare di m: perm = 4 
esso vale 2/5 = 0,40 e per m = 10/3 vale 5/13 = 0,385. 
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distanza » dal centro, anche 7 è proporzionale a » e si può scrivere 
t=tT;f, essendo 7; il valore di 7 per r = 1. 

4) Su di un elemento di area dA agisce lo sforzo 7dA il cui mo- 
mento rispetto al centro è 7dA - r. Per l'equilibrio fra le tensioni interne 
in una sezione e la coppia esterna M, si deve avere 


frad -r= Mi; 


A 
ed essendo 7 = 7? 


Ti [rad = M,. 


Pi 
L’integrale è il momento d’inerzia polare J, della sezione rispetto al 
centro; per cui si ottiene 7, = M./J,, e quindi 
2 Mir 
t= Ji . 
Si noti l’analogia perfetta del presente ragionamento con quello 
che si fece nel n. 125 studiando la flessione. 


(147) 


143. La condizione di resistenza. 


La tensione è massima al contorno della sezione, cioè per r = R, 
ed è data da 


(148) Tmas = FG. 


Valendo questa relazione soltanto per la sezione circolare, conviene 
sostituire a 7, la sua espressione J, = xR*/2; quindi si ha 


2M, 16M, 


(1481) Tnae = Ri = DI * 


Per la resistenza, tma: non deve superare un valore # chiamato ca- 
rico di sicurezza a tensione tangenziale; cioè deve risultare tas < f. 

Vedremo più avanti che per i metalli duttili si può ritenere che t 
sia legato al carico di sicurezza % a tensione normale dalla relazione 
t = mk/(m + 1), essendo 1/m il coefficiente di Poisson; quindi per la 
resistenza dev'essere 


m 
(149) Tmae SÎi = ri k. 
Il rapporto che moltiplica % varia poco col variare di m: per 


m = 4 esso vale 4/5 = 0,80; per m = 10/3 esso vale 10/13 = 0,77. 
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144. L’angolo di torsione nelle travi di sezione circolare. 


Se 0 è l’angolo unitario di torsione, cioè fra due sezioni distanti uno, 
lo scorrimento risulta (fig. 188) 


y=@; 
quindi per la (146) si ha 
(150) t=G0r. 
Dal confronto della (150) con la (147) si ricava 
5 Mi 
(151) d= GI, 
L’angolo totale di torsione fra due sezioni distanti Z vale quindi 
Mu 
(151,) paedb= dI, 


L’angolo © è un numero e risulta in radianti, mentre l’angolo 0 
è l'inverso di una lunghezza e risulta in radianti/em, ossia in cm. 


Vale la pena di osservare l’analogia fra le formule della flessione e quelle della 
torsione: 


1 My mn. 
ec ET A 
_ _Ma _ Il 
y=0r, et “ar: 


In luogo della distanza y del punto dall'asse neutro, si ha la distanza r dal 
centro (punto neutro); in luogo del momento d’inerzia J della sezione rispetto 
all’asse neutro si ha il momento d’inerzia polare J, rispetto al centro; infine il 
modulo E è sostituito dal modulo G. 


145. Sezione eircolare cava. 


Il procedimento ora svolto vale anche quando la sezione è una 
corona circolare. Se R, ed R; sono i raggi esterno e interno, e se si in- 
dica con n il rapporto R;/R., si ha 
«Ri 

2 


J,= 5 (Ri- RI) An). 


La tensione tangenziale in un punto distante r dai centro è ancora 
data dalla (147). La tensione massima risulta 
Mk. 2M,R. 2M, 
Ji a(Ri- Ri) aR1- n) 


(152) Tmax = 
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146. Alberi di trasmissione. 


a) Nel caso degli alberi di trasmissione sono dati di solito la 
potenza N in cavalli trasmessa dall’albero e il numero n di giri al mi- 
nuto primo, mentre il momento torcente è incognito. 

La potenza P espressa in kgm/s e la velocità angolare w (in radianti 


per secondo) valgono 


2an 
Pe=sttdbN, = 0 


Il momento torcente espresso in kgm risulta dalla resazione (*) 


P=Mw; 
da cui 
__ 60 - 75N 


(153) M, dan 


i 116,2 kgm = 71620 dh kgem. 
n n 
A parità di N, M, risulta tanto minore quanto maggiore è il numero 
n dei giri. 
Sostituendo la (153) nella (148,), dalla condizione (149) si ricava 
il diametro dell’albero in cm 


v 
(154) D=145)/>. 


b) Per determinare la potenza trasmessa da un albero si usa talvolta mi- 
surare col metodo stroboscopico l’angolo © di torsione fra due sezioni distanti 1. 
Quindi, avendo presenti le (151,) e (153), si ha 


(*) Ricordiamo che nel moto rettilineo, se F è la forza, s lo spostamento, supposto nella dire - 
zione di F, e v la velocità, il lavoro e la potenza sono dati da 

s 

L=Fs, Pas =Fj =Fo. 


Analogamente nel moto rotatorio, se M è il momento, « l’angolo di rotazione, supposto nel 
piano di M, e © la velocità angolare, si ha 


L= Ma, P=Mj = Ma. 
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147. Il lavoro di deformazione. 


Con lo stesso ragionamento fatto nei casi dello sforzo normale e 
della flessione (nn. 109 e 129), si ottiene il lavoro di deformazione della 
torsione espresso in tre modi diversi 


MO Ml GI,0 
2 =26J, 7 2 


(155) La 


È evidente la perfetta analogia di queste espressioni con le (95) 
e (132). 


Esercizio 119. — Determinare za, O ed L in una barra di ferro di sezione 
circolare di 5 em di diametro, lunga 7 = 2,50 m, soggetta a un momento tor- 
cente M, = 185 kgm. 

Soluzione. Tensione tangenziale massima 


16 - 18500 
mo = — 754 kg/emq. 


Momento d’inerzia polare della sezione 


_ nb 


I= 7 


= 61,4 emi. 
Supposto E = 2,1 - 108 kg/emq ed m= 10/3, si ha (nota 2) G = 0,385E = 
= 808500 kg/emq. Quindi l’angolo di torsione risulta 


18500 - 250 __ 1800 


o= = 0,0932 ; in gradi 0) a 0,0932 = 50 20”. 


© 808500 - 61,4 


Lavoro di deformazione 


18500? + 250 


L= 3 308500 - 61,4 


= 862 kgem. 


Esercizio 120. — Che lunghezza deve avere un tondino di ferro (G = 800000 
kg/emq) di 1 em di diametro, affinchè possa subire un angolo di torsione di 90° 
fra le due sezioni estreme senza che tma superi 925 kg/emq? 

Soluzione. Quando la lunghezza della barra non è unitaria, la (150) si può 
scrivere 7 = Gr©O/l; da cui 


t14 Pi 
j GOr 800000 - 3° 0,5 O 
i: 925 Ò 


Esercizio 121. — Una barra di sezione circolare è incastrata alle due estre- 
mità ed è soggetta a una coppia torcente M, applicata in una sezione intermedia 
(fig. 190). Determinare le condizioni statiche della barra. 
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Soluzione. Il problema è staticamente indeterminato, perchè, indicati con 
Mi; ed Mi momenti sollecitanti le due parti della barra, si ha una sola condi- 
zione di equilibrio 

M{+M,=M,. 


Pensate separate le due parti e applicati a ciascuna i momenti rispettivi, la 
condizione di elasticità è che le dune sezioni rese libere 


O 


ruotino dello stesso angolo, come quand’erano unite: Fuse A n 
È i Mi È 
Mia _ Mb i si 


GI, GI, 
dg LENNESI.” 
Dalle due equazioni si ottiene 
det 


Mi = si, Mr = i 7 Fig. 190. 


Questo risultato vale anche se la sezione non è circolare, purchè sia costante; 
poichè è sempre vero che le rotazioni sono proporzionali alle lunghezze a e d. 


Esercizio 122. — Che potenza può trasmettere un albero di ferro di 8 em di 
diametro che compie 420 giri al minuto primo? 

Soluzione. Se si limita il carico di sicurezza X a tensione normale a 500 kg/emq 
(trattandosi di una macchina), quello a tensione tangenziale risulta 


t= 0,77 - 500 = 385 kg/emq. 


Dalla (148;) si ottiene il momento torcente ammissibile 


Mi = 3 D*tmae + 385 = 38700 kgem. 


16% 
Quindi dalla (153) si ricava 


nM, 420 - 38700 


N= i raso = = 230 HP. 


Esercizio 128. — In un albero di trasmissione di 6 cm di diametro, che ruota 
a 800 giri al minuto, si è misurato un angolo di torsione di 28’ sulla lunghezza 
di 50 cm. Quant'è la potenza trasmessa? 
Soluzione. L’angolo di torsione in radianti è 
n 28’ 


o= 1800 ° Go > 0,008145. 


Se G = 800000 kg/emq, si ha (n. 146 b) 


N= 19 - 800000 - 6* - 800 ae 185 HP. 


Esercizio 124. — Si vuole sostituire un albero pieno di 20 em di diametro con 
uno cavo avente D, = 2D, e capace di sopportare lo stesso momento torcente. 
Che diametro esterno occorre e qual'è l'economia di materiale che si realizza? 
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Soluzione. Il raggio dell’albero pieno è E = 10 cm; per l’albero cavo è 
n= R/R. = 0,5. Dovendo essere uguali le 7a, Si ha 


2M, _ 2M, È SRI 
28 7 aB31— a) mei, da cui E° = Ri1- n). 


Risulta perciò 
R= PF = È - 1,0228, D,=1,022-20= 20,44 em. 
VI—- nt V0,9375 
Le aree delle sezioni dei due alberi sono 
A=aR, A,= a(R?— Rî)= aR}1- n°); 
quindi il rapporto delle aree dell’albero cavo e di quello pieno è 


4, R*(1-n)_ 1—n 1- 0,58 
A Vini (1-ni)f  (1— 0,54)Î 


0,783. 
L’economia di materiale è perciò del 21,7 %. 


Esercizio 125. — Sopra un albero di ferro (fig. 191) di 8 cm di diametro è fis- 
sato in un volano di ferro a forma di disco, avente il diametro di 80 em e lo spes- 
sore costante di 5 cm. Mentre l’albero ruota con n = 60 giri al minuto primo, 
viene bruscamente bloccato a un’estremità, che dista 1 = 1,00 m dal volano. 
Calcolare il momento torcente generato nell’albero, la tensione tangenziale mas- 
sima e l’angolo di torsione di cui ruota ancora il volano per inerzia. 

Soluzione. Se s è lo spessore e y è il peso specifico 
del volano, il suo momento d’inerzia rispetto all’asse di 
rotazione è dato da 


I= frtàm fat ar ?sfrad=Z%t,, 
339 9°, I 


Fig. 191. 


dove /, è il momento d’inerzia polare del circolo di raggio ‘' rispetto al centro. 
Quindi, essendo y = 0,0078 kg/eme, risulta 
__ 0,0078 _ 40% 


gio: fera Ù 2 
I= 98Ì 5 3 159,9 kgmassa - cm?. 


La velocità angolare è 


_2n- 60 
TE 60 


= 2a rad/sec. 


Trascurando l’energia cinetica dell’abero, quella del volano vale 


Iw® 159,9 - 6,283° 


"5 5 = 3156 kgem. 
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Questa energia, quando l’estremità dell’albero viene bloccata, si trasforma 
in lavoro di deformazione di torsione dell’albero stesso; per cui si ha 


L=W ossia Mil _ 3156; 
O 263, o 
da cui 
4° 
267. 2-8-108-24 
2 2% ene ni + 1010 
M? 1 3156 100 3156 = 2,0306 - 1019, 
M,= 142500 kgem. 
La tensione tangenziale massima risulta 
- 1425 

Ga pnt. = 1417 kg/emq, 


che corrisponde a k = 1840 kg/emq . 
L’angolo di torsione, del quale ruota ancora il volano dopo che si è bloccato 
l'albero, è dato da 0 = 227/M,, oppure da O = QI: 


— Tn _ MIT _ 5 = s £ = 20 32/ 
= PR = g-106 47 0,0004453. © = 0,000443 - 100 = 0,0443 = 20 32”, 


Esercizio 126. — Un terro tondo di diametro 2r = 2 em, inceurvato secondo 
un anello CB di 40 em di diametro medio, seguito da un tratto radiale BA 
(fig. 192 a), è incastrato in C ed è soggetto in 4 a una forza P normale al piano 
dell'anello. Calcolare la forza P ammissibile, assumendo 

= 750 kg/emq, e lo spostamento del punto A. 

Soluzione. Una sezione generica dell’anello è soggetta al 
momento torcente M, = PR e allo sforzo di taglio T = P, % 
costanti in tutte le sezioni. Trascurando l’effetto di 7, che B A 
in generale è molto piccolo, per la (148,) si ha 


a) 2r 
2PR_, 
a 4 
da cui 
Ea al 
P 3R t 3-30 750 = 58,9 — 59 kg. 


La torsione di un tronco generico ds fa spostare il 
centro A normalmente al piano dell'anello di R - d0; quindi 
per la deformazione dell’intero anello (trascurando la fles- 
sione del tratto BA) si ha lo spostamento 


È Mds MR PR 
(a) è Rd9 [R di tonRed 
J Pa A Is Gr Fig. 192. 
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Allo stesso risultato si perviene uguagliando il lavoro esterno della P al lavoro 
interno della torsione: 


PR? 


Pò [Mds M2,[ 
a =] sar, = 307) = 7, E. 
8 s 
Coi dati del problema risulta 
59 - 203 
dae 4g ST 2,36 cm. 


Esercizio 127. — Una molla elicoidale di n = 12 spire è formata con tondino 
d’acciaio di diametro 2r = 6 mm, avvolto con raggio medio R = 4 em. Calco- 
lare l'allungamento della molla prodotto dalla forza assiale P = 7,5 kg, sapendo 
che l’elica ha un’inclinazione molto piccola. 

Soluzione. In una sezione generica del tondino la P genera le sollecitazioni 
M, T, M, N; tuttavia M ed N diminuiscono col diminuire dell’inclinazione del- 
l’elica e nel nostro caso si possono trascurare (4). Quindi, trascurando anche l’effetto 
di 7, basta applicare la (a) dell’esercizio 126: 


3 - 48 
n PE 12 7,5. 4 


di ‘°° 8108 - 0,33 


3,56 cm. 


Esercizio 128. -— Calcolare la deformazione di una molla conica di n spire 
(fig. 192 b) di piccola inclinazione, prodotta da una forza P assiale. 
Soluzione. Il raggio E in un punto generico definito dall’angolo a è 


R=B+;4 (R.-R). 


Nello stesso punto e per un elemento ds = Rda si ha 


i _ Mds _ PR? PR? 
M,= PR, do GI, GT,» dò = Rd GI, da 
Quindi lo spostamento è totale risulta 
P 2nn la P 
FI Ne 2007 - VA = E (RI 2\(R, 
8=% ‘Al [+3 @- Rif = BE + 24 2). 


148. Travi di sezione qualunque. 


a) La teoria elementare di Coulomb della torsione delle travi di 
sezione circolare fu estesa erroneamente da Navier alle travi di sezione 
qualunque, supponendo ancora che le sezioni si mantenessero piane. 


(‘) Per lo studio delle molle a elica si veda il Cap. XXI. 
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Invece la Teoria dell’elasticità e l’esperienza dimostrano che le sezioni, 
se non sono circolari, restano bensì indeformate nel loro piano (i raggi 
uscenti dal centro di torsione rimangono rettilinei e le rispettive distanze 
angolari non mutano), ma diventano gobbe. Per conseguenza le rette 
della sezione normali a tali raggi s’inclinano in modo vario: alcune 
in modo da attenuare lo scorrimento e le altre in modo da accentuarlo. 
Ad es., nella trave di sezione rettangolare della fig. 193 (con tratto fino 


Fig. 193. Fig. 194. 


prima della deformazione e con tratto grosso dopo) la retta be si è in- 
clinata nel piano abe in be, attenuando la variazione dell’angolo retto 
abe, mentre la b'e' si è inclinata in b'ef accentuando la variazione 
dell’angolo retto a'd'e'. Perciò, pur essendo gli spostamenti aa, e a'a; 
proporzionali alle distanze dal centro di torsione 
(come nella sezione circolare), non lo sono gli scor- 
rimenti y (in d si ha y< aa, e inb'sihay>ua'a;). 

Nella fig. 194 (prisma di gomma soggetto a tor- 
sione) l’ingobbimento delle sezioni rette appare evi- 
dente. 

b) Vediamo dunque qual’è la definizione più 
generale dello scorrimento. Nell’interno di un corpo 
elastico che si deforma consideriamo due fibre orto- Fig. 195. 
gonali ba e be (fig. 195), essendo a e e due punti di- 
stanti uno dal punto di riferimento d. Se la fibra ba devia in da, e con- 
temporaneamente anche la de devia in de, (da, e ce, piccolissimi rispetto 
a uno), la deformazione elastica, cioè la variazione subita dall’angolo 
retto abc, è la stessa come se la de fosse rimasta ferma e la ba fosse 
andata in ba,, essendo a,a, uguale a cc.. Perciò in questo caso lo 
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scorrimento (scorrimento mutuo delle due direzioni ba e bc) non è 
misurato da aa,, ma da aa, ossia da aa, + cc, e rappresenta la varia- 
zione subita dall’angolo retto abe (v. anche il n. 487 a). 

c) Per quanto si è detto in a), la tensione r=Gy non risulta dunque 
proporzionale alla distanza dal centro di torsione (in alcuni casi, come 
nella sezione ellittica, lo è lungo ogni singolo raggio uscente dal centro, 
ma con coefficiente di proporzionalità diverso nelle varie direzioni). In 
particolare, la 7 non è massima nei punti più lontani dal centro, bensi 
nei punti del contorno più vicini a esso; mentre ad es. nella sezione 
rettangolare essa si annulla nei vertici, sebbene siano i punti più lontani. 

Inoltre, in generale la 7 in un punto non è normale al raggio uscente 
dal centro di torsione. Infatti, ad es, nei punti del contorno essa è di- 
retta tangenzialmente al contorno stesso, come vedremo nei nn. 149 c) 
e 150. 

Prima di esaminare partitamente le sezioni più importanti, stabi- 
liamo alcune proprietà generali che agevolano la comprensione intui- 
tiva dei vari casi. 


149. La proprietà delle tensioni tangenziali. 


a) Se nell’interno di un corpo soggetto a forze, e perciò a tensioni 
interne, consideriamo un elemento superficiale piccolissimo comunque 
orientato (fig. 196 a), attraverso questo elemento la materia che è da 
una parte trasmette a quella che è dall’altra parte una tensione gene- 
ralmente obliqua che, riferita all’area uno, indichiamo con o. Questa si 
può decomporre in una componente normale o e in una tangenziale 7, e 
quest’ultima a sua volta in due componenti 7, e t, entrambe tangen- 
ziali, secondo due direzioni x e y contenute nel piano dell’elemento. 
Quindi su ogni elemento superficiale la tensione è individuata da una 
tensione normale e da due tensioni tangenziali ortogonali fra loro. 

Pensiamo ora nell’intorno di un punto 0 un parallelepipedo rettan- 
golo infinitesimo di spigoli dx, dy, de paralleli a tre assi x, y, 2 (fig. 196 Db), 
su ogni faccia del quale agiscono, come si è detto, una tensione nor- 
male e due tangenziali. Le tensioni normali si distinguono mediante 
un solo indice, che rappresenta l’asse al quale è normale la faccia e 
secondo il quale agisce la o. Le tensioni tangenziali si distinguono me- 
diante due indici, il primo dei quali rappresenta l’asse al quale è nor- 
male la faccia e l’altro l’asse secondo il quale agisce la r. Ad es., 0, è 
la tensione agente su una delle facce normali a x e secondo l’asse 2; T.y 
è la tensione agente su una delle facce normali a # e secondo l’asse Y; 
ts: è la tensione agente su una delle facce normali a x e secondo l’asse 
2. Si hanno cosi nove tensioni G,, 0, , 02} Try 3 Tx: 3 Tyay Ty) Tra) Tyy ALON- 
ti sulle tre facce prossime al punto 0. 
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Ciascuna tensione è funzione delle coordinate x, y, 2 del punto 0; 
quindi sulle facce opposte, ottenute dalle prime dando un incremento 
de alla x, o dy alla y, o dz alla 2, le tensioni subiscono incrementi infi- 
nitesimi rispetto alle precedenti. Ad es., la o, agente sulla faccia di 
sinistra, diventa sulla faccia di destra o, + (d0./dr)de. Per brevità, 


Tipo dxda 


Fig. 196. 


nella fig. 196 b) si sono indicate queste tensioni incrementate mediante 
apici e si sono inoltre tralasciati i fattori aree dy de o dede o dedy per 
le quali sono moltiplicate le tensioni unitarie. 

b) L'equilibrio del parallelepipedo consente di scrivere sei equa- 
zioni. Tralasciando quelle di equilibrio alla traslazione, che ora non 
interessano, utilizziamo quelle di equilibrio alla rotazione e scriviamo 
da prima che esso non ruota intorno a un asse parallelo a 2 e passante 
per il suo baricentro G. Le forze che interessano in questo caso sono 
le quattro della fig. 196 c), poichè le rimantenti incontrano l’asse o gli 
sono parallele. Si ottiene l'equazione 


di . da da 
tydode+S + tiedade » d Taydyda - D) Tiydyde » 7=U 
ossia 
Tadodyie 4 (ta de - dy) ardyde = tadodyde + (P + die: dr) aedydz; 


e trascurando gli infinitesimi del quarto ordine rispetto a quelli del terzo 
risulta 


{156) Tua = Taye 
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Analogamente, le altre due equazioni di equilibrio alla rotazione 
danno 


(1561) Tila dI Tal="Taa 


È questo il principio di dualità o di reciprocità delle tensioni tan- 
genziali, che si può enunciare: Sopra due elementi di superficie ortogonali 
(fig. 197) le tensioni tangen- 
ziali dirette normalmente allo a) 
spigolo comune sono uguali. 
c) Come conseguenza 
di questa proprietà, sugli ele- 


menti di superficie prossimi (D 
al contorno della sezione di n 
una trave e giacenti nella se- 

Redi zione la 7 è diretta tangen- Lo 


zialmente al contorno. Infat- 
ti, se 7 avesse un’altra direzione (fig. 198 a), si 
potrebbe decomporre in una 7, tangente al con- 
torno e in una 7, normale a questo; per cui 
dovrebbe esistere una 7, uguale sull’elemento 
ortogonale giacente sulla superficie esterna della 
trave, elemento che invece non è soggetto a forze, 
perchè esternamente non c’è altro materiale 
(a meno che non sia soggetto a forze esterne). 
In particolare, nei vertici della sezione (fi- 
gura 198 b) la 7 è nulla, dovendo essere nulle, 
per la stessa ragione, le sue componenti 7, e t,. 
Come altra conseguenza, le tensioni 7 nel piano della sezione sono 
accompagnate da 7 uguali nei piani longitudinali (fig. 198 c). Per cui 
nei pali di legno soggetti a torsione queste ultime 7 provocano spesso 
fessure longitudinali secondo i piani di minor resistenza. 


Fig. 198. 


150. Analogia idrodinamica. 


Per meglio comprendere i fenomeni che si verificano nella torsione, 
giova ricordare un’analogia studiata da Greenhill (5), che sussiste fra 
la torsione e un modello idrodinamico assai più intuitivo. 

Se si considera un recipiente col fondo orizzontale uguale alla se- 


(*) A. G. GREENBILL: Hydromechanics, articolo nella « Encyclopaedia Britannica », 9* edizione. 

Analogie poco diverse erano state indicate da W. THOMSON e P. G. TAIT: Treatise on Naiu- 
ral Philosophy, $ 705, Oxford, 1867; e da J. BoussinEsQ: Efude nouvelle ecc., «Journal de Ma- 
thematiques », Parigi, 1871, pagg. 194-204. 
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zione della trave soggetta a torsione, contornato da una parete cilin- 
drica verticale, contenente un liquido incompressibile, privo di attrito 
e dotato di un moto piano di rotazione permanente, le equazioni alle 
derivate parziali del moto di tale liquido, nonchè le condizioni al con- 
torno, sono formalmente identiche alle equazioni che si deducono 
dalla Teoria dell’elasticità per lo studio della torsione. Nelle prime 
figurano le componenti della velocità del liquido, e in queste ultime 
le componenti della tensione tangenziale. 

Ne segue che i due fenomeni hanno lo stesso andamento, e cioè 
in due punti corrispondenti la velocità del liquido e la tensione tangen- 
ziale hanno la stessa direzione e valori fra loro proporzionali. Perciò 
le linee di corrente e le linee di tensione (la cui tangente in ogni punto 
dà la direzione di 7) sono identiche. In particolare, essendo la velocità 
nei punti prossimi al contorno diretta tangenzialmente al contorno, 
dev'essere tale anche la 7. Inoltre, se il recipiente ha degli angoli con- 
vessi, vi si formano delle zone morte e le velocità è nulla; per cui ivi 
è nulla anche la 7. Ciò conferma quanto è risultato per altra via nel 
n. 149 c). 

In molti casi è facile decidere in quali punti la velocità è massima. 
Ad es., in un recipiente di forma ellittica le velocità sono maggiori 
attraverso la sezione verticale corrispondente a un semiasse minore, 
perchè tale sezione è la minima, mentre la portata è costante attra- 
verso tutte le sezioni uscenti dal centro. Quindi si conclude che la ve- 
locità è massima agli estremi dell'asse minore, e questo vale anche 
per la tensione 7. 

Questa analogia non semplifica lo studio della torsione, perchè le 
difficoltà analitiche sono le stesse nei due casi, e lo studio sperimen- 
tale del modello idraulico non è agevole. Tuttavia essa riesce spesso 
assai utile per un esame qualitativo, perchè, come si è visto, il feno- 


meno idraulico è molto più intuitivo di quello elastico. 


151. Analogia con la membrana. 


Un’altra analogia scoperta da Prandtl (*) esiste fra la torsione di una trave 
e la deformazione di una membrana elastica di spessore costante, fissata e tesa 
uniformemente lungo un contorno piano uguale a quello della sezione della trave, 
e soggetta a una pressione normale uniforme. 

In questa analogia l’inclinazione del piano tangente in un punto della mem- 
brana deformata e la tensione 7 nel punto corrispondente sono proporzionali; 


(*) L. PRANDTL: Zur Torsion von prismatischen Stiben, « Physikalische Zeitschrift », 1903, 


pag. 758. 
G. ALBENGA: L’analogia di Prandil nel problema della torsione, « Ann. d. Lavori Pubblioi 1. 
1926, n. 6. Contiene anche una bibliografia completa sull’argomento. 


O. BreLLUZZI - Scienza delle costruzioni - I 14 
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le linee di livello della membrana coincidono con le linee di tensione; il doppio 
del volume del solido compreso fra il piano del contorno e la membrana defor- 
mata corrisponde al momento torcente. 

Su questa analogia sono fondate numerose ricerche sperimentali (?) per lo 
studio della torsione in molti casi della pratica, utilizzando come membrane delle 
lamine di acqua saponata, oppure la superficie di separazione di due liquidi non 
mescolabili e di peso specifico uguale, posti uno sopra l’altro. 


152. Sezione ellittica. 


Mediante la Teoria dell’elasticità si trova che le linee di tensione 
sono ellissi omotetiche; una di queste è il contorno, al quale la 7 è in- 
fatti tangente in ogni punto (n. 149 e). Perciò in ogni punto di un dia- 
metro la 7 ha la stessa direzione, che è quella della tangente nell’estre- 
mo del diametro; ossia la direzione del diametro coniugato. 


Tnox 


Fig. 199. Fig. 200. 


Inoltre, lungo ogni diametro la 7 varia proporzionalmente alla di- 
stanza dal centro (fig. 199), ma con coefficiente di proporzionalità di- 
verso per ciascun diametro. 

Indicando con a il semiasse maggiore, con d il minore e con A = sad 
l’area della sezione, in un punto generico di coordinate x, y la ten- 


sione è data da 
2M.;/a 
(157) r=TVE+ £. 


La tensione è massima nei punti estremi dell’asse minore 


2M, 


(158) Tmax S Fab 


(?) A. A. GRIFFITH e G. I. TAYLOR: The use of soap films in solving torsion problems. « Engi- 
neering », pagg. 652 e 699, 2° sem. 1917. Altre note degli stessi autori si trovano in « Technical 
Report of the Advisory Committee for Aeronautics s, Vol. III. (1917-18), pagg. 920, 988, 
950, Londra, 1921. 
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Nei punti estremi dell’asse maggiore si ha 
_2M ti b 


ai 7 
L'angolo unitario di torsione è espresso da 
M, a +b 
(159) 0= 16° ab 
La sezione diventa gobba in modo che gli assi rimangono nel piano 
primitivo; i due quadranti tratteggiati si abbassano e gli altri due si 
alzano. 


153. Sezione rettangolare. 


a) Sezione rettangolare qualsiasi. Le linee di tensione hanno P’an- 
damento rappresentato parzialmente nella fig. 200. 

Lungo le mediane la 7 cresce in modo più rapido della legge lineare; 
lungo le diagonali la 7 cresce fino a un certo punto, poi diminuisce e si 
annulla ai vertici. 

La 7 è massima nei punti di mezzo dei lati più lunghi. Indicando 
con a il lato n maggiore e con _b ilminore, la Tmae € l’angolo unitario di 


torsione sono espressi da 
(160), (161) Tuca = 


05 b | 
nat | è 


A 


dove i coefficienti a e f dipendono dal rapporto n = afb e hanno i se- 
guenti valori calcolati da Saint-Venant: 


n=afb\ 1,0 1,1 1,2 | 1,25] 1,3 | 1,4 | 1,5 | 1,6 1,7 | 1,75 | 1,8 


a 4,804| 4,67 | 4,57 4,52 | 4,48 | 4,40 | 4,33 | 4,27 | 4,21 | 4,18 14,16 
| | 


8 |7,114| 6,49 | 6,02 5,82 | 5,65 | 5,35 | 5,11! 491| 474 |4,67|4,60 


Ì Î Î | i 


I ] ] 

in=a/bl 2,0 | 2,25 | 2,5 3,0 4,0 5,0 6,0 | 8,0 10 20 CS) 

Se | n, 
| 


| | 
a 4,07 | 3,97 | 3,88 | 3,74 | 3,55| 3,43 | 3,35 | 3,26 | 3,20 | 3,10 13,00 


BO | 4,37|4,16| 4,01] 3,80) 3,56| 3,43 | 3,35 
Ì 


3,26 | 3,20 | 3,10 |3,00 


‘c = Go LÌ dd dt nt 
\_ al 


e K3N7 
E (SL È 3) 
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Per n > 4 si ha praticamente (8) Re A - i 


(162,) tras = 000. fi 


Nei punti di mezzo dei lati minori si ha una tensione 7, che è 
uguale 4 Tmas per n=1 (quadrato) e diminuisce fino 2 0,7425 Tman Per 
n> A. 

b) Formule approssimate. De Saint-Venant suggerì per a e £ 
anche le seguenti espressioni approssimate 0 È 


(69), 1609) ans 4t, goth; 
la prima delle quali si può impiegare per qualunque valore di n,-con'° 
un errore in difetto che giunge al 4,3 % per n = 2,25, mentre la se- 
conda si può impiegare per n => 1,5, con un errore in eccesso del- 
11,2 % per n = 1,5 e minore di 0,1 % per n > 2. Si ha quindi con le 
stesse approssimazioni 


3a 4 1,86 
ab? U 


3M, 


9 = Gla— 0,630)0% 


(163,), (164,) Tmar = M, 


Tuttavia per n > 3 è preferibile alla (163,) la seguente espressione 


n 3M 
(165) Tnas = G0b = (7— 0,630)0' 
che dà un errore in eccesso dell’1,6 % per n =3 e minore di 0,1 % 
per n > 4. 
c) Quadrato. Per a = db, ossia n = 1, si ha 


I) 
(166), (167) Tnas = 4,804 È ‘,  0=7,14 


Se si volessero impiegare espressioni analoghe alle (148), (151) di 
Navier, cioè contenenti il momento d’inerzia J, = a*/6, occorrerebbe 
introdurre in ciascuna un coefficiente di correzione maggiore di uno: 


a 

MSI 
“ 2 MU, 
Tmee = 1,601 =, 9=1,186 97. 


d) Rettangolo allungato. Se il lato a è molto grande rispetto al 
lato b, si ha con buona approssimazione 


3, 
eb 


(168), (169), (162), tme= xs 0=ggp: Tnoe= 000; 


(*) Mentre nella sezione circolare si ottiene 7,7, moltiplicando G@ per la distanza r dal cen- 
tro, nella sezione rettangolare allungata si deve moltiplicare per la larghezza b, cioè per il doppio 
della distanza dal centro (conseguenza dell’ingobbimento delle sezioni; es. 135). 


0,549, 
b 
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altrimenti è preferibile impiegare le espressioni (165) e (164,), che con- 
tengono a — 0,635 al posto di a. 

La tensione tas è pressochè costante lungo i bordi a, come si com- 
prende pensando che le traiettorie liquide (n. 150) hanno andamento 
circa il parallelo a tali bordi, fino quasi alle estre- 
mità di essi. 


154. Triangolo equilatero (?). 


Le linee di tensione hanno l'andamento della fig. 201 a). 
Nei punti delle mediane la 7 è normale alla mediana e 
varia con legge parabolica; nei punti delle rette baricen- 
triche parallele ai lati la 7 ha direzioni passanti per il ver- 
tice opposto e varia come nella fig. 201 b). 

Indicando con a il lato, la tensione massima, nei punti 
di mezzo dei lati, e l’angolo unitario di torsione sono 


dati da 
M, 
(171) O= 2 ga 101876. Fig. 201. 


Se si confrontano queste con le espressioni di Navier (148) e (151), ricor- 
dando che 7, = a'/16V3 e che la distanza del punto di 
mezzo di un lato dal baricentro è r = a/2V3, si trova 


5 Me 5_M 


0 Tm = 7° 3-> 0=43 033. 
sai ni 2 dg 3 GI, 
155. Settore circolare (1°). 

Ci limitiamo a due casi particolari. Se l’angolo al 
centro è uguale a (fig. 202 a), cioè se la sezione è semi- 
circolare, la tensione è massima nel punto di mezzo del 
diametro e si ha 

l M M 
Fig. 202. (172), (173) max = 2877 0= 3,387 


Se l’angolo al centro è 2x (fig. 202 b), cioè se la sezione è circolare con una 


(©) Le soluzioni del problema della torsione nei prismi di sezione ellittica, rettangolare, trian- 
golare e di altre forme furono date da B. DE SAINT-VENANT: Mémoire sur la torsion des prismes ecc., 
« Mémoires des Savants étrangers :, T. XIV, 1855. 

) B. Dr SAINT-VENANT: Sur la torsion des prismes ecc.,  Comptes rendus +, T. LKXXVII, 


A. G. GREENHILL: * Messenger of Math », vol. 9, 1879. 
A. cd L. L6PPL: Drang und Zwang, 2° vol., pag. 96, Miinchen, Oldenbourg, 1928. 
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fenditura prolungata fino al centro, la tensione nel centro diventa infinita (n. 160). 


L’angolo di torsione risulta 
(174) 0= 1,14 


GA 


cioè 1,79 volte maggiore del valore (151) trovato per il circolo senza fenditura. 


156. Il fattore di torsione. 


Come si è già accennato nei nn. 153 c) e 154, si usa spesso espri- 
mere l'angolo di torsione mediante formule analoghe a quelle della 
sezione circolare (151) e (i5i,), aggiungendo però un fattore nume- 
rico g detto fattore di torsione, dipendente soltanto dalla forma della 
sezione; fattore che è uguale a uno per il circolo (pieno o cavo) e mag- 
giore di uno in ogni altro caso: 


f MjI 
VIa, 07, 

Per le sezioni raccolte (cioè non sparpagliate come ad es. i profilati) Saint- 
Venant (1) suggerì la seguente espressione approssimata del fattore di torsione 
Ji 
4° 


0) 


(176) q= 40. 


dove A è l’area della sezione e .J, è il momento d’inerzia polare rispetto al bari- 
centro. 

Il fattore 40 è soggetto però a qualche variazione, talvolta sensibile. Per 
l’ellisse esso vale 47° = 39,48, quindi la (176) è circa esatta. Per il rettangolo 
varia da 42,7 per n= 1 (quadrato) a 36,0 per n = co. Per il triangolo equila- 
tero è uguale a 45. 


Si usa anche chiamare modulo di rigidezza a torsione la quantità | 0 | 


tale che si abbia e 
(177) 


I) NALE 
TED O E 
Essa è uguale a GJ, per il circolo e a G7,/q per le altre sezioni. 


Il lavoro di deformazione si può allora scrivere, per qualunque se- 
zione, in uno dei seguenti modi 


MO MI MI GIO 06 
2a 74265, 207 2a Dall 


(178) G 


Esercizio 129. — Una barra di ferro di sezione ellittica avente gli assi nel rap- 
porto 2/1 è soggetta a un momento torcente M, = 200 kgm. Calcolare la lun- 
ghezza dell’asse maggiore, volendo limitare il carico di sicurezza % a 600 kg/cmq. 
Calcolare l’angolo di torsione essendo la barra lunga m 1,50. 


() B. DE SAINT-VENANT: Sur une formule ecc., « Comptes rendus », T. LKXXVIII, 1879. 


ra EE 


St 


TORSIONE 


(N) 
ni 
© 


Soluzione. Per la (158) si ha 
__ 220000 10 


600 ; 


Tm db bd — 13 


da cui b = 2,4 cm, a = 4,8 cm; asse maggiore uguale a 9,6 cm. 
Se G = 8 - 105 kg/cmq, l’angolo di torsione risulta per la (159) 


20000 4,8° + 2,4? 
n8 - 105° 4,83. 2,43 


9=00 150 = 0,0225 = 1017”. 


Esercizio 180. — A parità di momento torcente, una barra di sezione ellit- 
tica ha tmar © 0 maggiori di una barra di sezione circolare della stessa area. Per 
quali valori del rapporto n = a/b avviene che tax oppure 9 siano doppi? 

Soluzione. Per l'equivalenza delle aree si ha 


nab = anb* = nr, da cui bot, 
Vu 


Se la tensione ta: è doppia di quella della sezione circolare, risulta 


2M, _ 52M x 1_2 = 
log da cui e vata 
Se l’angolo 0 è doppio, risulta invece 
M, n?b® + b? 2M A 2+ 1 4 T 
Te = 27, da cui ro n=2+V3= 3,732. 


Esercizio 131. — Calcolare il rapporto delle taz @ il rapporto degli angoli @ 
prodotti dallo stesso momento torcente in una barra di sezione rettangolare avente 
a/b = 3 e in una di sezione circolare di area equivalente. 

Soluzione. Per l'equivalenza delle aree si ha 


ab=308= 7°, dacu  d Vi. 
3 
Le tensioni massime nel rettangolo e nel circolo sono 


x 20, 
Trmae = 3743 ao Teme = pa 


e il loro rapporto risulta 


Trmee — gatto _ 314 V a = 1,827. 


“n 7 2 


Gli angoli unitari di torsione nel rettangolo e nel circolo sone 


2M, 
Gm ° 


M, 


0 = 3,80 gp 


® 
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® il loro rapporto risulta 


0, ar 3,803 
9,7 380 = 3 


1,814. 


Esercizio 182. — Confrontare le tensioni tmar @ gli angoli 0 prodotti dallo 
stesso M, in due barre di sezioni equivalenti, una quadrata di lato a, e una ret- 
tangolare avente a/b = 4. 

Soluzione. Per l'equivalenza delle aree si ha 


aî = ab = 468, da cu a=20,, b=a;/2. 


Confrontando le t,a, si ottiene 


x "CIS PER 


È i . 
Ta max = 4,804 a’ Trmaa = 3,55 abi’ A 1,804 2 1,478; 
e confrontando gli angoli @ 
Mi 3.56 Le 0, _ 3,56 o; 
0,= 7,114 Gai” 0, = 3,56 Galò* 07 7,114 4= 2,002 


Esercizio 133. — Che area deve avere la sezione quadrata di una barra, rispetto 
a quella di una sezione circolare, affinchè risulti la stessa mas 2 parità di mo- 
mento torcente? 
Soluzione. Per l'uguaglianza delle ma dev'essere 
M,_ 2% 


4,804 È da cui a= 1,962r. 


Quindi il rapporto delle aree delle sezioni risulta 


a 1,962%r? 
mr nr 


Esercizio 134. — A parità di M,, confrontare le tmaz © i @ nel caso di due barre 
accostate, di sezione semicircolare, e nel caso di una barra unica di sezione circo- 
lare dello stesso diametro. 

Soluzione. Ciascuna barra sopporta M,/2, per cui le (172) e (173) danno 


M.}2 » 
Troz = agri = 1,435 nd 3 
Mj2 _ MU, 
0 = 3,38 Ga = 169074. 


Rispetto al caso della barra unica, Tmax è 2,25 volte maggiore e 0 è 2 65 volte 
maggiore. 


Esercizio 185. — Calcolare l’inclinazione che assume la retta b'e' della fig. 193, 
ossia l'angolo ey'b’e', nel caso di una barra di ferro di sezione rettangolare di lati 
a=10cmebd=4cm, soggetta a M, = 320 kem. 
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Soluzione. Nel punto d' si ha 


32000 


Tmes = 8:88 70 di 


= 776 kg/emq ; 


quindi lo scorrimento nello stesso punto risulta 


776 


Ymae = g7jos = 000097. 


L’angolo unitario di torsione è dato da 


32000 
0= 4,01 siasi 0,00025 ; 
quindi, essendo Ob = 2 em, l’angolo ayb'a' vale 0,00025 - 2 = 0,00050. 
Lo scorrimento calcolato è la somma degli angoli a,'b'a' ed e,'b'e' (n. 148 b), 
per cui il secondo di questi angoli risulta 0,00097 — 0,00050 = 0,00047 . 
Per valori di n = a/b maggiori, i due angoli tendono a diventare uguali (cfr. 
la nota 8). 


157. Travi tubolari con parete sottile. 


Le travi di sezione anulare (fig. 203 a) con parete di spessore s co- 
stante o variabile, ma abbastanza piccolo rispetto alle dimensioni 
della sezione, si prestano a una trattazione elementare sufficientemente 
approssimata (!), qualunque sia la forma della sezione. 

a) Nei punti del contorno esterno e di quello interno della sezione 
la 7 è diretta secondo la tangente al contorno (nn. 149 e e 150); quindi 
nei punti intermedi le linee di tensione hanno andamento poco diverso 
dai contorni. 

Inoltre si può ritenere che 7 sia costante nei vari punti dello spes- 
sore, con approssimazione tanto migliore quanto più s è piccolo ri- 
spetto alle dimensioni della sezione. È questa l’unica ipotesi sempli- 
ficativa del procedimento. 

Infine, si dimostra facilmente che il prodotto 7s è costante dovunque; 
per cui 7 lungo la sezione varia in ragione inversa dello spessore s, e 
in particolare è costante se è costante s. Infatti, siano s ed s, gli spes- 
sori, 7 e 7; le tensioni in due punti qualunque m ed n. Se si tracciano 
per m ed n due sezioni longitudinali (fig. 203 b), normali ai con- 
torni, in esse, per il principio di dualità (156), agiscono tensioni uguali 
alle 7 e 7;; quindi sulle porzioni limitate fra due sezioni rette distanti 4 


(2) R. BreDT: Studien zur Drehungselastizitàt, « Zs. V.D.I.+, pag. 815, 1896. 
V. anche C. BarnO: The torsion of solid and hollow prisms and cylindres, « Engineering +, 
pagg. 497 e 521, 1916. 
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agiscono le forze 784 e 71814. Per l’equilibrio in direzione longitudinale 
del solido compreso fra le due sezioni rette e le due sezioni longitudi- 
nali, dev'essere 


tsÀ = t,8;À, e quindi 78 = 7,8, = costante. 


La stessa proprietà risulta immediatamente dall’analogia idrodina- 
mica (n. 150), poichè considerando un recipiente anulare avente il 
fondo uguale alla sezione e di altezza 4, se v e v, sono le velocità in 


Fig. 203. 


m e in n, per la costanza della portata dev'essere 084 = 01814, cioè 
8 = V8,; @ per conseguenza Ts = Ts . 

b) Su di un elemento de del contorno agisce la forza 7 + s de, e il 
momento di questa rispetto a un punto qualsiasi 0 del piano della 
sezione (fig. 203 a) è 7sde - r. La somma di questi momenti per tutti 
gli elementi del contorno e deve fare equilibrio al momento torcente: 


[srae =M,,; 


e 


a per la costanza di 78 


7s | rde = M,. 


€ 


L’integrale è il doppio dell’area 2 racchiusa dalla linea media fra 
i due contorni, per cui risulta 


M, 


(179) LI 


| 
Se lo spessore s non è piccolissimo, la (179) dà il valore medio di t 
nello spessore, mentre il valore massimo all’esterno è un poco maggiore. 
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c) L’angolo unitario 0 di torsione si ottiene uguagliando il lavoro 
esterno di deformazione di un tronco di trave lungo uno, cioè L = 
= M 6/2, al lavoro interno, che ha un’espressione analoga alla (961) (1°): 


Tenendo conto della (179), si ha 


0 dl 1/_M3 M} (do. 
“pp 2a) n Isdo= sal ion = gg) + è 
ce e c 
da cui 
M, (de n 
(180) = Gl 7: 43 


e 


lo i 
Il fattore integrale si può calcolare mediante una sommàtoria; divi» 
dendo il contorno in tronchi de. 
Se s è costante, la (180) diventa 


- Mic 
— 460228" 


d) Nel caso di sezioni anulari munite di sporgenze (fig. 204), come ad es. 
nelle travi a cassone composte, le linee di tensione hanno l’andamento se- 
gnato in figura. Nella parte anulare le 7 hanno lo stesso senso all’esterno e al- 
l'interno, mentre nelle parti sporgenti hanno sensi contrari. Perciò queste ultime 
parti contribuiscono pochissimo a resistere al momento M, e si possono quindi 
trascurare (14). 


(180,) 0 


Esercizio 136. — Applicare le formule (179) e (180) al caso della sezione a 
corona circolare di piccolo spessore s e di raggio medio Tm. 
Soluzione. Essendo 2 = snî, c = 2, si ottiene 


= Me a, 
— 2rî,8° — G2m3,8” 


che coincidono con le (148) e (151), se si impiega l’espres- 
sione (47) J, = 2703,8. 


Fig. 204. 


Esercizio 187. — Determinare gli errori che si commettono calcolando 7 e 
0 mediante le (179) e (180;) nel caso di una sezione a corona circolare avente il 
rapporto fra lo spessore s e il raggio esterno A uguale a 1/10. 


(#) Come vedremo nel Cap. VIII. 

(14) Nel caso di sezioni anulari a connessione multipla, cioè con diaframmi intermedi (es. 139), 
si veda H. LoRENZ: Technische Elastizitàtslere, pag. 105, Miinchen, Oldenbourg, 1913. V. anche 
il volume già citato di S. TIMosBENKO: Theory of Elasticity, n. 85. 
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Soluzione. Il contorno medio c e l’area 2 da esso racchiusa valgono 


Q a(R 
c= 2a( 
Quindi si ottiene 
Mi; My 
- 9. 361 pi 5,540 27a» 
1007" ‘10 
38 
(e) Mi5o su 5,832 Ml. 
16. 360E api E Gal 
400°” 10 


Calcolando esattamente mediante le (148) e (151) si ottiene invece 


LI Ci 
I,=5 ® n= È fi (Go) 0,1719574, 


Perciò si commettono gli errori del 4,75 % in difetto per la tensione e del 
0,275 % in eccesso per l’angolo di torsione. 


Esercizio 138. — Una trave di ferro ha la sezione rettangolare cava della 
fig. 205. Calcolare il momento torcente ammissibile (é = 900 kg/cmq) e l'angolo 
di torsione su m 2,20 di lunghezza (G = 800000 kg/emq). 

Soluzione. Si ha anzitutto 


Q= 14- 18= 252 cmq, (feat pali so. 


La 7 è massima dove lo spessore è soltanto 1 cm; perciò dalla (179) si ri- 


cava 
| M,= 2Qst = 2- 252 - 1- 900 = 453600 kgem. 
2en 

E Per la (180) si ha poi 

dem | 453600 
- a sini 21 

| 0= 77500000 - 3533 50 = 0,0001116 em3, 
te_15em—i 
Fig. 205. ® = 0,0001116 - 220 = 0,02455 = 10 24". 


Esercizio 139. — Determinare le tensioni e l’angolo di torsione in una trave 
di sezione anulare con diaframma (fig. 206). 

Soluzione. Se indichiamo con 71, t2, t3 ed 5;, s,, 53 le tensioni e gli spessori 
in punti generici di ciascuno dei tre tratti che compongono la sezione, per l’ana- 
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logia idrodinamica (costanza della portata lungo ciascun tratto; portata nel 
tratto 1 uguale alla somma delle portate nei tratti 2 e 3) si ha che i prodotti 7,81, 
T38%, T353 Sono costanti in ogni punto di ciascun tratto, e che 


(a) T81 = Ta82 + Ta$a + 


Inoltre, se cy, c,, cz sono i circuiti medi (aperti) dei tre tratti ed r (fig. 203 a) 
è la distanza di un punto O del piano dalla tangente 
in un punto generico dei circuiti, ragionando come nel 
n. 157 b) si ottiene l'equazione di equilibrio 


TS I rde, + t382 J rdes + t383 | rdej= M,. 


(7 © CE 


Fig. 206. 


Sostituendo 7383 con 7381 — T283 @ indicando con 9, 
e 2, le aree racchiuse dai circuiti medi (chiusi) dei tratti 1-3 e 2-3, risulta 


(5) T18,° 22,4 1,800 22,= M.. 


Per ottenere altre equazioni, ricaviamo s dalla (179) e sostituiamo nella (180): 


_ M de _ 1 È È 1a 
0= 106) 1 = 530) tde, ossia J tde = 2698. 
207 


Dall’analogia con la membrana si deduce che questa relazione è valida per 
una qualsiasi linea chiusa di tensione, anche nel caso di sezioni a connessione 
multipla. Applicandola ai circuiti chiusi 1-3 e 2-3, nel caso in cui gli spessori 81, 
83, 53, © quindi anche 7,, 72, 73, siano costanti in ciascuno dei tre tratti 1, 2, 3, 
si ottiene 
(0) Tie, + t30° = 260,0, 

(d) Tala — T30g = 260,0. 


Il sistema delle quattro equazioni (a), (d), (c), (4) con le quattro incognite 
Ty» Ta, Ta, 0 risolve il problema. 
In particolare, l’espressione che si trova per 73 si annulla se 


quindi in tal caso M, è sopportato dalla parete esterna, come se non ci fosse il 
diaframma. 


158. Ferri profilati. 


a) La Teoria dell’elasticità e sopratutto le numerose esperienze 
eseguite con pellicole di acqua saponata (n. 151) dimostrano che le 
tensioni e l’angolo di torsione in una barra di sezione rettangolare molto 
allungata non mutano sensibilmente se, a parità di M,, la sezione viene 
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Tipiegata in uno dei modi indicati nella fig. 207 a) b) c) d). Quindi anche 
per queste sezioni Ta- è 0 sono dati con buona approssimazione dalle 
espressioni (n. 153 d) 

| 3M, 


14 
181 ti = —i 
(181) mae = grgi? 


3M 
0= darà , Tra = 608, 


dove a, è la lunghezza media sviluppata della sezione ed s è lo spes- 
sore. Se s non è molto piccolo rispetto ad @,, è preferibile sostituire a, 
con an — 0,63s. 

Ad es., se la sezione è una corona circolare tagliata (fig. 207 a) di raggio medio 
Tm ® di piccolo spessore s, risulta 


3, o 3 


Ian” — G2rtrm 


Tmax 

Questi risultati sono rispettivamente 3(r,m/s) © 3(7m/s) volte maggiori di quelli 
trovati (es. 136) per la corona circolare non tagliata; per cui un taglio lungo 
una generatrice di un tubo 


soggetto a torsione diminuisce 
molto la resistenza e moltis- 

a) d) °) d) simo la rigidezza. 
b) Sela sezione è con: , 


posta di rettangoli di spes- 
sori diversi, come nei profi- 
lati della fig. 207 c) d), si 


9) ottiene 9 sostituendo a,,83 
e) f) con Ya,;sî, dove a; ed 8; sono 
le lunghezze e gli spessori 


dei vari rettangoli che com- 
Fig. 207. pongono la sezione. 
La tensione 7 lungo i 
bordi di questi rettangoli si ottiene (162,) moltiplicando G0 per lo spes- 
sore 8;; per cui la Tmax Si ha lungo i bordi del rettangolo di spessore 


Smaz- 


Se si pone pertanto 


(182) J= 


wu 
S 
o 
Po4 
N 
& 


si può scrivere 


M 8maz 
ge 25 


2rI M, 
(133), (184) | 0 GI, ’ Trax = G08mas = 


L AC 
In corrispondenza degli angoli rientranti si hanno delle tensioni più 
intense, come si vedrà nel n. 160. 
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c) Gli stessi risultati si possono usare con sufficiente approssima- 
zione anche per i profilati e) f) g) (1°) della fig. 207. 

Tuttavia A. Foòppl ('*) consiglia di moltiplicare J, per un coeffi- 
ciente 7 uguale a 1 per le sezioni b), uguale a 1,1 per le sezioni c) ed e), 
uguale a 1,3 per le sezioni f). 

Secondo successive ricerche di Engelmann (”), è giusto impiegare 
nJ,al posto di J, quando si calcola 6 mediante la (183); mentre invece 
si ottiene Tma: più approssimato impiegando nella (184) soltanto J,. 


d) L'espressione (182) di J, mostra che queste travi sono pochissimo adatte 
a sopportare la torsione (!8). Se si confronta la rigidezza a torsione GJ, con quella 
a flessione EJ, che figurano nelle formule 


o= IM = M 
Tiene: ‘© Eg* 


si trova che la prima è molto minore della seconda: da 100 a 200 volte minore 
nei profilati di piccole dimensioni, e anche 400 volte minore in quelli più grandi. 
Per conseguenza, nelle travi inflesse di questo tipo può bastare un momento 
torcente anche modesto che accompagni il momento flettente, per produrre de- 
formazioni e tensioni pericolose. 

Inoltre, questa già scarsa resistenza risulta ancora diminuita nel caso di travi 
composte di più profilati uniti mediante chiodature (?°) (fig. 170 b). 


Esercizio 140. — Calcolare tmaz ® 0 in un cantonale a lati uguali di 10 em di 
lato e 12 mm di spessore, soggetto a un momento M,= 72 kgm. 
Soluzione. La lunghezza media della sezione è a, = 18,8 cm; quindi per le 
(181) si ottiene 
3 - 7200 


Tmae = 3,81, 7 798 kg/cmq, 


3: 7200 _ 0,000831 em. 


0 = so0000 > 18,8: 13 


(!5) Anche le travi a CI ad ali larghe (Differdingen), che per la flessione sono dotate di gran- 
de rigidezza, quando invece sono sottoposte a torsione hanno pressochè la stessa resistenza e la 
stessa rigidezza, molto limitate, che avrebbero le tre parti costituenti, cioè l’anima e le due ali, 
se fossero separate. Questo fenomeno poco intuitivo è dimostrato chiaramente dalle analogie 
dei nn. 150 e 151, nonchè dall’esperienza diretta. 

(1°) A. F6PPL: Versuche iiber die Verdrehungssteifigkeit der Walzeisentriger, « Sitz. A. bayer. 
Ak. d. Wiss.», pag. 295, 1921. 

(1?) H. ENGELMANN: Erperimentelle und theoretische Untersuchungen zur Drehfestigheit der 
Stébe, « Zs. f. angew. Math. u. Mech. », pag. 386, 1928. 

(*) Il motivo della piccola rigidezza risiede nel fatto che mentre ad es. nelle sezioni anu- 
lari le linee di tensione hanno senso unico in ogni punto dello spessore e racchiudono perciò delle 
aree considerevoli (per cui la somma dei momenti delle +44, che dipende da tali aree (n. 157 bd), 
risulta pure considerevole), in queste sezioni invece le linee di tensione, dovendosi chiudere, hanno 
senso opposto nelle due metà dello spessore e racchiudono perciò delle aree molto limitate (per 
ui risulta piccola anche la somma dei momenti delle +44 rispetto a un punto del piano della 
sezione). 

(®*) A. P6PPL: Die Widerstandsfihigkeit von genieteten Trigern gegen Verdrchen, « Der Bau- 
ngenieur », pag. 427, 1922. 


224 CAPITOLO SETTIMO 


Se invece di a, si usa a, — 0,635 = 18,04 cm, si trovano i valori più appos- 
simati Tmax = 832 kg/cmq, 0 = 0,000866 em. 

Come vedremo nel n. 160, la Tmaz Aumenta notevolmente in corrispondenza 
dell’angolo rientrante (es. 144). 


Esercizio 141. — Quale momento torcente si deve applicare a una trave di 
ferro a TL N 22 (fig. 208) affinchè l’angolo di torsione risulti 4° per metro, e quale 
è la Tmax prodotta? 


ur i Soluzione. Anzitutto si ha 
4° = 0,0698 rad/m = 0,000698 em-! 4 
ten i J,= +e - 9,8 - 1,22° + 19,56 - 0,815) = 15,33 cmé. 
$ Quindi dalla (183), sostituendo J, con nJ, si ricava 
MU, = GONJ, = 800000 - 0,000698 - 1,3 + 15,33 = 11128 kgem 
Infine per la (184) si ha 
pia LAST °° _ 886 kg/emq. 


Esercizio 142. — Che diametro deve avere una barra di ferro di sezione cir- 
colare per ottenere, a parità di ,, lo stesso 0, oppure lo stesso tmay che si 
hanno in una trave (fig. 209) a T ad ali larghe N 30? 

Soluzione. Per la (182) si ha approssimativamente 


26,25mm 


12,5mm 


J,= i [24,75 - 1,25°+ 2(15- 2,625°+ 15-1,325°)] = 220 cme. 


$ 
3 
Per l'uguaglianza di 6, oppure di Tmazs dev'essere ri- 7 
spettivamente | 
A ni 
ce = 1,3 - 220, oppure 5 = Fo ; _oan i 
? Fig. 209. 


quindi nei due casi risulta » = 3,67 cm, oppure r= 3,76 cm. e 
Occorre dunque in entrambi i casi una barra tonda che è circa la stessa, di 
cm 7,5 di diametro. 


159. Barre di sezione variabile. 


a) L'espressione (148) della tensione tangenziale 7a, esatta per le travi 
di sezione circolare costante, si può applicare con sufficiente approssimazione 
anche quando il diametro è variabile, purchè la variazione sia continua e abba- 
stanza lenta. L’approssimazione che si ha nei vari casi si può dedurre dai risul- 
tati dello studio rigoroso della torsione delle travi coniche (2°), secondo i quali 


(*) A. Fò PPL: « Sitz. d. bayer. Ak. d. Wiss. *, pag. 249, 1905. 
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la Tmoz in un cono di apertura 2a = 20°-30°-40°-60° è minore del valore dato 
dalla (148) di 0,94-2,01-4,10-8,88 %. 
L’angolo di torsione si ottiene con buona approssimazione dalla (151) e ri- 


sulta 
db 


= fa 


DD) 
P GI,” 
5) Quando invece si passa rapidamente da un dia- 
Q 


metro d a un diametro maggiore d,, mediante raccordo di 

raggio o (fig. 210 a), nei punti m, n si ha una concentra- 

zione (21) della tensione Tma,, che diventa 
Tag = € = è (e = 5) Fig. 210. 

Il coefficiente di aumento e cresce col diminuire di g/r e, fino a un certo punto, 
anche col crescere di d,/d. Quando è d,/d = 1,2 si ha e = 1,28-1,32-1,42-1,55- 
1,85-2,25 rispettivamente per o/r = 0,25-0,20-0,15-0,10-0,05-0,025. Crescendo d,/d 
da 1,2 a 1,8 anche i valori di c crescono di circa il 10 % e, diventano pressochè 
costanti per d,/d > 1,8. 

Infine, nel caso di una gola semicircolare di piccolo raggio praticata in un 
albero cilindrico (fig. 210 b) la tmaz al contorno della sezione più ristretta risulta 
raddoppiata. 


160. Concentrazioni della tensione. 


Quando il contorno della sezione della trave ha delle parti rientranti, nel 
loro intorno immediato la 7 subisce degli aumenti localizzati, che possono essere 
molto più intensi di quelli considerati nel n. 159 b). In generale la 7 è tanto mag- 
giore quanto più forte è la curvatura della rientranza, e diventa teoricamente 
infinita nel caso di angoli rientranti 
non muniti di raccordo. 

Ad es., se si pratica in una barra 
cilindrica un piccolo solco longitudi- 
nale semicircolare (oppure un piccolo 

Fig. 211. foro longitudinale) (fig. 211 a), nei 

punti in cui le linee di tensione sfio- 

rano il solco (o il foro) la 7 risulta raddoppiata rispetto al valore che avrebbe 

nello stesso punto se la barra fosse intatta. Nel caso di solchi rettangolari per 

biette (fig. 211 b) la 7 diventa infinita negli spigoli m, n; ciò che consiglia di arro- 
tondare gli spigoli per ridurne il valore. 

Anche nelle sezioni b), c) ... g) della fig. 207 si hanno delle concentrazioni 
della 7 negli angoli rientranti che si attenuano mediante un raccordo di raggio o 


() F. A. WILLERS: Zs, f. Math. u. Mech.», pag. 225, 1907. 

Per lo studio sperimentale si utilizza un’analogia scoperta da L. S. JACOBSEN: « Trans. Amer. 
Soc. Mech. Eng. », pag. 619, 1926, fra il fenomeno elastico e la distribuzione della corrente elet- 
trica in una lastra sagomata come la barra. 
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non troppo piccolo (fig. 211 c). Nel punto m ia 7 è uguale alla Tmax che si ha nei 
3 


tratti dove il contorno è rettilineo, moltiplicata (2) per e = 1,74V/5/e. 

Queste concentrazioni della tensione si attenuano a poca distanza dal punto 
singolare che le ha provocate, e non modificano le tensioni nelle parti rimanenti, 
nè l’angolo di torsione. Esse sono poco dannose nel caso di materiali duttili 
(v. anche n. 114 5), poichè avvengono delle deformazioni plastiche locali che distri- 
buiscono le tensioni in modo diverso da quello teorico. Invece sono temibili nei 
materiali fragili (come pure nei materiali duttili soggetti a vibrazione, che col 
tempo provocano delle cristalizzazioni che li rendono fragili), poichè allora si 
producono facilmente delle crinature, seguite dalla rottura della barra. 


161. Tensioni secondarie. 


a) Aste di sezione circolare. Per effetto della torsione, le fibre longitudi- 
nali come la be (fig. 188) si deformano secondo delle eliche dello stesso passo, 
e quindi di inclinazione variabile con la loro distanza dall’asse 00. 

Se le distanze fra le sezioni non variassero, una fibra ab lunga uno subirebbe 
la dilatazione 
e-ad-d=VIF in, 


alla quale corrisponde la tensione normale 


Perchè le distanze fra le sezioni non variassero, bisognerebbe assoggettare 
l'asta, oltre che a M,, anche a uno sforzo di trazione N uguale alla somma delle 
cdA. Se invece agisce soltanto M, e le sezioni sono libere di avvicinarsi le fibre 
non possono risultare tutte allungate, e quindi l’asta subisce un accorciamento 
unitario e. La dilatazione di una fibra generica viene perciò diminuita di , e 
la tensione o corrispondente risulta 
1002 ) 

Eo)» 


(a) o=E(3- 


La e, è determinata dalla condizione di equilibrio 


ro 
:-D 


R 

ni 2 

(8) foaa = fe(È _ DI 2ardr= 0, da cui &= 
d ò 


Pertanto la o in un punto generico, essendo ta, = GOR, risulta 


Pea 5) n Le 1). 


(0) de 2) 46 \R: 


(**) E. TREFFTZ: * Zs. f. angew. Math. u. Mech. +, pag. 263, 1922. 
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Nei punti di contorno (r = È) e nel centro (r = 0) si ha 


R°60%° _ Eta Fe Fri ri 
4 46°? BET 4G? 


(d) Omae = E 


La o si annulla nei punti del circolo di raggio rn = R/V3; ; nei punti esterni la o 
è positiva e in quelli interni è negativa. 

Se si scrive omar = (2/4G)(tmaz/G)Tmaxs Si Fede: che la Gmas è molto piccola 
rispetto alla tmax, perchè, mentre il primo fattore è poco minore di 1, il secondo 
vale di solito circa 0,001. Ad es., in una barra di ferro (E = 2100000 kg/emq, 
G = 810000 kg/emq) soggetta & Tmax = 800 kg/emq si ha soltanto omar = 0,51 
kg/cmq. Perciò queste tensioni normali o sono del tutto trascurabili. 

b) Se Vasta è di sezione rettangolare allungata (28), col rapporto n = a/b molto 
grande, le tensioni o possono invece risultare paragonabili alle 7. Assunti 
l’origine nel centro e l’asse y parallelo ai lati a, con lo stesso procedimento si 
trova al posto della (a) 


Cal'hi 
(a) o=E(F-). 
La condizione - di equilibrio diventa 


YA a 20% 
è) js (E° e)bay=0, da cui n=. 
—a/2 


Quindi, essendo taz = G0b, al posto della (c) si ottiene 
E6* a Et, ya 

2 max fe 1 

(01) o= (vt) rh 5) * 


per cui nei punti estremi della sezione (y = a/2) e nel centro (y= 0) risulta 
(fig. 212) 


a30? s Erthea a ETinox 
(di) Omax = 13 =" 196?” Omin N 34GI* 


Se il rapporto n è grande, le o possono risultare considerevoli. 

Inoltre, in queste aste molto piatte l'inclinazione y9 delle fibre deformate 
risulta sensibile (essendo rilevanti 0 e y), per cui le tensioni c risultano sensi- 
bilmente inclinate e hanno componenti o - y0 non trascurabili nel piano mM 
normale all’asse dell’asta. Queste componenti contribuiscono, insieme alle 
tensioni 7, a resistere al momento torcente M, con un momento dato da 


dia la ay Easb9* 
ay ‘ai 
ILLE bdy © y fi 19) U 360 
—a/2 laj2 


Pertanto, avendo presente la (169), l'equazione di equilibrio alla 
torsione diventa 
3 nazio Il 
(e) + Gab 0+ Le b6 = M,. | 
Fig. 212. 


(*) J. C. BUCKLEY: The bifilar property of twisted strips, « Phil. Magaz. », pag. 778, 2° sem., 
1914. V. anche H. BouvassE: Verges et plaques, Parigi, Delagrave, 1927, n. 177. 
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Se l’asta è molto piatta, e quindi poco rigida, l’angolo 9 può assumere valori 
considerevoli prima che ma: raggiunga il carico di sicurezza; quindi il momento 
delle o, che cresce secondo 60°, può diventare paragonabile a quello delle 7. 

Se è dato M,, si risolve la (e) rispetto a 0, poi si ottengono tmar ® Gmar SOSti- 
tuendo 0 nella (162,) e nella (d,). 

e) Travi a LT (#). Si possono avere tensioni normali considerevoli anche 
nella torsione delle travi a I, quando sia impedito l’ingobbimento di una delle 
sezioni; come avviene, ad es., (per ragioni di simmetria) nella sezione di mezzo 
di una trave fissata agli estremi e soggetta in tale sezione a un momento torcente, 
In questi casi la torsione della trave è accompagnata da flessione delle ali, 6 que- 
sta genera delle tensioni c, particolarmente importanti nelle travi non molto 
lunghe. 


Esercizio 148. — Un albero di ferro, soggetto a M, = 220 kgm, presenta una 
variazione brusca del diametro (fig. 210 a), da d = 6 cm a d, = 7,2 cm, con rac- 
cordo di raggio o = 6 mm. Calcolare la tensione nei punti m, n. 

Soluzione. Nel tratto di diametro d = 6 cm si ha 
= 519 kg/cmq. 


Tmax 


__2- 22000 
9 


Per d,/d = 1,20 e per g/r= 0,20 si ha (n. 159 8) c = 1,82; per cui nei punti 
m, n, risulta 


1,32Tmax = 685 kg/cmq . 


Esercizio 144. — Calcolare l'aumento che subisce la tensione in corrispon 
denza dell'angolo rientrante nel cantonale dell’esercizio 140. 

Soluzione. Di solito in questi profilati il raggio 0 del raccordo è uguale allo 
spessore s; per cui si ha (n. 160) c = 1,74. Quindi risulta 


1,74tmar = 1,74 * 798 = 1389 kg/emq . 


Esercizio 145. — Una lama d’acciaio (fig. 212) di sezione rettangolare allun- 
gata (a = 120 mm, è = 2 mm) è soggetta a un momento torcente M, = 128 kgem. 
Calcolare l'angolo di torsione e le tensioni Tmax ® Omar (2 = 2100000 kg/emq, 
G = 810000 kg/emq). 

Soluzione. Trascurando l’influenza delle tensioni normali, si avrebbe 


3 - 128 800 
Traz = 12-02 > 800 kg/emq, 


= 810000 - 0,2 = 090494. 


(*) S. TIMOSHENKO: Einige Stabilitiitsprobleme der Elastizititstheorie, « Zs. f. Math. u., Phy8 +, 
pag. 361, 1910. 

A. SENFT: Ueber die Beanspruchung von I-Trigern durch Drehmomente, « Zs. f. Bauwesen »?, 
1919. 

XK. HuBER: Der Einfluss einer Einspannung beim I-Tréger. « Der Bauingenieur », pag. 182. 
1925. 
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Calcolando invece secondo il n. 161 b), l'equazione (e) diventa 
25920 6 + 290304000 6° = 128, 
ed è soddisfatta per 0 = 0,00414. 
Risulta quindi (n = a/b = 60) 
Tmax = 810000 - 0,00414 - 0,2 = 670,7 kg/cmq, 


2100000 - 670,72 


I a diede 
Omae = 60° "73. 810000 


= 431,9 kg/emq. 


162. Le tensioni interne che accompagnano la 7. 


Nel Cap. IX studieremo gli stati di tensione interna nel caso gene- 
rale, e nel Cap. XXXII esamineremo le relative condizioni di resistenza 
secondo le diverse ipotesi finora pro- 
poste. Tuttavia è opportuno vedere fin 
d’ora quali sono gli effetti della ten- 
sione tangenziale, mediante un proce- 
dimento particolare, ma più intuitivo. 

a) Avendo presente la fig. 188, 
sviluppiamo in un piano la superficie ci- 
lindrica di raggio generico r (fig. 213 a). 
La fibra da parallela all’asse subisce, 
per effetto dello scorrimento y = #4, 
un allungamento (n. 161 a) e = y?/2, 
trascurabile rispetto a y. Invece una 
fibra obliqua generica bu, quando l’e- 
stremo w si sposta di uu, = @4, = y, 
subisce un allungamento u,u, (un ac- Fig. 213. 
corciamento v,0,, se è inclinata dal- 
l’altra parte) dello stesso ordine di grandezza di y. Infatti, se a è l’in- 
golo d’inclinazione della fibra bu rispetto alla da, la lunghezza, l’allun- 
gamento e la dilatazione risultano 


u Vi 


ba È Al en sen 
cosa cosa’ = a BET da 
Al y 
e=7 =ysenacosa=- sen 2a. 


La e assume il valore massimo e; e il valore minimo e, per a = 45° 
c©a=— 459, e si ha 


(185) s=-a=t. 
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Per conseguenza sugli elementi di superficie normali alle fibre incli- 
nate di + 45°, e normali fra loro, si hanno due tensioni, o, positiva 
0 o, negativa, uguali in valore assoluto (fig. 213 b). 

b) Le tensioni 0; e 0, sono legate alla tensione 7 corrispondente allo 
scorrimento y: Se nell’intorno del punto è si considera un prisma avente 
per base un triangolo rettangolo isoscele (fig. 213 c) di spigoli pq = 
= pr = 1 e di lunghezza uno nella direzione normale al piano della 
figura, le facce soggette a o, e a 0, hanno l’area uno, mentre la faccia 
soggetta a 7 ha l’area V2: ; perciò le forze agenti su tali facce sono 01, 01 
(o) tV/2. Per l'equilibrio del prisma in direzione orizzontale, risulta 


01 008 45° + c, cos 45° = 7/2, 
da cui 
(186) oO,=—0,3=T. 


c) Se si accetta la teoria della massima dilatazione, detta di 
Saint-Venant (n. 122 d), per i materiali duttili aventi k' = k'" = % si 
deve confrontare la tensione ideale c,;a con %; perciò si ha 


2 T m+1 à 
Gao È i RE “= T<Sk, 
da cui 
Ro _M_ 1 PENETRA E prati 
(187) t<“ Farah quindi è t=a pat: 


come si era accennato nel n. 143. 

Se invece si accetta la teoria proposta da Mohr (®), che si accorda 
meglio con l’esperienza (29), risulta nel nostro caso particolare e per i 
materiali duttili 


(188) T<0,5%. 


Quindi secondo queste due teorie il carico di sicurezza £ a tensione 
tangenziale è legato al carico di sicurezza % a tensione normale dalle 
relazioni 

m 


t=g i 


k, oppure t= 0,5%. 


163. La relazione fra i moduli di elasticità G ed £. 
Per le (114) e la (186), la dilatazione e, è legata a 7 da 


1 (0, 1) T (14 t) mHtl.t 


7 m m m E° 


{®) O. MonR: Ielche Umstinde bedingen die Elastizititsgrenze und den Bruch cins Materials, 
«Zs. V. D.I.», pag. 1524, 1900. 
(*) J. GuEST: Strenght of ductil materials under combined stress, « Phil. Magaz. », pag. 69, 1900. 
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da cui 


(189) desi; 


come si era accennato nella nota 2. 

Questa relazione lega le tre costanti elastiche E, G, m di ogni corpo 
isotropo, che si riducono perciò a due sole indipendenti. 

Essa consente di dedurre il valore di m di un corpo isotropo, quando 
si siano ottenuti E mediante un’esperienza a trazione o a flessione 
e G mediante un’esperienza a torsione. Si evita così la misura diretta 
e molto delicata della contrazione laterale. 


Esercizio 146. — Il metodo proposto da Kirchhoff per la ricerca di m consiste 
nel ricavare contemporaneamente E e G mediante una sola prova a flessione 
e a torsione: All’estremo libero di una barra lunga / (fig. 214), di sezione circo- 
lare, vincolata a mensola, si applica un peso P agente all'estremo di un braccio 
orizzontale lungo a, normale all’asse della barra. L’an- 
golo © di flessione (Cap. XI, A) e l’angolo © di tor- 
sione all’estremo libero della barra sono dati da 


Pre Pa - 1 Ù 
Pirionpgi "Gg, 
da cui P 
E 6: da _ I Fig. 214. 


GOD a 29 D' @° 


Il rapporto degli angoli D e © si ottiene fissando orizzontalmente uno spec- 
chietto all’estremo libero della barra e dirigendo su di esso un raggio verticale 
di luce, dal quale si leggono le due componenti dello spostamento su di una scala 
quadrettata. Conosciuto così il rapporto di E/G, che indichiamo con ©, si ha 


Supposto che per una barra di lunghezza 1 = 100 cm e con un braccio 
a = 20 cm si sia ottenuto 0/D = 0,518, si ha 


E_0.1 100 
uo 9,518*"50 


(0) 2,590. 


Si ottiene quindi per il materiale di quella barra 


2 1 


m= 359 3 3,39, # 0,295. 
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negli articoli di T. PòscHL: Bisherige Losungen des T'orsionsproblems, « Zs. f. 
angew. Math. u. Mech. », pag. 312, 1921 e pag. 137, 1922; il primo relativo alle 
travi prismatiche e il secondo alle travi di sezione circolare di diametro variabile. 

Nel volume già citato (n. 123) di C. BACH sono esposti i risultati di nume- 
rose ricerche sperimentali su travi di vari materiali e di diverse sezioni, solle- 
citate a torsione. 


CapiroLO VIII. 
TAGLIO 


165. Generalità. 


Una sezione S di una trave è soggetta al solo sforzo di taglio. T° 
quando la risultante di tutte le forze esterne che precedono $ giace 
nel piano di S e passa per il suo baricentro. Però se questo avviene 
in una sezione, nelle sezioni vicine si ha anche un momento flettente M 
dovuto a tale risultante; quindi il taglio semplice si può avere in qual- 
che sezione isolata in cui diventi nullo M, ma 
non in tutte le sezioni di un tronco finito della + T positivo 
trave. Perciò in generale il taglio è accompagnato 
dal momento flettente. 

Lo studio elementare del problema del taglio S 
(n. 166) è fondato appunto sulla presenza del 
momento flettente, o meglio sulla variazione di b 
questo fra due sezioni vicine. Tuttavia i risultati 
sono indipendenti dal valore di M, e valgono 
quindi anche per quelle sezioni in cui M = 0. 

Assumiamo positivo lo sforzo di taglio 7 in 
una sezione S quando la risultante delle forze che Fig. 215. 
precedono $ è rivolta verso l’alto e quella delle 
forze che seguono S è rivolta, per conseguenza, verso il basso; ossia 
quando il taglio tende a rompere la trave come mostra la fig. 215 a). 


T negativo 


166. Teoria elementare del taglio ('). 


Consideriamo da prima una trave di sezione rettangolare e propo- 
niamoci di determinare la tensione tangenziale 7 in un punto gene- 
tico B di una sezione $ (fig. 216 a), nella quale si ha lo sforzo di taglio 7” 
diretto secondo la mediana y. 


(!) Dovuta a D. J. JOURAWSEI: Sur la résistence d’un corps prismatique ecc., « Annales des 
Ponta et Chaussées », 2° sem., 1856, pag. 328. La nota è estratta da un’opera in russo dello stesso 
autore. 
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a) Ammettiamo che la 7 risulti parallela a y, cioè che sia 
t=tTy € t-=0, e calcoliamo per ora il valore medio di t,, lungo la 
retta ii passante per il punto B considerato e parallela all’asse 2, cioè 
il valore che avrebbe se fosse 
costante in tuiti i punti della 
retta di. 

Se nella sezione $S si ha 
anche il momento flettente M, 
agente nel piano di sollecita- 
zione che contiene 7, in una 
sezione S, distante de da S 
(fig. 216 b) il momento fletten- 
te è M, = M + dM, essendo 
l’incremento 4M uguale a 7 de 
(se escludiamo che nell’inter- 
vallo de agisca una forza ester- 
na finita; v. n. 194). Il mo- 
mento M nella sezione $ può 
avere un valore qualsiasi, anche nullo; poichè qui interessa soltanto l’in. 
cremento 4.M, che invece esiste in ogni caso, essendo 7 diverso da zero. 

Esaminiamo il solido ijrs limitato dalla superficie esterna della 
trave, dalle due sezioni S ed S, e dal piano longitudinale parallelo 
all’asse 2, passante per la retta dî di $ e che incontra $, secondo la 
retta jj parallela a #. Sulle due facce ir e js di area A;, appartenenti 
a Seas, agiscono le tensioni o e c, dovute a M e a M, e la ten- 
sione 7,, dovuta a 7; e sulla faccia longitudinale ij di area d de agisce 
la tensione 7,, uguale al valore che ha la 7,, nei punti della retta ii, 
per la proprietà (156), e quindi di valore medio pure uguale a quello 
di t.y. Le rimanenti tre facce, appartenenti alla superficie esterna della 
trave, si suppongono scariche. 

Per l’equilibrio del solido alla trazione nella direzione x interes- 
sano soltanto le tensioni 0, 0, € T,:, e dev'essere 


Fig. 216. 


flo dA — te:ddr = 0. 
di 


Ma si ha (2) 


My My dM-y Tdey 
CIA gp J 7 ghia) 


(®) La presenza di 7° non modifica la o dovuta a M, se 7 è costante, o la modifica pochis- 
simo, se 7 è variabile (n. 201 a). Perciò la o è ancora espressa dalla (121), trovata nei caso della 
flessione semplice. 
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quindi si può scrivere, essendo 7°, J e dx indipendenti dall’elemento dA, 


Tae (Yad = tubdo. 


i; 


i 


Perciò il valore medio comune delle tensioni tangenziali longitu- 
dinali e trasversali, nei punti della retta ii, risulta espresso da 
Î E 


(190) Tie = Ty =T= Tp} 


in cui 7 è lo sforzo di taglio nella sezione, S; = | ydA è il momento 


Ai 
statico, rispetto all’asse neutro, dell’area A; definita dalla retta ii 
(o anche dell’area complementare A — A,, essendo nullo il momento 
statico totale), Y è il momento d’inerzia dell’intera sezione e d è la 
larghezza della sezione. 

b) Ottenuto così con procedimento rigoroso il valore medio di r.y 
nei punti della retta ii, ammettiamo che il valore vero sia costante 
in tali punti, e quindi uguale al valore medio (190). In questa ipotesi 
risiede l’approssimazione della teoria elementare del taglio; ma essa 
si accorda abbastanza bene con la realtà, al- 
meno per le sezioni rettangolari più frequen- 
temente usate, aventi l’altezza & maggiore della 
larghezza b (n. 167). 


T 


h 
167. Sezione rettangolare. | 


Al variare della distanza y del punto con- 
siderato dall’asse neutro, le quantità 7, J, d 
che figurano nella (190) non variano; quindi 7 
varia come varia $; Perciò la 7 è nulla nei punti più lontani dal- 
l’asse neutro ed è massima nei punti di questo. Per un punto B di- 
stante y da » (fig. 217) si ha 


h L 
h 2 dh 
8; Aa; b ( D) D) O = (È v) ’ 


mentre J = bh#/12; quindi risulta 


6P(k8_. 
t=;p(1-Y ’ 


ed è variabile con legge parabolica. 
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TAL (E dh 
Nei punti dell’asse neutro (y = 0) Tanica 8° siivi 1a Ca) b Jo 3 
bh / 


CRM I SARI 
(191) Tag — °3(3): bh 
rif BI I 3) 2 


cioè la tensione massima è uguale a una volta e mezzo il valore 
della tensione media tm = 7/A nella sezione. 

L’annullarsi di 7 nei punti più lontani da n è in accordo con le con- 
clusioni del n. 149 ec). ISS IN ER Ti Lp A h 

Se si chiama area ridotta delta” -sezione l’area A; = = Tira che do- 
vrebbe avere la sezione affinchè 7, supposta uniformemente ripartita, 
risultasse uguale & Tmax, per il rettangolo si ha 


A,= 3 A 
Lo studio rigoroso del taglio nella sezione rettangolare (*) mostra che 7 non 
è costante in tutti i punti dell’asse neutro, ma è maggiore nei suoi punti estremi, 
dove si ha 


essendo a un coefficiente maggiore di uno, dipendente dal rapporto d/h e da m. 
Alcuni valori di a, per m = 10/3, sono i seguenti 


b/h 0,5 1 | 2 4 


a 1,033 1,126 | 1,396 | 1,988 


Perciò il risultato (191) è accettabile per le sezioni più alte che larghe; mentre 
per una sezione di larghezza quadrupla dell’altezza la Tmax è quasi doppia. 


168. Sezione di forma qualsiasi. 


a) Per le sezioni non rettangolari, ma simmetriche rispetto a un 
asse y, secondo il quale agisce il taglio 7, la 7 non risulta in generale 
parallela all’asse y. Essa ha due componenti 7., e t,. (n. 168 b); tutta- 
via per la componente 7,, = t,z vale immutato il ragionamento del 
n. 166 a). Quindi nei punti di una retta di (fig. 218) parallela all’asse 


(3) B. DE SAINT-VENANT: Mémoire sur la flerion des prismes, ecc., « Journal de Math. +, Liou- 
ville, serie 25, vol. I, 1856. 

S. TIMOSHENEO: A membrane analogy to flecure, « Proc. London Math. Soc. », serie 2*, vol. 20, 
pag. 398. 
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neutro n = e normale a y la componente 7.,, che si suppone anche 
in questo caso costante nei punti di i, risulta an- 


cora 


T8; 
(192) tw= "Th: 


essendo $, il momento statico rispetto a n» di una 
delle due parti A; o A — A; della sezione definite 
dalla retta ii, e 5; la larghezza ii variabile della 
sezione (4). 

In questo caso la 7., varia nella sezione come 
varia il rapporto $;/b;; per cui essa risulta ancora 
nulla nei punti più lontani da » e, di solito, mas- 
sima nei punti di n, salvo i casi in cui la larghez- 
za b; cresce in prossimità di n (es. 147). 

b) Nei punti estremi di una retta ii parallela Fig. 218. 

a n (fig. 218) la 7 è tangente al contorno della 

sezione (n. 149 c); quindi la componente 7,, già trovata è accompa- 
gnata da una componente 7.., che per ragioni di continuità esiste 
anche negli altri punti della retta ii. La componente 7,. varia linear- 
mente lungo la retta, ciò che è conseguenza della supposta costanza 
di t., (°), e si annulla sull’asse y. Perciò la tensione risultante 7 in 
ogni punto della ii passa per il punto a d’incontro delle tangenti al 
contorno. 


Î 


(‘) Si verifica facilmente che l’espressione (192) soddisfa alla condizione che l'insieme delle 
Tey Rella sezione faccia equilibrio allo sforzo di taglio 7. Infatti 


Integrando per parti si ha 


y' y 


i 
[sv = 600 — [vas 
v' v' 
dove il primo termine è nullo, e dS; = — bjdy*y . 
Quindi 
y di 
(sav=—fvavm = 1, fai = P. 
v' v' 4 


Può sembrare strano che, pur non avendo posto la condizione EY = 0, risulti tuttavia sod- 
disfatta. Però sì è invece utilizzata due volte la condizione EM = 0: una volta nel n. 149 b) per 
ricavare la relazione t,y = ty, © una volta nel n. 166 a) per ricavare la (190) (cfr. il n. 60 b). 

(*) V. ad es. C. L. Ricci: Meccanica applicata alle costruzioni, Napoli, Edit. Politecnica, 
1942, n. 55. 
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Calcolata la 7., mediante la (192), se g è l’angolo della 7 con y in 
un punto della ii, si ha 


a 
Ton = Ty 893 TE VETTE = dop 
Ta 
(193) = 1089, * 


c) Se la sezione è di forma qualunque e 7° ha una direzione generica, e 
quindi la flessione che accompagna 7 è deviata, si può decomporre 7 in duo 
componenti 7, e 7, secondo gli assi principali d’inerzia y e e calcolare sepa- 
ratamente le tensioni componenti 7,y @ 7, mediante la (192), sostituendo 
con 7, o con T,. 

Si può anche usare un procedimento analogo a quello indicato in a) e 5) (°). 


169. Espressione semplificata di tas. 


a) Per il calcolo pratico di 7 nei punti dell’asse neutro n, dove 
di solito acquista il valore massimo, si usa spesso un’espressione più 
semplice della (192), specialmente utile per lo studio delle travi di 
cemento armato. 

Indicando con J', J' i momenti d’inerzia rispetto a n delle due 
parti A’, A' della sezione separate da n, con S, il valore comune dei 
momenti statici 8’, S' di ciascuna di esse rispetto a n, con X', x" 

i (fig. 219) i baricentri di questi momenti statici (punti 

I d’applicazione delle risultanti delle trazioni e delle 
compressioni odA, proporzionali ai momenti statici 

y dA), con h', h' le distanze di X', X' da n e con 

ho = h' + kh" la distanza X'X", per la (59) si ha 


J 
J=J'+J"= Sh + S8"h' = Sqho, = Rea 


Perciò la (192) diventa 


Ù Li 
I 1 
i (194) Tome = ph, 
Fig. 219. 
Ad es., nel caso della sezione rettangolare si ha 
A ta 2 h 2 
n=l=35> b=qgh 
e quindi, in accordo con la (191), 
gina PL E 1 di 
mei o o ER® 
b 2 h 2 bh 
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b) L’espressione (194) si può ottenere anche direttamente: infatti, se R è 
il valore comune delle risultanti delle tensioni di trazione o di quelle di com- 
pressione nelle due parti della sezione S separate da n, ed R + dE è l’analogo 
valore per la sezione S, distante dx da $S, per l'equilibrio alla traslazione nella 
direzione di w di uno qualunque dei due solidi compresi fra $, S, e lo strato neutro 
dev'essere 

Trymazbade = dB, ossia Tera E . 

D'altra parte, essendo hh = XX" il braccio della coppia interna delle trazioni 
e delle compressioni, si ha (v. anche il n. 135 e) 


per cui risulta 


170. Sezione circolare. 


La lunghezza di una corda d; generica (fig. 220) è d;, = 2r cos @1; 
quindi per la (22) si ha 


b_2 VA; 
Si=39a = gf 008° pi. Mai 


Essendo inoltre J = 24/4, dalla (192) si 
ottiene 


Perciò (193) nei punti estremi della corda 
risulta 


4 T 4 T b 
1373 3° 


Fig. 220. 


Questa tensione varia proporzionalmente alla lunghezza della semi- 
corda; quindi il diagramma di 7, è il semicircolo di diametro verticale. 

Nei punti del diametro orizzontale la 7 è verticale e raggiunge ii 
valore massimo 


4 T 
(195) Tnae = = 183tn- 


L’area ridotta (n. 167) vale perciò A, = 0,754. 
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La (195) vale anche per le travi di sezione ellittica, sollecitate se- 
condo uno degli assi. 
Lo studio rigoroso del taglio nella sezione circolare (*) mostra che la 7 non 
r è costante lungo l’asse neutro, ma è massima nel 
centro, dove si ha 


mt 2 TP 
Tmax S m+ 1) 4° 
n - Essa varia fra 1,3757, © 1,407, per m variabile 
fra 3 e 4, e diventa 1,3857, per m= 10/3. Quindi 
la soluzione approssimata differisce del 3,25% da 
quella esatta. 


Nella fig. 221 sono disegnate le linee di ten- 
Fig. 221. sione. 


171. Sezione a T. 


a) Tracciata una retta ii in corrispondenza dell’anima di una 
trave a I (fig. 222 a), si ha trascurando i raccordi (7), z 


hi 
3 +Y 
Si + ') DCTE 
Sostituendo nella (192), si ottiene la 7., = nei punti dell’anima, 
rappresentata dal tratto r, s del diagramma Db). La Tmar sull'asse neutro 


(y= 0) e la tmin alle estremità dell'anima (y = 4/2; ordinate r ed 8) 
risultano 


T 
(196) Trax = STE, — bhî + baht); 
(196,) ue (bh? — bhî) 

i min 8ID, al 


Poichè di solito b, è molto piccolo rispetto a d, le tensioni Tmar ® Tmin 
nell’anima risultano poco diverse fra loro. Nelle sezioni N 10-20-30-50 
la tmin è minore della Tmax del 21,0-23,6-25,2-27,5 %. 

5) Secondo la (192), la 7., presenterebbe una discontinuità nel 
passaggio dall'anima alle ali, dovuta alla variazione brusca di b,, e ri- 
sulterebbe il diagramma b). 

In realtà però i valori 7., dati dalla (192) sono attendibili soltanto 
per i punti dell’anima, mentre nelle ali la tensione ha un andamento 
più complesso. Infatti, la 7,, non è costante in tutta la larghezza d 


(*) V. ad es. il primo volume dell’opera già citata (n. 123) di G. COLONNETTI. 
(*) I momenti statici S, per varie sezioni di ferri semplici e composti, nonchè le distanze fx 
n, 169), si trovano nelle tabelle del manuale Stahl im Hochbau, Berlino, Springer. 
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delle ali, come si è supposto nel n. 166 b), ma esiste soltanto in un breve 
tratto intorno all’attacco con l’anima, dovendo essa annullarsi non 
solo nel lembo esterno delle ali, come in ogni tipo di sezione, ma anche 
nel lembo interno (n. 149 c). Quindi nelle ali si ha quasi esclusivamente 
una T,; (8), cioè la tensione ha un andamento pressochè parallelo ai 
lembi suddetti (fig. 222 a). 

Ne segue che praticamente reagisce al taglio 7° quasi soltanto 
l’anima, mentre nel prolungamento di essa entro le ali la 7., dimi- 
nuisce rapidamente, come mostrano i tratti punteggiati del diagramma c). 
Grazie al contributo di questi due tratti, la tensione media nell’anima 


Fig. 222. Fig. 223. 


è minore del quoziente di 7° per la sezione dell’anima stessa; quoziente 
che dà invece con buona approssimazione la tensione massima in cor- 
rispondenza dell’asse neutro. Perciò praticamente si ha anche 


D 
(197) Tmax = PRO, 


con risultati in difetto, rispetto alla (196), di circa 1,3-3,8-4,7-5,4 % 
nelle sezioni N 10-20-30-50. In tal modo l’area ridotta A, è l’area della 
sola anima, mentre si ha Tmar = 27 — 2,2Tm. 

Pertanto, si può concludere che nelle travi a T lo sforzo di taglio 
è sopportato quasi interamente dall’anima; mentre d’altra parte, essendo 
piccolo il contributo dell'anima al momento d’inerzia J della sezione, 
il momento flettente è sopportato quasi interamente dalle ali. 


Esercizio 147. - Calcolare le tensioni tangenziali nella sezione quadrata di 
8 cm di lato di una barra di ferro, prodotte da uno sforzo di taglio 7 = 35000 kg 
diretto secondo una diagonale (fig. 223). 

Soluzione. Per una corda generica db; si ha 


d; 2(% y), (A ta y]. 


he siae ce, 


(*) Per il calcolo di queste tensioni si veda il n. 176. 


0. BeLLUZZI - Scienza delle costruzioni - I 16 
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Quindi per la (192), e ricordando che J = a*/12, risulta 


at v2 
Il massimo valore di 7,, si ha dove dr,,/dy = 0, cioè pery= i . A 
9 7 9 
maxty= 73m 


Nei punti dell'asse neutro è soltanto 7., = 7/a® = tm, causa il maggior 
valore di b,. 

La tensione totale 7 agli estremi di una corda bd; si ottiene dividendo per 
cos pi, ossia moltiplicando per V3; quindi il massimo valore della tensione 
tangenziale è dato da 

2,1 


T, = SV 
‘max: 8 a 


= 1,597. = 
(4 È = AA 0,634) 


Con i valori numerici dati risulta 


Tmax = 1,59 Li = 870 kg/emq . 
Esereizio 148. — Calcolare la tensione tangenziale massima in una sezione 


circolare cava, avente il diametro esterno di 20 em e lo spessore di 1 em, soggetta 
“a uno sforzo di taglio 7 = 25000 kg. 

Soluzione. Lo spessore è abbastanza piccolo rispetto al raggio, per cui si può 
considerare l’area della sezione concentrata lungo la circonferenza media, di 
raggio r = 9,5 em. La tensione è massima sull’asse neutro, rispetto al quale, 
per le (17) e (48), si ha 


Sa are _ orde, T=ns, b,=28. 


Quindi, per la (192), nei punti dell’asse neutro si ha 


T 2188 T Tr 1 
Tassone È dadi a (4, pra 4) 


Con i valori numerici dati risulta 


_ 5 25000 


Tit an9,5 1 838 kg/cmq. 


Esercizio 149. — Calcolare tas nella sezione di una trave a T N 16 (fig. 224), 


«soggetta a T = 6500 kg. 
Soluzione. Mediante l’espressione approssimata (197), si ottiene 


6500 


asa 063-141" 732 kg/cmq. 
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Impiegando invece la (196), risulta 


6500 SI k; î 
Tmae = 9935 - 0,63 (141 19° — 7,4 - 14,1°+ 0,63 - 14,12) = 757 kg/emq . 
Il valore (197) è quindi approssimato in difetto del 3,3 %. 
Alle estremità dell'anima si ha (196,) 


J 6500 
min 7 8- 935 - 0,63 


(7,4 + 16° — 7,4 - 14,1?) = 584 kg/emq. 


172. Travi di sezione variabile. 


Nel caso di travi di sezione va- 


160 min i 
è 


riabile (fig. 225), il ragionamento del fs meo 
n. 169 d), che conduce alla (194), si 

modifica nel modo seguente. Indican- 

do con RF la risultante delle tensioni 

di trazione o di compressione nella 95m 


sezione S, con R, l’analoga risultante 
nella sezione S, distante de da S e Fig. 224. Fig. 225. 

CON Try maz la massima tensione tan- 

genziale trasversale o longitudinale nei punti dell’asse neutro, si ha ancora 


N dl 
Try masbad& = - K=dE, toy moebo = rr 


In questo caso, nell’espressione R = M/lh è variabile anche ho, per cui si ha 


de ng De 
dk _d(M,)_ i de de 1 (7 M _ dhe 
da #(k)" hg PA ho e) 


Se 4 è l’altezza della trave nella sezione $S, si può porre 


+. dh dh 1 dho 1 dh 
dh h' ho h' ho dr ho da 


Infine, se v è la distanza della sezione dal punto d’incontro delle tangenti 
al profilo della trave, si ottiene facilmente 


Pertanto, risulta 


(198) Tey mae S 


10 sforzo di taglio 7 dell’espressione (194) va dunque sostituito con T — M/v. 
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‘che diventa 7 + M/v nel caso in cui l’altezza % sia decrescente al crescere di x. 
La stessa sostituzione va introdotta anche nella (192) (?). 


173. La tensione tangenziale longitudinale. 


a) Abbiamo visto che la sezione tangenziale trasversale 7,, in 
un punto B generico di una tensione soggetta a sforzo di taglio 7 è 
accompagnata dalla tensione longitudinale 7,, uguale, come vuole il 
principio (156), agente nel piano longitudinale passante per B e paral- 
lelo all'asse neutro; ed è appunto quest’ultima che si è determinata 
(n. 166), utilizzando l’equilibrio alla traslazione longitudinale del solido 
compreso fra due sezioni rette vicinissime S ed $, e il piano longitu- 
dinale stesso. La presenza della tensione ra, è dovuta, come si è visto, 
al fatto che le due porzioni di sezione A; affacciate, appartenenti a S 
e a S1, sono soggette a tensioni normali o e 0, di valore diverso, causa 
la variazione 4dM che subisce M nel passaggio da S a $,; variazione 
che esiste quando esiste il taglio 7 (se 7 è nullo, M è costante e si 
ha 0,= 0). 

Questa tensione longitudinale 7, mentre affatica il materiale della 
trave, fa aumentare però considerevolmente la resistenza di questa 
alla flessione. Infatti, se si sovrappongono 
due travi uguali, ad es. di sezione rettango- 
lare, e l'insieme si appoggia alle due estre- 
mità e si inflette mediante dei carichi, av- 
viene ciò che è indicato nella fig. 226 a): 
Ognuna delle due travi ha la parte supe- 
riore compressa e accorciata e la parte in- 
feriore tesa e allungata; mentre in corri- 
spondenza del piano di contatto le due 
travi scorrono una rispetto all’altra. La re- 

Fig. 226. sistenza dell’insieme è uguale alla somma 
delle resistenze delle due travi; cioè il mo- 
dulo di resistenza W, al quale si proporziona il momento resistente, 
risulta doppio di quello (71) di una sola trave: 
bh? 


W=27: 


a) 


Se invece si impedisce che le due travi scorrano una rispetto all’altra, 
cioè se si rendono solidali incollandole insieme, o interponendo delle 


(®) Per ulteriori notizie sulle travi di sezione variabile v., ad es., F. BLEICH: Stahlhochbauten, 
‘pag. 80, vol. 1°, Berlino, Springer, 1932. 
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biette (fig. 226 b), oppure sostituendole con una trave unica di altezza 
doppia, il modulo di resistenza diventa doppio di quello precedente: 
92 LI LI 
bn} _ bhe. 


vr seggi 
quindi la resistenza al momento flettente risulta doppia di quella delle 
due travi indipendenti. 

La solidarietà fra le due parti si oppone allo scorrere di una rispetto 
all’altra, e perciò sorgono le tensioni tangenziali longitudinali 7,,, alle 
quali è dovuto l’aumento di resistenza alla flessione. 

b) Alle tensioni tangenziali 7,, agenti in ogni piano longitudinale dev’essere 
in grado di opporsi la resistenza del materiale della trave. Nelle travi di legno, 
specialmente di essenza dolce, lo sforzo di taglio provoca talvolta la rottura 
secondo un piano longitudinale, per effetto delle tensioni 7,,. Ciò è dovuto al 
fatto che in certi legnami la resistenza a tensione tangenziale fra fibra e fibra 
è appena 1/10 di quella a tensione normale in direzione delle fibre. Questo tipo 
di rottura è facilitato nelle travi corte e relativamente alte: ad es., in una trave 
di legno a mensola lunga 7, di sezione rettangolare di lati è e k, soggetta a un 
carico P nell’estremo libero (7 = — P, Mmaz = — PI), la tyx max raggiunge il carico 
di rottura 0,/10 prima che la Omar raggiunga il carico di rottura c,, se risulta 


3_P 1 PI 
2 bh 10° DWG” 
cioè se 1< 2,5h. 

Nel caso di due travi solidali, il mezzo di collegamento impiegato dev'essere 
in grado di resistere alle tensioni 7,, lungo il piano di contatto. Nel collegamento 
a biette (fig. 226 b), poste a distanza 4, la forza tangenziale totale che interessa 
una biettà è tyx mazdDA = TA/h » 


Esercizio 150. — La trave di legno della fig. 226 b) è costituita da due travi 
sovrapposte di sezione quadrata di 20 cm di lato ed è caricata in mezzaria 
con P= 1200 kg. Le biette di legno duro hanno la sezione quadrata di 35 mm 
di lato. Determinare la loro distanza 4, fissando per esse il carico di sicurezza 
t= 10 kg/emq. Calcolare la pressione che le biette esercitano contro i fianchi 
degli intagli. 

Soluzione. Trascurando il peso proprio della trave, lo sforzo di taglio è 
costante in ciascuna metà della lunghezza ed è uguale alla reazione di un appog- 
gio; quindi 7 = 600 kg. La tensione tangenziale nel piano di contatto è 


Tyx mor = 3 E Bad = 1,125 kg/emq ; 
quindi la tensione totale in un tratto 7, sopportata da una bietta, vale 
Tys mozD2 = 1,125 - 20= 22,57. 
D'altra parte, una bietta può sopportare 


3,5 - 20t = 700 kg. 
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La distanza fra le due biette risulta perciò 


La pressione fra le biette e i fianchi degli intagli vale 


700 
————T = 20 kg/emqg. 
30. 1,75 20 kg/emq 


174. Il lavoro di deformazione. 


a) Si ottiene dall’espressione del lavoro interno (19) 


L= (ict LEE 
A 
Se si tiene conto soltanto della componente 7., (n. 168) (ciò che 
è esatto per la sezione rettangolare), sostituendo a 7 l’espressione (192) 
si ha 


e poichè 7 e J, pur potendo variare lungo la trave, sono costanti per 
una sezione (di solito G è costante in tutta la trave), si ha anche 


(1°) Analogamente a quanto si è detto nel Cap. V, nota 13, consideriamo un parallelepipedo 
di spigoli dx, dy, dz, avente le facce di area dy de soggette alle forze 7,,@y de e le facce di area 
dx dz soggette alle forze 7,,dr dz. Se pensiamo fissa una delle facce dy dz, la faccia opposta su- 
bisce uno spostamento trasversale y,ydr nella direzione della forza 7,ydy dz, che compie perciò 
un lavoro 


1 1 

AL = 5 tes de taylt = 5 tata @V 

mentre la ty,dx dz non compie lavoro. 
Se invece si spostano trasversalmente tanto gli spigoli dz quanto quelli dy (fig. 195), en- 
trambe le forze suddette compiono lavoro, e si ha ancora (n. 148 0) 
dI = dea yy de Gode + A gd de aa dy = 
1 = os 1 
= 7 Tayie du defce, + 01) = > taydV-tay- 


Pertanto, risulta che il lavoro di deformazione del volume UDO è tryY2y/2, mentre il lavoro 
totale è 


(200,) Log fur V = 35 ri [aver = [stvar. 


Queste espressioni sono formalmente uguali a quelle (98,) del Javoro interno della tensione 
normale o. 
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Infine, se si pone 


VE 
(199) da |3°%=2: 
risulta 

T° da 
(200) L=|x504: 


l 


Per le sezioni di forma qualunque si deve sostituire invece l’espres- 
sione di 7 totale (n. 168 8); quindi risulta ancora la (200), dove però è (11) 


(199) 47 Ae ART c0s° @ a Ae. 1 (2( EP) ay. 


Se 7 è costante in tutta la lunghezza / della trave, si ha 


TI 
43GA 


(200,) L= 


Si noti che il lavoro di deformazione del taglio ha espressioni ana- 
loghe a quelle trovate per le altre sollecitazioni, salvo il fattore di 
correzione y. 


b) Il fattore y, detto fattore di taglio, è un coefficiente senza dimensioni 
fisiche, dipendente dalla forma della sezione (come il fattore q di torsione). Esso 
è sempre maggiore di uno e tanto maggiore quanto più la 7 nella sezione si scosta 
dalla ripartizione uniforme. 

Per il rettangolo si trova y= 6/5= 1,2 (es. 151), qualunque sia il rap- 
porto dei lati (e quindi anche per il quadrato). Per il circolo si dà comune- 
mente il valore y = 10/9 = 1,111, che si trova tenendo conto della sola com- 
ponente t,y; tenendo invece conto della 7 totale, risulta x = 32/27 = 1,185 (lo 
studio rigoroso mediante la Teoria dell’elasticità dà % = 1,175). Per l’ellisse 
si trova y = 10/9 come per il circolo, se si tiene conto soltanto di 7,y; tenendo 
invece conto della 7 totale, risulta x = 10/9 + 2/27 + b*/a? se 7 è diretto secondo 
il semiasse maggiore a, e x = 10/9 + 2/27 - a*/6* se T è diretto secondo il semiasse 
minore b. In questi casi y è dunque poco maggiore di uno. 

Invece per le sezioni sparse, come quelle dei ferri profilati, x può essere assai 

maggiore: ad es., è compreso fra 2 e 3 per le comuni sezioni a T, ed è anche 
maggiore di 3 per le sezioni composte. Per le sezioni a T si ottiene un valore 
soddisfacente di y dividendo l’area A della sezione per l’area dell’anima com- 
putata per l’intera altezza della sezione; cioè x = A/b,h. 


() L'espressione finale di x sì ottiene facilmente sostituendo dA con dy dz, 1/cos* @ con 
1 + tg* 9 e tg col valore dedotto da tgw:2 = tg 01: d;/2 (fig. 218). 
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175. La deformazione prodotta dal taglio. 


Per effetto del taglio, le fibre longitudinali della trave subiscono 
degli scorrimenti y, legati alle corrispondenti tensioni tangenziali 7 
dalla legge di Hooke 7 = Gy; e poichè 7 è variabile nella sezione, 
anche y risulta diverso per le diverse fibre. 
Perciò le sezioni non possono conservarsi pia- 
ne, ma diventano gobbe, in modo che le loro 
tracce si deformano secondo degli S, come mo- 
stra la fig. 227. Infatti, solo in tal modo il 
primitivo angolo retto fra le fibre longitudi- 
nali e quelle trasversali può mantenersi retto 
ai lembi superiore e inferiore della sezione, 
così che risulta y = 0 dove 7 = 0; mentre in 
corrispondenza dell'asse neutro l’angolo retto 

Fig. 227. subisce la massima variazione Yma,, misurata 
dall’angolo che forma l’asse geometrico defor- 
mato 0,0, con la normale Gn per il baricentro della sezione deformata. 

Per lo studio della deformazione della trave interessa uno scorri- 
mento medio y, della sezione, cioè l'angolo y,, di cui devia l’asse geo- 
metrico 0,0, rispetto alla primitiva posizione 00, e che corrisponde allo 
scorrimento globale relativo di due sezioni distanti uno. Tale scorri- 
mento medio si ottiene uguagliando il lavoro esterno di deformazio- 
ne (1/2)Tyndw, compiuto dallo sforzo di taglio per effetto dello spo- 
stamento relativo y,dx delle due sezioni distanti de, al lavoro interno 
di deformazione del tronco dr: 


2° 4264’ 
da cui risulta 
L 
(201) Im = G4° 


Questa espressione è perfettamente analoga a quelle delle deforma- 
zioni di un tronco unitario della trave negli altri tre casi di solleci- 
tazione: 

N M Mi 
ODI AS n Le 


Lo spostamento trasversale relativo fra due sezioni distanti 7, 
quando 7 (e quindi anche y,) sia variabile, è dato da 


(201,) pp loda =fx - ci 


è i 
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Esercizio 151. — Calcolare il fattore di taglio per la sezione rettangolare. 
Soluzione. Le quantità che figurano nella (199) valgono (n. 167) 


bh 5 h 
S; 5 (7 v), A=bh, le) via 


Quindi si ottiene 


h h 
+3 be (12 ?) 61 
1 o a\a° 36 W n 
4 w a @ “It 2 +9) % 
da - 144 © h “ h 
x 3 
=39, SH _ 6 _;s 
n 240 5 ? 


Esercizio 152. — Una trave a mensola lunga 1 m, costituita da un profilato 
a T N 16 (fig. 224), è soggetta nell’estremo libero a un carico verticale 
P= 1250 kg. Calcolare l’abbassamento di tale estremo, dovuto al solo sforzo 
di taglio. 

Soluzione. Il taglio 7° è costante in tutta la lunghezza della trave e uguale 
a — P. L'area della sezione è A = 22,94 emq. Assumiamo G = 800000 kg/emq. 

11 fattore di taglio vale (n. 174 5) 

22,94 
= Fi = 2,28. 

= 0,63 -16 = 2:28 
Quindi per la (201,) risulta 


1250 - 100 
dgr A 55 
,28 800000 - 22,94 0,01553 em. 


IC) 


n= 


A questo abbassamento si sovrappone però quello molto più importante do- 
vuto al momento flettente, che è dato (Cap. XI, 4) da P#/3EJ e che vale 
0,212 em. 


176. ll centro di taglio o di torsione. 


Nel caso della flessione semplice (Cap. VI) si può spostare comunque il 
piano di sollecitazione parallelamente a sè stesso (per una nota proprietà delle 
coppie), senza alterare lo stato di tensione e di deformazione della trave. Invece 
nel caso della flessione accompagnata dal taglio, il piano di sollecitazione non 
è indifferente, poichè, spostandolo, variano le distanze delle forze esterne dal- 
l’asse geometrico della trave e si ha quindi anche un momento torcente dipen- 
dente da tale posizione. Quando il piano di sollecitazione contiene l’asse geo- 
metrico della trave, il momento delle forze esterne rispetto a questo asse risulta 
nullo, ma non sempre ciò significa che la trave sia esente da torsione: se la sezione 
della trave è simmetrica rispetto a uno degli assi principali d’inerzia, e si dispone 
questo secondo l’asse s di sollecitazione, per la simmetria ogni sezione ruota intorno 
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all’asse neutro normale a s e la trave s'inflette senza torcersi; ma se invece uno 
degli assi principali d’inerzia non è asse di simmetria, e si dispone secondo l’asse s, 
si verifica un fenomeno secondario di torsione, che venne studiato sperimen- 
talmente da Bach e teoricamente da vari autori (12). 

Consideriamo una trave di ferro di sezione a I (fig. 228), simmetrica rispetto 
all’asse principale 2, ma non rispetto all’asse principale y, e cerchiamo la posi- 
zione che deve avere il piano di sollecitazione affinchè la trave s’infletta in modo 
che l’asse neutro coincida con , senza che si abbia tor- 
sione. Se questo avviene, le tensioni normali o variano con 
la nota legge lineare, e quindi nelle ali risultano costanti 
lungo ogni retta parallela a 2. Inoltre si hanno delle ten- 
sioni tangenziali, e cioè 7,, parallele a y nell'anima e tx; 
parallele a 2 nelle ali (n. 171 bd). 

Determiniamo anzitutto, con lo stesso ragionamento 
del n. 166 a), la tensione 7,, nei punti di una retta ii 
parallela a y, supponendola costante nello spessore b; (ana- 


È Gatti ai logamente a quanto si è supposto nei nn. 166 d) e 168 a). 
Hoy iz g q 

A tal fine, utilizziamo l’equilibrio alla traslazione in dire- 

Fig. 228. zione x del solido compreso fra due sezioni S ed S, di- 


stanti dx e il piano longitudinale passante per la retta ii 
(solido che ha per base l’area A; tratteggiata). Sul rettangolo longitudinale di 
area b;da, soggetto alla teusione 7., = 7,:, agisce la forza t,,b;de, che fa equi- 
librio alla differenza delle tensioni o e c, sulle aree A; nelle sezioni S ed $; 
per cui si ottiene (n. 166 a) 


rbdo= se fuad, 
di 
ossia 
TS; 
Tra = ta = Fia 


Se si ritiene costante lo spessore d,; delle ali, cioò d; = d, il momento statico 
dell’area tratteggiata rispetto a n vale b2'd, e quindi si ha 
218, 


Tra = ta = Ji 


Questa tensione varia linearmente con 2’ e diventa massima per 2’ = c, cioè 
nell'attacco dell’ala con l’anima, dove vale 74 c/J. Quindi la risultante H delle 
Ty: d de' nell’ala diventa 

Tde, _ Tab 

J NJ? 


(1*) C. BacH: Versuche iiber die tatsiichliche Widerstandsi'”.ihkeit von Balken, « Zs.V.D.I.», 
1909, pag. 1790; R. MAILLART: Der Schubmittelpunkt, «Schweiz. Bauz.», Bd. 77, pag. 195, 
Bd. 78, pag. 18, Bd. 79, pag. 254, Bd. 83, pag. 109; C. WEBER: Biegung und Schub in geraden 
Balken, Zs. f. angew. Math. u. Mech. », 1924, pag. 334. Si vedano anche A. ed L. FòPPL: Drang 
und Zwang, Miinchen, Oldenbourg, 1928, primo volume, $ 78; ed F. BLEICH: Stahlhochbauten, 
Berlino, Springer, 1932, primo volume, pagg. 78-80. 
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Se il taglio 7 è positivo, le 7,, trasmesse dalla parte di trave che precede S 
alla parte che segue (fig. 228) sono rivolte verso sinistra nell’ala inferiore e verso 
destra nell’ala superiore; quindi le risultanti H hanno i sensi indicati. Contem- 
poraneamente le 7,, nell'anima sono rivolte verso l’alto e la loro risultante m 
è uguale a 7 (n. 171 8). La risultante complessiva della 7' e della coppia H-H 
è parallela a 7’ e passa per un punto O distante da 7" di 


_ dev 
san, 


(202) 


Per l’equilibrio fra le forze esterne e le tensioni interne, anche lo sforzo di 
taglio 7 deve passare per il punto 0, chiamato centro di taglio. Perciò soltanto 
se il piano di sollecitazione passa per O, lo stato di tensione è quello conside- 
rato, e quindi le sezioni ruotano intorno a n= 2 e non si ha torsione. Se invece 
il piano di sollecitazione contiene l’asse principale y, o in generale se ha una 
distanza r da O, basta spostarlo a passare per O e aggiungere una coppia tor- 
cente M,= Tr. 

Nel caso di un ferro a La lati uguali, inflesso normalmente all’asse princi- 
pale 2 di simmetria della sezione, la 7 nelle due costole ha andamento paral- 
lelo alle costole stesse, per cui il centro di taglio O è il punto d’incontro delle due 
rette poste a metà dello spessore. 

Quando non si sia certi che il piano di sollecitazione passi per il centro di 
taglio della sezione, è consigliabile ridurre il carico di sicurezza del materiale, 
per tener conto dell’indebolimento dovuto alla torsione (19). 

Infine, osserviamo che il centro di taglio coincide col centro di torsione, intorno 
al quale ruota la sezione nel caso della torsione semplice; ciò che è conseguenza 
immediata del teorema di Maxwell (Cap. XVI). 


Esercizio 158. — Determinare il centro di taglio per la sezione di un ferro a 
IC N 26. 

Soluzione. L'altezza della sezione è 26 cm, la larghezza è 9,0 cm, lo spessore 
dell'anima è 1,0 cm e quello medio delle ali è 1,4 em; inoltre si ha J, = 4928 emf. 

Le dimensioni che figurano nella (202) sono perciò d = 12,3 cm, e = 8,5 cm, 
b= 1,4 cm. Quindi risulta 


__12,3® + 8,52. 1,4 


d= agg — = 3,1 cm. 


177. Caso in cui la sezione si conserva piana. 


Comunemente la tensione 7,, dovuta al taglio si annulla nei punti 
della sezione più lontani dall’asse neutro (n. 167), perchè sulla super- 


ficie esterna della trave è nulla la corrispondente 7,.. Ma in alcuni 


() V. ad es. F. BLEICH: Stahlhochbauten, pag. 80, 1° vol., Berlino, Springer, 1932. 
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casi, eome ad es. nei chiodi che uniscono due lamiere soggette a tra- 
zione (fig. 229 a), la superficie esterna del chiodo è stretta nel foro 
delle lamiere e quindi è soggetta a considerevoli forze d’attrito; per 
cui, venendo a mancare la ragione suddetta, la 7,, può esistere fino 
ai lembi estremi della sezione del chiodo. Il problema della riparti 
zione delle 7,, nella sezione risulta indeterminato, non conoscendosi le 
forze laterali d’attrito. Fra le varie ipotesi che si possono fare si sceglie 
la più semplice, cioè si suppone la 7., uniformemente ripartita nella 


® 
“ 


© SS SOA SOGN SS 6 ALI 
NERI 3 a ren] EI EI ra 
PA A di TOS 
Fig. 229. Fig. 230. 


sezione; in accordo col fatto che la sezione stessa rimane verosimil- 
mente piana, contrariamente a quanto si è trovato nel n. 175. 
Si ha perciò 


(203) soia Z 7 


Nel caso della fig. 229 b) le sezioni del chiodo o del bullone sog- 
gette a taglio sono due; quindi ciascuna sopporta uno sforzo di ta- 
glio 7 = P/2. 

Lo studio delle chiodature sarà svolto in modo più esteso nel 
Cap. XXVIII. 


Esercizio 154. — Due lamiere unite mediante doppio coprigiunto (fig. 230), 
sono tese con una forza P = 12000 kg. Volendosi impiegare soltanto tre chiodi 
per parte, che diametro devono avere i chiodi? 

Soluzione. Ogni chiodo è sollecitato al taglio in due sezioni; quindi le sezioni 
soggette a taglio sono sei e ognuna di esse sopporta 7 = 12000 :6 = 2000 kg. 
Se si assume per la tensione tangenziale il carico di sicurezza di 800 kg/emq, 
risulta per la sezione di un chiodo 


__ 2000 


cda 2,50 cmq, 


cui corrisponde il diametro d = 1,79 cm, che si porta a 1,8 em. 


TAGLIO 253. 


Esercizio 155. - Un albero di spinta di 6 cm di diametro, soggetto a una 
forza assiale P = 30000 kg, ha un tratto ingrossato (fig. 231) racchiuso entro 
un alloggiamento. Che lunghezza 4 deve avere tale tratto per resistere alla ten- 
sione tangenziale? 

Soluzione. Il tratto ingrossato tende a tagliarsi lungo la superficie cilindrica 
punteggiata, di diametro uguale a quello dell’albero. Se si ammette che su tale 
superficie la 7 sia uniformemente ripartita, assunto il ca- 
rico di sicurezza t = 400 kg/emq si ha (14) 


Di 
= 400 kg/emq , 
da cui 
30000 i 
26 - 400 — 3,98 em= 4 cm. Fig. 231. 


Esercizio 156. — Una puleggia che trasmette la potenza di 10 HP girando 
con 200 giri al minuto, è fissata all'albero di 5 cm di diametro mediante una chia- 
vetta larga 1 cm e lunga 6 cm parallelamente all’asse dell'albero. Calcolare la 
tensione tangenziale nella chiavetta. 


Soluzione. La velocità angolare è © = 200 - 27/60 = 20,94; quindi il mo- 
mento torcente che la puleggia trasmette all’albero vale 


1017/78 
20,94 


M,= = 35,82 kgm = 3582 kgem. 


Lo sforzo di taglio che sollecita la chiavetta risulta 


Supponendo che 7 si ripartisca uniformemente nella sezione resistente della 
chiavetta, si ottiene 
__ 1433 


= 239 kg/emq . 


178. Bibliografia. 


Lo studio teorico della flessione composta, cioè della flessione accompagnata 
dal taglio, è dovuto a B. DE SAINT-VENANT: Mémoire sur la flevion des prismes, ecc., 
«Journal de Math. de Liouville », 22 serie, T. I, 1856, pagg. 89-189. Lo stesso pro- 
blema è svolto estesamente, sia in modo esatto che in modo approssimato, nel 
volume di C. L. Ricci: Meccanica applicata alle costruzioni, Napoli, Edit. Poli- 
tecnica, 1942; nonchè nel primo volume de La statica delle costruzioni di G. 
CoLoNnNETTI, Torino, Utet, 1928. Una trattazione contenente anche diverse solu- 


(34) In modo analogo si calcola la nei filetti di una vite soggetta a sforzo assiale, e si de- 
termina il numero dei filetti necessari, ossia la lunghezza del tratto da avvitare. 
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zioni complementari, insieme con molte notizie bibliografiche, si trova nel volume 
più volte citato (Cap. VI, nota 5) di S. TrmosHENKO: Theory of Elasticity. 

Inoltre si possono consultare con profitto le seguenti memorie: P. NEMÉNYI: 
Ueber die Berechnung der Schubspannungen im gebogenen Balken, « Zs. f. angew. 
Math. u. Mech. », 1921, pag. 89; S. TimosHENKO: A membrane analogy of fexure, 
«Proc. London Math. Soc. », serie 2°, vol. 20 (1921), pag. 398; F. BLeIcH: Der 
gerade Stab mit Rechteckquerschnitt als ebenes Problem, « Der Bauingenieur >, 1923, 
pagg. 255, 304, 327. 


UaPITOLO IX. 


SOLLECITAZIONI COMPOSTE 


179. I casi composti. 


Eccettuato il caso dello sforzo normale N, raramente una trave è 
soggetta a una delle sollecitazioni semplici studiate nei capitoli prece- 
denti; di solito si hanno invece due o tre sollecitazioni unite, e qualche 
volta tutte e quattro. Si ottengono allora le tensioni interne sovrap- 
ponendo quelle trovate nei casi semplici, e determinando l’effetto com- 
plessivo nei modi seguenti: 

Se si hanno le due sollecitazioni N ed M, entrambe producono in 
ogni punto di una sezione retta delle tensioni normali o, che si som- 
mano algebricamente. 

Se si hanno le due sollecitazioni M, e 7, entrambe producono nelle 
sezioni rette delle tensioni tangenziali 7, che si sommano algebrica- 
mente se hanno la stessa direzione, vettorialmente se hanno direzioni 
diverse. 

Se si ha una delle combinazioni N ed M,, N e 7, M ed M, MeT, 
la prima delle due sollecitazioni produce in ogni punto di una sezione 
retta una tensione normale o e la seconda una tensione tangenziale 
t; la o e la 7 insieme producono uno stato di tensione che studieremo 
nei nn. 180 e seguenti. 

Infine, se si hanno tre o quattro sollecitazioni, basta raggruppare 
quelle che producono delle o e quelle che producono delle 7, per rica- 
dere nel caso precedente. 

Nel presente capitolo si suppongono già note le sollecitazioni N, M, 
T, M, (che si determinano mediante indagini separate), e si studia lo 
stato di tensione generato nell’intorno di un punto qualunque, per 
giungere alle corrispondenti condizioni di resistenza. 


180. Sistema piano di tensiori. 


Se per un punto 0 nell’interno di un corpo si considerano tutti i 
possibili elementi superficiali infinitesimi diversamente orientati, ossia 
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appartenenti alla stella di piani che ha il centro in 0, le tensioni su 
di essi (cioè la tensione totale 0 e le componenti o e 7) variano gene- 
ralmente da elemento a elemento. 

Studieremo tale variazione, limitandoci per ora al caso particolare, 
frequente nella pratica, in cui le tensioni o giacciono in uno stesso pia- 
no, qualunque sia l'elemento; cioè costituiscono un sistema piano di 
tensioni. In tal caso basta studiare come variano le tensioni sui soli 
elementi superficiali normali ai piano delle tensioni, cioè appartenenti 
al fascio di piani che ha per asse la normale 2 al piano stesso per il 
punto 0, poichè fra essi si trovano quelli più sollecitati. 

Fissati nel piano delle tensioni due assi ortogonali # e y, suppo- 
niamo note le tensioni 02, 0y, Ty = Ty Sui due elementi del fascio nor- 
mali agli assi, e cerchiamo le tensioni o e t su di un elemento gene- 
rico del fascio (fig. 232 a), individuato dall'angolo « che esso fa con 
l'elemento normale a «. Per ottenere un elemento di volume, del quale 
studieremo l’equilibrio, spostiamo di pochissimo l'elemento superficiale 
generico parallelamente a sè 
stesso, in modo che esso e i 
due elementi normali a @ e a y 
formino un prisma a base tri- 
angolare abe (fig. 232 b), del 
quale consideriamo un tronco 
di lunghezza uno in direzio- 
ne 2. Se pensiamo lo spigolo 
be di lunghezza unitaria (ben- 

Fig. 232. chè sia infinitesimo, per rima- 

nere nell’intorno del punto 0 

studiato), gli spigoli ab e ae risultano lunghi cos a e sen a; per cui le 

facce del prisma che hanno per tracce de, ad, ac risultano di aree 1, 

cos a, sen a. Quindi le forze agenti sulle tre facce hanno i valori indi- 
cati nella fig. 232 b). 

Per l’equilibrio del prisma alla traslazione nelle direzioni di o e 
di 7, si ottengono le relazioni 


0 = 0, 008° a + o, sen? a + 7,, Sena cosa + T,, Cosasena = 
0, c08° a + o, sen” a + t,, sen 2a 
(204) Î T=0,C080asena—o,sena cos + Ty, sen a — t,y COS a = 


1 
mi {o, — 0,) sen 2a— T,, C08 2a, 


che esprimono o e 7 in funzione delle tensioni sui due elementi nor- 
mali a x e y, e dell’angolo a variabile con l'elemento generico. 
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Per due qualsiasi elementi ortogonali del fascio, individuati da a e a — 90°, 
si trova ca = 0, c08° a+ o, sen? a+ 7, sen 2a, 0) = 0, Sena + o, costa— 7,y sen 2a 
per cui, sommando, si ottiene o, + 0, = 0, + 0, = cost. Cioè la somma delle 
tensioni normali su due elementi ortogonali del fascio è costante. 

La seconda delle (204) conserva lo stesso valore e cambia segno se si sosti- 
tuisce a con a + 90°; quindi le 7 su due elementi normali fra loro sono uguali, 
ciò che conferma il principio di reciprocità (156) delle tensioni tangenziali. 

Si noti l'analogia formale delle relazioni (204) (e di quelle che troveremo nei 
nn. 181 e 182) con quelle che riguardano i momenti di secondo ordine (nn. 84 e 85). 


181. Le tensioni principali. 


a) Cerchiamo ora per quali valori di a la o diventa massima o 
minima. La condizione 


d 
37 = — 20, 008 a sen a + 20, sen a cos a + 27, cos 2a = 0 


è soddisfatta se 


(205) tg 2a = tr 


ossia per un certo angolo a, e per a + 90°. Esistono dunque nel fascio 
due elementi normali fra loro (elementi principali), per i quali la e 
assume un valore massimo o; e un valore minimo o, (tensioni prin- 
cipali). 

Inoltre, poichè l’espressione di do/da che si è uguagliata a zero è 
il doppio dell'espressione (204) di 7, risulta nulla anche la 7; quindi 
gli elementi principali sono anche caratterizzati dalla proprietà che su 
di essi si annulla la tensione tangenziale. 

b) Quando sono note le direzioni principali £ ed 7, conviene assu- 
merle come assi di riferimento, invece di assi qualunque e y; in tal 
modo, essendo 7;, = 0, le (204) diventano 

f o = 05 COS? a + o, sen* a 


206 
( ) |1=+(- 0,)sen2a, 


dove a è l’angolo che l'elemento generico fa con l'elemento principale 
normale a È. 

Le tensioni tangenziali risultano massime sui due elementi incli- 
nati di + 45° con quelli principali, e si ha 


1 
(207) Tmae =" (08 — On) - 
c) Ellisse delle tensioni e conica delle direzioni (v. Cap. XXI). 
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Esercizio 157. — Lo spessore di una diga a gravità è tale che sulla sezione 
orizzontale situata alla profondità y = 50 m sotto il livello dell’acqua si. ha 
Gy= 0 in prossimità del paramento a monte (fig. 233). Sapendo che questo è 
inclinato di g = 20° con la verticale, calcolare nello stesso intorno le tensioni 


Fig. 233. 


principali e le tensioni 0, © Tyg = Tay- 

Soluzione. Le tensioni su tutti gli elementi superficiali 
dell’intorno suddetto agiscono nel piano verticale normale al 
paramento; per cui interessa il fascio di piani che ba per 
asse l’orizzontale giacente sul paramento. L’elemento situato 
sul paramento è principale, perchè su di esso agisce la pres- 
sione normale p = yy (y peso specifico dell’acqua), senza ten- 
sione tangenziale; quindi si ha o, = — p. L'altra tensione 
principale 0 è certamente positiva, cioè di trazione: infatti, 
la tensione o, sull’elemento orizzontale è nulla, e non è la 
massima, perchè l’elemento non è principale. 


Assunti gli assi .di riferimento é ed 7, l'elemento verticale è caratterizzato 
dall’angolo a = 90° — p e quello orizzontale dall'angolo a = 9; quindi dalle 
(206) si ottengono le equazioni 


0 = 0g Sen p+ 0, cost 9 
Oy = 0g c08°p+ o, sen? 


Tey = (0£ — 07) SEN Q cos p, 


nelle quali sono note G, = — p © 0,, che nel nostro caso è nulla. 
Dalla seconda si ricava 


(a) 


te 
veslegig a tea 


Sommando le prime due, si trova 0, 0, =0£+ 0, da cu 


(0) 


= 0ytg°p+ c,(1— tg°p). 


Infine, per la (a), la terza diventa 


(0) 


ty = (0,— o)tg9. 


Nel nostro caso si ha semplicemente 


coe=ptgo, 0,=—pP(1-tg°9), ty=pPtgp. 


Coi dati del problema, risulta 


o,=—-5  kg/emg, og =+ 0,66 kg/emq, 


O, = — 4,34 » Tag = © 1,82 DI 
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182. IH circolo di Mobr. 
a) In virtù delle relazioni 


1 cos 2a 1— cos 2a 
cos a = +e , sn a="—— 4 


le (206) diventano 


(206,) 


a si sommano le (206,) dopo averle innalzate al quadrato, si ottiene 
(o- af + =r. 


Questa è l'equazione cartesiana di un circolo (circolo di Mohr), rife- 
rito a due assi ortogonali o e 7, di raggio r e col centro C sull’asse 0, 
a distanza a dall’origine 0 (fig. 234 a). 
Esso costituisce un diagramma tale che 
l’ascissa e l’ordinata di un suo punto 
generico M misurano le tensioni o e 7 
agenti su uno degli elementi del fascio. 
Il punto M corrispondente a un dato 
elemento individuato dall’angolo a si 
ottiene tracciando il raggio CM incli- 
nato di 2a: infatti, l’ascissa ON e 
l’ordinata MN del punto M risultano 


ON=0C+CN=a+rc082a, r IE 
MN =r sen 2a, o Gb (| 
(0) 
ossia, per le (206,), uguali a o e a 7. AH 
b) Osservazioni. Per a=0 il punto bl o) 
indice M va in M,; per cui risulta, Fig. 234. 


com'è giusto, 0 = Gna =@0 +? = 0%, 
t=0.Pera = 90°il punto M va in M, e risulta 0 = onn =@a—T= 
=0,tT=0. 
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Per a = + 48° il punto M va in M; o in Merisulta 7 = tra = 
= (1/2)(c:—0n), mentre o = (1/2)(0:+0,); quindi gli elementi del fascio 
che bisecano i diedri formati dagli elementi principali hanno la 7 mas- 
sima, e la o media fra ox e 0. 

Per due punti diametralmente opposti, corrispondenti a due ele- 
menti ortogonali del fascio, risultano uguali le 7, in accordo col prin- 
cipio (156). 

Se og e o, sono entrambe positive o entrambe negative, il circolo 
di Mohr risulta tutto a destra (fig. 234 a) o tutto a sinistra (fig. 234 b) 
dell’origine 0; perciò le o risultano tutte positive o tutte negative per 
qualunque elemento del fascio. Se invece cz è positiva e 0, è nega- 
tiva, l'origine O risulta interna al circolo 
(fig. 234 c); perciò gli elementi del fascio 
sono soggetti parte a delle o positive e 
parte a delle o negative, mentre per due 
di essi si ha c=0. 

c) Costruzione inversa. In pratica 
interessa più spesso costruire il circolo di 
Mohr senza conoscere le tensioni princi- 
pali, anzi per dedurne i valori di queste; 
mentre sono note le tensioni o., 0% 
Tsy = Ty: SU due elementi del fascio nor- 
mali fra loro, cui corrispondono nel cir- 
colo da costruire due punti M, ed M, diametralmente opposti (fig. 235). 
Il centro € è il punto di mezzo della congiungente M,M,. 

Si ottiene così 


OM} —_ presi O, + Gy Cz — 0y\° . 
cx =00+ 0. = +5 V+i 
ossia 


(208) 


d) Casì particolari. Nelle travi soggette a sforzo normale sem- 
plice, si ha nelle sezioni rette o = N/A, mentre nelle sezioni longi- 
tudinali si ha 6, = 0; quindi il circolo di Mohr risulta come in 
fig. 236 a). Sugli elementi a 45° si ha o = 7 = 05/2, come si trovò 
nel n. 106. 

Nelle travi di sezione circolare soggette a torsione semplice, consi- 
derato nell'intorno di un punto il fascio di piani avente per asse il rag- 
gio passante per il punto, si conosce la tensione 7 sui due elementi 
normali e giacenti l’uno sulla sezione retta e l’altro nel piano longitu- 


— = 


SOLLECITAZIONI COMPOSTE 261 


dinale (fig. 198 c), mentre le o sono nulle su di essi. Perciò il circolo di 
Mobhr risulta come in fig. 236 b). Sugli elementi a 45° con quelli sud- 
detti si hanno le tensioni principali o: = — 0, = 7, come si trovò nel 
n. 162 d). Tutto questo vale 
anche per i punti dell’asse 
neutro delle travi soggette 
a flessione e taglio, avendosi 
c= 0; se inoltre si ha 7,, = 0 
(n. 168), il fascio di piani ha 
per sostegno l’asse neutro. 
Nel caso in cui esistano Fig. 236. 
nel fascio due elementi nor- 
mali fra loro, aventi la stessa o e la 7 nulla, il circolo si riduce al 
centro C (fig. 236 c); quindi tutti gli elementi del fascio hanno la 
stessa o, e T = 0. 


M, 


183. La condizione di resistenza. 


a) Si è trovato (n. 181 a) che in ogni sistema piano di tensioni 
esistono due direzioni principali £ ed 7 normali fra loro, soggette sol- 
tanto a dilatazione (cioè senza scorrimento); ossia tali che gli elementi 
di superficie normali a É e a 7 sopportano soltanto una tensione normale. 
Inoltre le tensioni principali 0; e 0, sono una massima e l’altra minima, 
rispetto alle o sugli altri elementi; per cui anche le dilatazioni e ed e, 
nelle direzioni £ ed 7 risultano una massima e l’altra minima. 

Pertanto, se per giudicare la resistenza del materiale si accetta la 
teoria della massima dilatazione (nn. 122 e 162 c), basta calcolare le 
tensioni ideali nelle direzioni £ ed 7 e confrontarle col carico di sicu- 
rezza k' o k”. 

Sostituendo le espressioni (208) delle tensioni principali nelle (119), 
ossia nelle og;a = 0g — G,/m, Gnia = On — Og/m, si ottiene 


o; m_ 1 Mt =_= 
co) dito i viaaà +. 


Per m = 10/3 (metalli duttili) risulta 


09) DE) = 0,85(0, + 0,) +0,68V(= av + ih; 


per m = 4 i coefficienti della (209,) valgono 0,375 e 0,625. 

Le tensioni 02, 0y; t-y che figurano in queste espressioni sono quelle 
agenti su due elementi qualsiansi del fascio, normali fra loro. Basta 
quindi la loro conoscenza, per giudicare la resistenza del materiale 
nell’intorno del punto considerato. 
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b) Spesso su uno degli elementi del fascio si hanno le tensioni o e T 
e su quello normale si ha soltanto la 7, naturalmente uguale (v. i casi 
studiati nei nn. 185, 186 e 187); in tal caso la (209) diventa 


Oria | m_ 1 mt FA - 


(209.) cal "°° È am n. 


Si noti che nel caso in cui sia 7 = 0, la (209,) dà ozxw = 0, per cui 
la condizione di resistenza risulta o < %; mentre nel caso in cui sia 
oc =0, la (209,) dà oz;ia = — Gnia = (M + 1)t/m, e la condizione risulta 
t< mk/(m + 1), in armonia con la (187). 

c) Bach (1) consiglia di introdurre nelle (209), (209,), (209,) un coefficiente 
di correzione «, per tener conto di quelle circostanze che rendessero opportuno 
di assumere i carichi di sicurezza # e % alle tensioni tangenziali e normali indi- 
pendenti fra loro (*), anzichè legati dalla relazione (187), cioè t = mk/(m + 1). 


Egli pone 
P, (210) sd = 0, 
m ai 


e sostituisce (ar) a 7 nelle (209) e seguenti. 
Il coefficiente a, diventa uguale a uno quando £ e & 
sono legati dalla relazione (187). 


|) Esercizio 158. - Un chiodo di ferro di 24 mm di dia- 
Fig. 237. metro (fig. 237), messo in opera a caldo, e soggetto a uno 
sforzo di taglio 7 = P, = 3000 kg e a uno sforzo di tra- 
zione N = P, = 4000 kg. Calcolare le tensioni principali, le loro direzioni e le 
tensioni ideali. 
Soluzione. Sulla sezione retta agiscono le tensioni 


3000 


__ 4000 3000 
pa 4,52 


LA Fao 885 kg/emq, t= 


= 664 kg/emq . 


Per la (208), le tensioni principali risultano 


0,5 kg/emq 


5 » 


ce) _ 885 
On f mort 


V 885° + 4 > 664 


oi 
I 


(1) V. ad es. C. BacH-R. BAUMANN: Zlasticità e resistenza dei materiali, pag. 485, Milano, 
‘Hoepli, 1928. 

(*) Ad es., nei corpi non isotropi (metalli laminati, legno, pietre, ecc.) le resistenze alle ten- 
sioni 7 e o sono legate da una relazione diversa dalla (187); per cui la fatica del corpo prodotta 
dalla 7 può essere maggiore o minore di quella prodotta dalla o = (m + 1)m/m. In altri casi 
può accadere che le sollecitazioni esterne che provocano la c e la 7 abbiano diversa influenza 
sulla fatica del corpo, come quando una agisce in modo statico e l’altra in modo dinamico (ad 
es. in un albero che ruota, la torsione agisce in modo statico, mentre la fiessione s’inverte a 
ogni mezzo giro). Il coefficiente di correzione 2, interviene allora per aumentare o diminuire 
<vimportanza di 7 rispetto a o e ristabilire la giusta proporzione delle loro influenze. 


SOLLECITAZIONI COMPOSTE 263 


L'angolo a di É con x si deduce dalla (205): 


2- 664 


=885 1,50, 2a = 56920’, a= 28910’. 


tg 2a = 


Le tensioni ideali (119) valgono 


Ozia = 1240,5 + 0,3 - 355,5 = + 1347 kg/emq 
Onta = — 355,5 — 0,3 - 12405 = — 728 » 


184. Cenno delle tensioni nello spazio. 


Come si è detto nel n. 180, nell’intorno di un punto generico O si ha un 
sistema piano di tensioni soltanto in casi particolari (frequenti però nella pra- 
tica). In generale invece le tensioni sugli elementi superticiali appartenenti alla 
stella di piani di centro O hanno direzioni qualsiansi; cioè ogni elemento della stella 
è soggetto a una tensione totale o tale che l’insieme delle 9 costituisce, in geno- 
rale, una stella di rette. 

La tensione 9 su di un elemento qualunque, generalmente obliqua, equivale 
(n. 9) a una tensione normale o e a una tensione tangenziale 7; e i valori di c e 
di 7 variano in generale al variare della giacitura dell’elemento. Similmente a 
quanto si è trovato per i sistemi piani, esistono in ogni caso (Cap. XXV) tre di- 
rezioni £, n, è (direzioni principali), tali che gli elementi superficiali a esse nor- 
mali (elementi principali) sopportano soltanto tensioni normali 0g, on, ct (tensioni 
principali); cioè per essi è 7 = 0. 

Queste tensioni hanno inoltre la proprietà che una di esse è massima e una 
è minima, rispetto a tutto le o agenti sugli altri elementi della stella. La terza 
può avere un valore qualsiasi intermedio. 

Lo stato di tensione nell’intorno di ogni punto non differisce dunque da 
quello studiato nel n. 119. Quest'ultimo, che per la sua impostazione può apparire 
particolare e più semplice di quello ora in esame, sembra tale per il solo fatto 
che allora si conoscevano le tensioni principali e si partiva da esse. Ma se anche 
allora si fosse considerato un elemento superficiale orientato diversamente da 
quelli principali di riferimento, si sarebbe trovata una tensione o obliqua, cioò 
una o e una T (n. 106). L'unica particolarità del caso del n. 119 è che le direzioni 
delle tensioni principali sono le stesse in ogni punto, mentre nel caso generale 
variano da punto a punto. 

Pertanto, per verificare la resistenza nel caso presente, quando si accetti la 
teoria della rottura considerata nel n. 122, note le tensioni principali og, on, 0%; 
basta calcolare mediante le (119) le tensioni ideali nelle stesse direzioni £, 1, È 
e confrontarle col carico di sicurezza %' a trazione o %' a compressione. Per ie 
altre teorie delia rottura si veda il Cap. XL. 

I sistemi piani di tensioni sono casi particolari, nei quali è nulla la tensione 
principale o: normale al piano delle tensioni. Nel caso speciale dello sforzo nor- 
male e in quello della fiessione, è diversa da zero soltanto la tensione principale 
05, che coincide con 0,. 
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185. Sforzo normale e torsione. 


Questa sollecitazione composta si presenta, ad es., negli alberi pro- 
pulsori delle eliche, nei quali lo sforzo normale è di trazione se l’elica 
è anteriore, di compressione se è posteriore. Nell’interno di ogni punto 
le tensioni costituiscono un sistema piano, perchè agiscono nel piano 
normale al raggio che passa per quel punto (fig. 198 c); quindi il fascio 
di piani che si considera ha per asse il raggio stesso. Risultano più 
affaticati i punti del contorno, perchè ivi è massima la 7 dovuta a M,, 
mentre la o dovuta a N è costante in tutti i punti. 

Si conoscono le tensioni su due elementi del fascio: su quello che 
giace nel piano della sezione si ha o = N/mr® e 7 = 2M./mr®; su quello 
normale (contenuto nel piano 
longitudinale che passa per l’asse 
dell’albero) si ha o =0 e la 
stessa 7. Il circolo di Mohr ri- 
sulta quindi come nella fig. 238 a) 
o come nella fig. 238 b), secondo 
che N è di trazione o di com- 
pressione. La tensione princi- 
pale oz risulta positiva, mentre 
la o, risulta negativa; nel primo caso oz è maggiore del valore asso- 
luto di 0, e nel secondo è minore. 

Sostituendo le espressioni di c e di 7 nella (209,), si ottengono le 
tensioni ideali 


Fig. 238. 


N —1 1 4M,? 
ct. 


(211) m°| 2m + 2m '\ Nr 


Onia 


che devono risultare rispettivamente minori di k' e di %''. 
Quando sia opportuno tener conto della correzione consigliata da 
Bach (n. 183 c), nella (211) al posto di M, risulta a}, 


186. Flessione e torsione. 


Questo caso si presenta negli alberi di trasmissione disposti oriz- 
zontalmente, nei quali la flessione è dovuta al peso proprio, o al peso 
di pulegge, o alla trazione di cinghie (si trascurano gli effetti del taglio). 
I punti più affaticati sono quelli nei quali l’asse di sollecitazione incontra 
il contorno della sezione, perchè ivi è massima la o dovuta a M, mentre 
la 7 dovuta a M, è costante in tutti i punti del contorno. 

Sull’elemento giacente nel piano della sezione si ha c = + 4M/m® 
et=2M./mr*; su quello normale si ha o = 0 e la stessa 7. Il circolo 


SOLLECITAZIONI COMPOSTE 265 


di Mohr ha l’aspetto della fig. 238 a) per la zona tesa e della fig. 238 b) 
per la zona compressa. Nella zona tesa ox è maggiore del valore asso- 
luto di o,, mentre nella zona compressa og è minore; però la og della 
zona tesa è evidentemente uguale al valore assoluto della o, della zona 
compressa; e lo stesso avviene per le tensioni ideali. 

Basta perciò calcolare la maggiore delle due tensioni ideali, che 
risulta 


4 /m_-1 mA 1 sro 
La ei dm Ut om VU 


(212) Gia 


dove M.,, uguale alla parentesi, è un momento flettente fittizio equiva- 
lente all’insieme di M ed M,. Per la resistenza, il valore di o;, non deve 
superare nè %' nè %', perchè, come si è detto, la 0, esiste positiva 
nella zona tesa e negativa nella zona compressa, con valori assoluti 
uguali. 

Per tener conto della correzione consigliata da Bach, nella (212) 
si sostituisce M, con a,M.. 


187. Flessione e taglio. 


a) Si ha questo caso nella travi rettilinee, soggette a forze esterne 
normali all’asse (v. Capp. X, XI, XII). La determinazione dei punti 
più affaticati nella sezione non è immediata come nei due casi prece- 
denti, perchè la o dovuta a M è massima dove si annulla la 7 dovuta 
a T, mentre la 7 è generalmente massima dove si annulla la o. Per cui 
è possibile che le tensioni ideali risultino massime in punti intermedi, 
ciò che si riconosce soltanto calcolando queste ultime in diversi punti 
della sezione. 

In molti casi questa ricerca è superflua, perchè spesso le tensioni 
ideali risultano dappertutto minori dei valori della o nei punti più 
lontani dall’asse neutro; e quindi basta verificare se in tali punti è 
o' < k' e 0! < k'" (come nella flessione semplice). Alcune sezioni pos- 
sono invece essere più affaticate dallo sforzo di taglio (n. 202); per 
cui in questi casi si calcola anche la 7 nei punti dell’asse neutro e si 
confronta col carico di sicurezza t. 

b) La ricerca delle tensioni ideali in diversi punti della sezione 
è consigliabile quando tmas è dello stesso ordine di grandezza di Gmas 
perchè allora è facile avere le massime sollecitazioni in punti diversi 
da quelli soggetti ® Omaz 0 @ Tmaz. Inoltre, la ricerca è necessaria nel 
caso delle sezioni a T, nelle quali di solito i punti più affaticati sono 
quelli estremi dell’anima, dove la o è poco minore di Omas @ la 7 è pure 
poco minore di Tmes (n. 171 &). 
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Le tensioni ideali si ottengono mediante la (209.), dopo aver cal- 
colato in vari punti della sezione le tensioni o = My/J e t = T$S;/Jb.. 

Si può usare la seguente costruzione: Si tracciano i diagrammi 
di o e di 7 riferiti alla traccia della sezione (fig. 239, nella quale il dia- 
gramma 7 è parabolico perchè si è supposto che la sezione sia rettan- 
golare), e si segna anche il diagramma 0/2. Fissato un punto 4 generieo 
nella sezione, si manda l'orizzonte per a e si ribalta in «e l’ordinata 
ab = t. L’ipotenusa de vale 


= fo\ 
d=|(3) +. 


Fatto centro in d, si ribalta de in de e in dj, e si ottiene (208) 


per cui e ed f sono punti dei diagrammi delle tensioni principali og e 07 
Ripetendo la costruzione per vari punti a, situati a diverse altezze 
nella sezione, si sono ottenuti i diagrammi punteggiati. Infine, si dedu- 
cono da questi i diagrammi delle tensioni ideali, ricordando che si ha 
Ozia = o, Oria = On — Le. 

somme, perchè cz è positiva 
e o, è negativa. Perciò basta 
aggiungere alle ordinate ae le 
ordinate aj/m e alle ordinate &f 
le ordinate ae/m. 

Nel caso della fig. 239 le 
tensioni ideali diventano mas- 
sime in punti compresi fra 
l’asse neutro e i lembi estremi 
della sezione. Se la sezione 
è rettangolare, si dimostra (*) 
che questo avviene ogni volta 
che si ha M/T < 0,3275h, es- 
sendo 4 l’altezza della sezione; 

Fig. 239. e se la sezione è circolare, 

ogni volta che si ha M/T < 

<= 0,53r. Quando M/T è maggiore dei valori suddetti, è superflua 

la ricerca delle tensioni ideali e basta verificare la resistenza alla sola 
flessione, come si è detto in a). 


(*) C. L. Ricci: Meccanica applicata alle costruzioni. Napoli, Edit. Politecnica, 1942, pag. 413. 
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e) Le direzioni principali É ed 7 per un punto si determinano calco- 
lando mediante la (205) l’angolo a di È con x. Si possono anche dedurre 
dal circolo di Mohr, poichè, se si conviene di portare verso l’alto l’or- 
dinata NM (fig. 240) quando la 7 trasmessa dal tronco sinistro della 
trave a quello destro è rivolta verso l’alto (cioè quando 7 è positivo). 
congiungendo M, ed M, col punto M* (simmetrico di M rispetto al 
diametro verticale), si ottengono le direzioni È ed x cercate. Infine, se 
si è eseguita la costruzione della fig. 239, le direzioni £ ed n per il 
punto a sono date dalle congiungenti ce, cf, come si riconosce con- 
frontando con la fig. 240. 

Le direzioni È ed n variano con la distanza y del punto dall’asse 
neutro, perchè variano o e 7; inoltre, a parità di y, variano da sezione 


Fig. 240. Fig. 241. 


a sezione, perchè varia o (essendo M variabile) e spesso anche r (se è 
variabile anche 7). 

Tali direzioni inviluppano due famiglie di linee ortogonali fra loro, 
dette linee isostatiche 0 traiettorie delle tensioni principali, analoghe alle 
linee di forza di un campo elettrico o magnetico. Per ogni punto pas- 
sano due di tali linee, tangenti alle direzioni É ed 7 nel punto. 

Lungo le isostatiche il materiale della trave è soltanto teso (nella 
direzione É) o compresso (nella direzione 7). Nelle travi di cemento 
armato si utilizzano nel modo migliore i ferri dell'armatura tesa, dispo- 
nendoli secondo le isostatiche corrispondenti agli sforzi oz di trazione 

L’andamento delle isostatiche in una trave di sezione rettango- 
lare si può ottenere sperimentalmente mediante la luce polarizzata. 

Nella fig. 241 sono rappresentate le isostatiche di una trave a men- 
sola di sezione rettangolare, soggetta a un carico P nell’estremo libero. 

Nel caso della sezione rettangolare, essendo 7,, = 0, il piano delle tensioni 
in ogni punto è parallelo agli assi # e y; quindi le linee isostatiche sono conte- 
nute nei piani longitudinali paralleli a 2 e a y. In prossimità delia faccia supe- 
riore e della faccia inferiore delia trave, essendo 7 = 0, gli elementi superficiali 
contenuti nel piano della sezione retta e quelli normali, contenuti nel piano lon- 
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gitudinale parallelo all’asse neutro, sono elementi principali. Perciò le isostatiche 
di una delle due famiglie sono tangenti alla faccia superiore della trave e ter- 
minano normalmente alla faccia inferiore; mentre quelle dell’altra famiglia sono 
tangenti alla faccia inferiore e terminano normalmente alla faccia superiore. 
Se il momento flettente è positivo, le prime corrispondono alle tensioni principali 
0, di compressione e le seconde a quelle oz di trazione. In corrispondenza dello 
strato neutro le isostatiche sono inclinate di + 45° con esso (n. 182 d). 

Nel caso delle sezioni a contorno curvilineo, la 7 in un punto non è paral- 
lela a y (n. 168); per cui, essendo il piano delle tensioni nel punto definito dalle 
direzioni di o e di 7, le isostatiche giacciono sulle superficie cilindriche aventi per 
tracce le linee di tensione della 7 (delle quali la fig. 221 mostra un esempio) (4). 

La parte interna delle ossa di molti animali presenta una struttura cellu- 
lare, costituita da materiale resistente disposto secondo delle superficie che hanno 
l'andamento delle isostatiche corrispondenti agli sforzi maggiori e più frequenti 
che sollecitano tali ossa. Ne risulta così una struttura leggerissima e dotata tutta- 
via di notevole resistenza. 


Esercizio 159. — L'albero propulsore di una nave ha il diametro di 12 em ed 
è soggetto ad uno sforzo normale di compressione N = — 40 t e a un mo- 
mento torcente M, = 1500 kgm. Calcolare le tensioni ideali massime. 

Soluzione. Nelle sezioni rette le due sollecitazioni producono le tensioni 


— 40000 è __ 150000 
= — 353,7 kg/cmq, Tmax = 339,3 


= ni = 442,1 kg/emq ; 
mentre nelle sezioni longitudinali passanti per l’asse si ha la stessa tmas ® la 0 
è nulla. 

Per m = 10/3 la (209,) dà 


Ugl _ _ 0,35 - 353,7 + 0,6535379 Fa 449,10 — (+ 495 Lg/oma 
Gna Ò \- 743 » % 

Se si vuol tener conto della correzione consigliata da Bach (n. 183 e), adot- 
tando i carichi di sicurezza % = 800 kg/emq e #= 500 kg/emq si ha ag = 
= 800/1,3 - 500 = 1,23. Quindi risulta Ogia = + 620 kg/emq e Onia = — 867 
kg/cmq, che supera il carico di sicurezza %. 


Esercizio 160. — La sezione più affaticata di un albero di trasmissione è sog- 
getta a un momento fiettente M = 200 kgm e a un momento torcente M, = 800 
kgm. Determinare il diametro in modo che sia rispettato il carico di sicurezza 
k = 600 kg/emq. 

Soluzione. Il momento flettente equivalente (n. 186) è 


Mea = 0,35 + 20000 + 0,65 /20000* + 80000° = 60600 kgem. 


(4) Per maggiori particolari, vedere il volume di C. L. Ricci più volte citato. 
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Quindi dev'essere 


_ 0° _ Ma _ 80600 è; 
W.= a 60° = 101 cm 


dacuir = 5,05cem,d = 10 em. 


Esercizio 161. — Una sezione di un albero di trasmissione di 8,4 cm di dia- 
metro è soggetta a un momento torcente M, = 450 kgm, a un momento flettente 
M = 250 kgm e a uno sforzo normale di compressione N = 10 t. Calcolare le 
tensioni ideali massime. 

Soluzione. Nei punti estremi dell’asse di sollecitazione si ha 


o' | _— 10000, 25000 _ {+ 249 kg/emq 


o"f7 54 #82 \- 610» . 
In tutti i punti del contorno si ha inoltre 


45000 
Tmoe = 116,4 © 387 kg/cmq. 


Perciò nel punto più compresso risulta 


+ 427 kg/emq 
— 854 » + 


te) = — 0,35 - 610 + 0,65V/610% + 4 - 3872 i 
nid 


3 nel punto più teso 


Ogial _ 0,35 - 249 + 0,65V/249T 4 - 387 — di 610 1Eg/0ing 
Oria S 41 » 


Esercizio 162. — Una sezione della trave a T dell’esercizio 149 è sollecitata 
da M = 1400 kgm e 7 = 6500 kg. Calcolare le tensioni ideali alle estremità del- 
l’anima, 

Soluzione. Nei punti più lontani dall'asse neutro si ha 


My' _ 140000 - 8 
J 935 


, o! 


o 1198 kg/emq, q= 0. 


Sull’asse neutro si ha (es. 149) Tmax = 757 kg/emq, cui corrispondono le ten- 


sioni ideali oz;a = — Oyia = 1,3 + 757 = 984 kg/cmq. 
All’estremità dell'anima, nella zona tesa, si ha 
7,05 E 
o = 1198 =ge@ = 1056 kg/emq, t= 584 kg/emq ; 


© quindi 


{+ 1393 kg/emq 


Uzial _ a tj 
} 0,35 - 1056 + 0,65 4/1056? + 4 + SETE. 654 je 


Onia 


Nella zona compressa si hanno gli stessi valori coi segni scambiati. 
Quindi alle estremità dell'anima le sollecitazioni superano o’ del 16,3 %. 
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188. Il lavoro di deformazione. 


a) Il lavoro di deformazione si calcola come somma dell’energio. 
potenziale elastica di ogni elemento di volume dV, in funzione delle 
tensioni 0, 0y, ty nell'intorno di ogni punto del sistema piano di 
tensioni. Tale energia per unità di volume è espressa da (nn. 121 e 174, 
nota 10) 


dl 4 l 
dV = 3 (0282 + 0,84 + TauVay) 


Quindi l’energia totale è 


|a 


(213) I (0.8 + 0,6, + ta7a)4V; 
2) 


eppure, in funzione delle sole tensioni, 


(13) E=floe+omar- (coat + za/ 1 (7,4 
v si 
b) Nel caso particolare di una trave soggetta alle quattro solle- 
citazioni N, M, 7, M, si può dedurre l’espressione del lavoro di defor- 
mazione dalla (213,), sostituendo a o, e a 7.y le loro espressioni in fun- 
zione di N, M, T, M.,e ponendo o, = 0. Più semplicemente, si ottiene 
L sommando i lavori delle sollecitazioni semplici; quindi si ha 


N°îds  (M®ds | T*ds Mds 
be fara +] +] SEI + a3G4 +/0207,. 
l l 


(213») 


Se la flessione è deviata, si hanno le sei sollecitazioni N, M,, M,, 
TT, Tx Mi; per cui in luogo del secondo e del terzo termine risulta 


Jk: (ai Teàs f Tds 
2BI,t125I,' JP364 + 4364: 


Come si è accennato fino dal n. 13, e come si preciserà nel Cap. XVI, per il 
lavoro L di deformazione non vale, in generale, il principio della sovrapposizione 
degli effetti. Ciò si può dedurre dal fatto che L non è funzione lineare omogenea 
delle forze, ma è funzione quadratica di queste; tuttavia risulta più evidente 
dall'esame diretto: Consideriamo, ad es., una barra rettilinea, tesa da una forza 
P = P,+ P., e indichiamo con è, e è, gli allungamenti prodotti da P, e da P., 
agenti separatamente. Per determinare L, pensiamo di applicare prima P, e di 
aggiungere poi P.,. La P, compie un lavoro L, = P,6d,/2; la P. aggiunta compie 
lo stesso lavoro L, = P.d./2 che compirebbe se non fosse già applicata la P, 
{perchè provoca un ulteriore allungamento ò, uguale a quello che provocherebbe 
se fosse sola); infine, durante l’applicazione di P., la P; già agente compie un 
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lavoro L,,° = P,d,, per effetto dello spostamento d,. Perciò si ha L= L, + 
+ IL, + L,;3, essendo L,,, (lavoro mutuo o indiretto) il lavoro compiuto dalla P, 
già agente, durante l’applicazione di P,. Se si pensa di invertire l'ordine di ap- 
plicazione delle forze, risulta L = L, + L1+ La,,, essendo L,,, il lavoro indi- 
retto compiuto dalla P, già agente, durante l’applicazione di P,. (Osserviamo 
che L,,° = La, come dimostreremo in generale nel Cap. XVI). 

Ciò nonostante, nel nostro caso non si hanno lavori mutui, perchè ognuna 
delle quattro sollecitazioni N, M, 7, M, provoca una deformazione del tronco ds 
della trave che non fa compiere lavoro alle altre tre. Infatti, ad es. M, fa ruo- 
tare la sezione intorno all’asse geometrico della trave, senza spostamenti nelle 
direzioni di N e di 7 e senza rotazioni nel piano di M. 


Esercizio 163. — Una trave a mensola di sezione rettangolare costante è s0g- 
getta a una forza P applicata nell’estremo libero, inclinata di 45° con l’asse della 
trave e contenuta in uno dei due piani mediani. Calcolare il lavoro di deformazione. 

Soluzione. La forza P inclinata equivale a una forza P/V2 assiale e a una 
forza P/V/2 normale all'asse; per cui in una sezione generica distante x dall’estre- 
mo libero si hanno le sollecitazioni 


Na Pi (costante), = Pia (costante) , Ma C# v. 
V3 vV2 vV2 
I corrispondenti lavori di deformazione valgono 
Ty El ray ay PI 
NT EAT 4BA” TT 42G4A 7 164” 

l l 
"ada _ P"I2 (san PP 

3 2EI ser 1253 ° 

ò 


Quindi il lavoro totale risulta 


E 2 2 
L= Im +Lr+ Ly =Lu|1+3x(#) +3(0)]: 
ossia, per y = 1,2 ed E/G = 2,6, 


2 2 
L= 1m|1+9,36(£) +3(6)]- 
Per 1/0 = 50, cui corrisponde 7 = 14,5 f, Lr vale circa 0,37 % di Ly, ed Ly 
vale 0,12 % di Ly; per cui Lr ed Ly sono trascurabili rispetto a Ly . Per 1/0 = 10 
(trave eccezionalmente corta, avente Z= 2,89 %), Lr è minore del 10% 
di Ly, ed Ly è il 3 % di Ly. Risulterebbe Lr = Ly se fosse 7/o = 3,06, ossia 
1= 0,885 h. Si noti però che per le travi di lunghezza paragonabile all’altezza 
non è applicabile il principio di Saint-Venant, e quindi non sono più validi i 
risultati trovati nei capitoli VI e VIII (v. anche il n. 203 c). 
In generale (v. Cap. XVI) i lavori di deformazione Lr ed Ly sono trascu- 
rabili rispetto a Ly nella travi snelle, cioè di lunghezza considerevole rispetto 
alle dimensioni della sezione (ciò che corrisponde alla maggior parte dei casi). 
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189. Bibliografia. 


Una trattazione estesa dei vari casi di sollecitazioni composte, con la ricerca 
delle linee isostatiche e delle loro proprietà, si trova nel volume di C. L. Rrccr: 
Meccanica applicata alle costruzioni. Napoli, Edit. Politecnica, 1942. Si può vedere 
con profitto anche il Cap. IX del primo volume dell’opera già citata di G. Co- 
LONNETTI: La Statica delle costruzioni. 

Per lo studio matematico e sperimentale delle isostatiche, nonchè delle ten- 
sioni locali prodotte dall'azione di carichi concentrati sulle travi, si consulti il 
volume di A. Miura: Spannungskurven in rechteckigen und keilformigen Trigern, 
Berlino, Springer, 1928; e il Cap. V del volume già citato (n. 123) di CoKER e 
FrLon: A treatise on Photo-elasticity. 

Per la conica delle direzioni e per l’ellisse delle tensioni (la prima delle quali 
dà la direzione della tensione totale o agente sopra un elemento superficiale avente 
una data giacitura, mentre la seconda dà la grandezza di 9), si veda il Cap. XXI, 
nel quale la questione è studiata anche nello spazio in modo generale. 


uh 


CaprtoLO X. 


LE TRAVI INFLESSE 


A) LE SOLLECITAZIONI ESTERNE. 


190. Flessione e taglio. 


Si hanno le sollecitazioni di flessione e taglio nelle travi rettilinee 
soggette a forze normali all’asse della trave e che incontrano l’asse 
stesso. Generalmente tutte le forze sono in un piano che passa per 
l’asse (piano di sollecitazione) e che contiene spesso uno degli assi prin- 
cipali d’inerzia delle sezioni della trave (flessione retta). Di solito l’asse 
della trave è orizzontale e le forze (pesi) sono verticali. 

In una sezione generica $ lo sforzo di taglio 7 è dato (n. 11) dalla 
somma algebrica delle forze esterne che precedono oppure che seguono 
la sezione, comprese le reazioni dei vincoli. Ricordiamo (n. 165) che 
il taglio in $ si considera positivo se la parte di trave che precede $ 
tende ad alzarsi rispetto alla parte che segue; per cui se si calcola 7° 
mediante le forze che precedono $, si computano positive quelle rivolte 
verso l’alto e negative quelle verso il basso, e viceversa se si calcola 
mediante le forze che seguono $. 

Il momento flettente M nella sezione $8 è dato (n. 11) dalla somma 
algebrica dei momenti delle stesse forze rispetto al baricentro di $. 
Si considera M positivo (n. 124) se incurva la trave con la concavità 
in alto, ossia se risultano compresse le fibre superiori e tese le inferiori; 
per cui se si calcola M mediante le forze che precedono $, si compu- 
tano positivi i momenti destrogiri e 
negativi quelli sinistrogiri, e viceversa 
se si calcola mediante le forze che se- 
guono $. 


Esercizio 164. — La trave della fig. 242 
è soggetta a due carichi concentrati P, = 
= 800 kg, P,= 600 kg e a un carico parziale uniformemente ripartito 
g= 400 kg/m. Si suppongono già calcolate le reazioni dei vincoli, che valgono 
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A = 690 kg, B= 1910 kg, M, = — is30 kgni:. Calcolare 7 ed M nella se- 
zione S. 
Soluzione. Se si calcola mediante le forze a sinistra di S, si ottiene 


T = 690— 800 — 400 - 1,2 590 kg, 


9 
M = 690 - 3,2 — 800 - 1,8— 460 - 1,2 Li + 480 kgm; 


© se si calcola mediante le forze a destra di S 


IN 1910 + 600 + 400 - 1,8 590 kg, 
M 1830 + 1910 - 1,8 — 600 - 0.8 — 4009 - rig dò = + 480 koem. 
Valutando invece la lunghezza in centimetri (g = 4 kg/em, , = — 183000 


kgem), si ha 

{ = 690 — 800— 4 - 120 590 kg, 
120 
2 


M = 690 - 320 — 800 - 180 — 4 - 120 


+ 48000 kgem. 


Esercizio 165. — Determinare i diagrammi dello sforzo di taglio e del mo- 
mento flettente d una trave appoggiata agli estremi e soggetta a un carico P 
concentrato in un punto C (fig. 243). 

Soluzione. Nelle sezioni del tratto AC il taglio è 
A=PT P_B=P% costante e uguale alla reazione A; nelle sezioni del 
tratto CB è pure costante e uguale ad A — P, ossia 
è uguale alla reazione B cambiata di segno (n. 190). 

i i In una sezione S del tratto 40 il momento flet- 
A * È tente è dato da Ax; mentre in una sezione $, del 
peo tratto CB è uguale alla somma algebrica dei momenti 


i GrT Re pi di A e di P rispetto a $,, o più semplicemente è dato 
ì i da Bxr'. Quindi risultano due espressioni lineari, valide 
A rispettivamente per le sezioni a sinistra e a destra 
diag.M di P: 
Fig. 243, (a), (6) Ms= Pia bi Ms, = Se v'. 


Nella figura sono rappresentati mediante diagrammi i valori di 7 e di M in 
tutte le sezioni della trave. 
Per il punto 0 sono valide entrambe le espressioni (a) e (d), e risulta 


(214) Mc = te A 


Se P è nel punto di mezzo della trave, si ha, 


(215) Mot. 
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Esercizio 166. — Trave soggetta a più carichi concentrati. 

Soluzione. Nel caso di più carichi P,, P.... P, distanti a, e di, 4, © da... dn 
e 5, dagli appoggi A e B (fig. 244), il momento fiettente in una sezione $ è 
dato dal momento Ax della reazione 4, essendo A = ZPb/l, meno i momenti 
dei carichi che precedono S. 

Si possono invece sommare gli effetti, impiegando la (b) dell’esercizio 165 per 
i carichi a sinistra di S e la (4) per quelli a destra. Si ottiene così 


v' x 


(CRI B 
(216) Ms=TZPa+ FEDI. 


La trave sia lunga m 4,00 e agiscano tre carichi P, = 320 kg, Pa = 560 kg, 
P,= 440 kg, distanti dagli appoggi a, = 1,00 m, è, = 3,00 m, ag = 1,80 m, 


Fig. 244. Fig. 245. 


ba = 2,20 m, ag = 3,10 m, b3 = 0,90 m. Le distanze di S degli appoggi siano 
x = 2,50 m, 2 = 1,50 m. 
Procedendo nel primo modo, si trova A = 647 kg; quindi risulta 


Ms = 647 - 2,50 — 320 - 1,50 — 560 - 0,70 = 745,5 kgm. 


Nel secondo modo risulta ancora 


1,50 2,50 w 
Ms = #00 (820 + 1,00+ 560 + 1,80) + 7go 440 - 0,90 = 746,5 kgm. 


Esercizio 167. — Una trave di ferro a 7 N 14, lunga m 4, è appoggiata agli 
estremi. Calcolare la lunghezza c del tratto centrale (fig. 245) che si può sovrac- 


caricare con un carico ripartito di 800 kg/m. 
Soluzione. Trascurando il peso proprio della trave, il momento flettente mas- 


simo (in mezzaria) risulta 


Si deve avere 


da cui 
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Nel nostro caso si ha W = 81,9 cmî e g = 8 kg/cm. Se si assume % = 1200 
kg/emq, si ottiene 


c< 151,6 cm, Q=qe= 1212,8 kg. 


Esercizio 168. — Una trave lunga 10 m è percorsa da un rullo compressore, 
avente gli assi pesanti P, = 12 t e P,= 81, distanti fra loro 3 m (fig. 246). De- 
terminare la posizione del rullo per cui si ha il massimo momento flettente, 
e il valore di questo. 

Soluzione. Nel caso di carichi concentrati, il 
diagramma M ha andamento poligonale (n. 198a); 
quindi il massimo M si verifica sempre sotto 
uno dei carichi. Perciò nel nostro caso, dovun- 

Fig. 246. que si ponga il rullo, il massimo M si ha sotto 

uno dei due carichi, e presumibilmente sotto il 

carico maggiore P,. Spostando il rullo, tale massimo varia; dobbiamo trovare 

per quale posizione questo massimo assume il maggior valore possibile, ossia 
diventa massimo assoluto. 

Supponiamo che il carico maggiore P, sia a sinistra di P,. Indicando con e 
la distanza variabile della risultante R dal punto di mezzo o della trave e con 
d la distanza costante di R da P,, la reazione A vale 


3-9) 
=-q_- 


L ; 


4 
Quindi il momento flettente sotto P,, espresso in funzione del parametro e, risulta 


M= An (1 (+e d). 


Uguagliando a zero la derivata dM/de, risulta e = d/2. Perciò il momento 
flettente risulta massimo quando il punto di mezzo o della trave è anche punto di 
mezzo della distanza d di R da P.. 

Sostituendo c = d/2 nell’espressione di M, si ottiene 


RI—- dè 


Mnas = 7 


Coi dati numerici del problema, si ha d = 1,20 m, e quindi risulta 


eva Li 
Man = POI 190 _ 8919 tm; 


massimo che si verifica in una delle due sezioni distanti m. 0,60 dal centro della 
trave (a sinistra o a destra di 0, secondo che P, è a sinistra o a destra di P,). 

Si trova lo stesso risultato e = d/2 anche nel caso di un gruppo qualunque 
di carichi che si muovano insieme, essendo d la distanza della risultante R dal 


| pre 
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earico P sotto il quale si calcola M. La ricerca va ripetuta per qualcuno dei cari- 
chi P più prossimi a E, fino a trovare il maggior valore possibile di Mme 

Se si tiene conto anche del peso proprio della trave, di valore unitario g, si 
trova (Cap. XVIII, B) 


P 


R 
— sR+ gl: 


Esercizio 169. — A un albero verticale 00, ruotante con velocità angolare @, 
è fissata un’asta prismatica e omogenea AB che forma l’angolo « con l’albero 
(fig. 247). Calcolare il momento flettente nella sezione d’attacco B. 

Soluzione. Se q è il peso dell’asta per unità di lunghezza, un elemento de 
distante x da B è soggetto al peso gq dx, che produce in 
B un momento flettente — q dx - x sen a, e alla forza cen- 
trifuga f. = (4/g)de - @* - # sen a, che produce in B un 
momento — (4/9) de - @*x sen a - x cos a. Perciò il momento 
flettente totale in B è 


l l 


L n È 
M=- qsena |a da — SE [at da = 
dò ò 
ql? sen “( 201 cos 9) 
> (14 5 
39 


191. Osservazioni. 


a) Le sollecitazioni 7 ed M si calcolano sulla trave indeformata 
(n. 4), cioè senza tener conto dell’incurvamento, perchè esso altera in 
misura insignificante la giacitura verticale delle sezioni e le distanze 
di queste dalle forze (!). (Però in altri casi di sollecitazione questa 
semplificazione non è sempre lecita, come si vedrà nel Cap. XIII, B). 

b) Nel calcolare 7 ed M non si può sostituire a un gruppo di 
carichi la risultante, perchè si modificherebbero 7 ed M almeno in 
tutte le sezioni comprese fra il primo e l’ultimo carico del gruppo 
(n. 51). Tale sostituzione è lecita soltanto nel calcolo delle reazioni dei 
vincoli e limitatamente alle travi staticamente determinate. In questo 
caso, non cambiando le reazioni, restano immutati anche 7 ed M nelle 
sezioni esterne al gruppo di carichi; mentre se la trave è iperstatica, 
cambierebbero le reazioni (es. 249), e quindi anche 7° ed M in tutte 
le sezioni della trave. 


(1) Se le rotazioni 9 e gli abbassamenti n delle varie sezioni si considerano come infinite- 
simi del 1° ordine, la differenza fra un carico P e la sua proiezione P cos 9 su una sezione di. 
pende dall’infinitesimo del 2° ordine %*/2; e la distanza orizzontale del carico dal baricentro di 
una sezione varia pure di un infinitesimo del 2° ordine (n. 192 db). 
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c) Le travi di una certa importanza hanno gli appoggi muniti 
di cerniere fisse o di cerniere con carrello; le travi di dimensioni mo- 
deste si appoggiano invece direttamente sui muri. In questo caso la 
reazione di un appoggio non è concentrata, 
ma è ripartita sul tratto appoggiato (fig. 248); 
tuttavia, nel calcolare T ed M, si considera la 
risultante R di tale reazione, ciò che altera 7 
ed M soltanto in tale tratto. Per tener conto 
della distanza della R dallo spigolo del muro, 
e quindi dell'aumento che subisce il suo 
Fig. 248. braccio rispetto a tutte le sezioni della trave, 
si aumenta convenientemente la luce libera / 
della trave stessa. Così per le travi di cemento armato si considera 
una lunghezza teorica l, = l + 1/20 = 1,051. 


192. Le reazioni dei vincoli. 


a) Le travi inflesse possono essere vincolate mediante appoggi 
scorrevoli, appoggi fissi, incastri (fig. 33). La reazione di un appoggio 
scorrevole orizzontalmente è verticale; quella di un appoggio fisso passa 
per l’appoggio, quindi può avere una componente verticale e una oriz- 
zontale; infine un incastro può reagire con una componente verticale, 
una orizzontale e un momento d’incastro. 

La componente orizzontale in un appoggio fisso o in un incastro 
si può avere, pure essendo verticali i carichi, per il contrasto opposto 
dagli altri vincoli alle variazioni di lunghezza 
della trave per effetto termico; quindi essa 
manca se gli altri appoggi sono scorrevoli. 


b) Anche la flessione della trave, per la dif- 
ferenza di lunghezza fra l’asse deformato e la sna 
proiezione orizzontale, può provocare una com- 
ponente orizzontale delle reazioni. Se una trave 
a due appoggi ne ha uno scorrevole, gli appoggi 
si avvicinano liberamente e l’asse conserva la sua 
lunghezza (fig. 249 a). Se invece i due appoggi Fig. 249. 
sono fissi, o se la scorrevolezza è contrastata dal- 
l'attrito, gli appoggi non possono avvicinarsi liberamente; quindi l’asse si allunga 
e la trave risulta tesa. 

Tuttavia, nella maggior parte dei casi, nei quali la freccia f è molto piccola 
rispetto alla lunghezza } della trave, questa tensione si può trascurare. Infatti, 
anche supponendo le estremità vincolate a due cerniere fisse (fig. 249 Db), nel 
qual caso l’allungamento 4l della trave è uguale alla differenza fra l’arco e la 
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corda, si ba (®) 47= af?/l, essendo mediamente a = 2,5; perciò la dilatazione 
e la tensione lungo l’asse valgono 


em onlaas(4f, c-asa(4). 


Quindi, supponendo {/1= 1/1000, si ha nelle travi di ferro (E= 2,1 - 10° kg/emq) 
g= 5,25 kg/cmq, e nelle travi di legno (E = 10% kg/cmq) c = 0,25 kg/emq; va- 
lori che sono trascurabili rispetto alle o dovute alla flessione. 

Inoltre, osserviamo che l’allungamento dell’asse è piccolissimo, essendo molto 
più piccolo delle freccia: 


41=32,5 i;=257t tono f = 090257» 


100 


Se invece si esprime in funzione di 1, si ha 


4l= 2,5( i Ù si 2,5(10b0)” 0,00000251. 
Ad es., in una trave lunga 8 m risulta 47 = 0,00002 m, ossia due centesimi di 
millimetro. Basta perciò un cedimento anche piccolissimo dei vincoli, elastico 
o anelastico, per attenuare l’allungamento della trave e quindi anche la tensione 
suddetta. 

Nel caso di travi molto flessibili ({/Y assai maggiore di 1/1000), tale tensione, 
e quindi la componente orizzontale delle reazioni, può avere invece notevole 
importanza ed è necessario perciò tenerne conto (°). 


c) Ricordiamo (Cap. III, B e C) che le travi inflesse possono essere: 
1°) A mensola, cioè vincolate a un solo estremo, necessariamente con 
incastro: sono staticamente determinate. 2°) Vincolate ai due estremi: 
sono staticamente determinate se gli estremi sono appoggiati; una volta 
indeterminate se un estremo è appoggiato e l’altro è incastrato; due 
volte indeterminate se i due estremi sono incastrati. 3°) Appoggiate o 
incastrate in più di due punti: sono staticamente indeterminate. 


(®) Se n = n(x) è l'equazione cartesiana dell'asse geometrico deformato (Cap. X, C), si ha 
(n. 116 a) 


l 
AI= Sla) de 


Se si considera la deformata dell’asse prodotta da un carico concentrato in mezzaria (es. 198), 
o da un carico uniformemente ripartito (es. 187), oppure una deformata sinusoidale, o parabo- 
Jica, risulta rispettivamente a = 2,400 - 2,487 - 2,467 - 2,667. Nel caso di una bilatera a lati uguali 
si ha a=2. 

@) Per lo studio di queste travi v. F. TAKABEYA: Étude des pièces encastrées aur deux extré- 
mités par considération spéciale de la jorce longitudinale, Parigi, Béranger, 1926. 
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-193. Le pressioni sugli appoggi. 


Le travi di dimensioni modeste si appoggiano direttamente sui muri, oppure 
si interpone una lastra di pietra quando il peso è considerevole, per ripartirlo 
sopra una superficie maggiore di muro. La reazione si ripartisce sulla superficie 
d’appoggio con legge staticamente indeterminata, perchè dipendente dalle defor- 
mazioni della trave e dell'appoggio; ma è certamente più intensa verso il bordo 
interno. Per calcolare la pressione unitaria massima, si ammette che la ripar- 
tizione sia triangolare (fig. 250), per cui si ha 


A; 


(218) Omas = 27} 


dI 


essendo A la relazione, d e 4 la larghezza e la lunghezza del tratto appoggiato (*) 


A 
Li 

| naro 
red vi i 
b. {ata 
LA Ds H 
Fig. 250. Fig. 251. Fig. 252. 


Nel caso di un appoggio intermedio, si ammette la ripartizione indicata nella 
fig. 251; per cui la 0,maz è ancora data dalla (218). 

La reazione di un incastro agisce al disotto della trave in un primo tratto, 
e al disopra nel tratto estremo. Se si ammette che la ripartizione sia lineare e 
si considera il diagramma delle pressioni come risultante dei due dovuti alla 
reazione A e al momento M, (fig. 252), risulta 


4 Ms_2 Mi 
(219) Ome = 277+ 7 zi(4+37)- 


6 


(*) Per il calcolo più esatto della ripartizione della reazione si veda la parte VI, pagg. 173-208, 
del volume di K. HavASHI: Theorie des Tragers auf elastischer Unterlage, Berlino, Springer, 1921. 

Nella (219) il primo termine è 24/b), in armonia con la (218), se la A si considera agente a. 
distanza 2/3 dal lembo interno del muro; per cui M, è il momento d’incastro in tale punto, ossia 
calcolato assumendo come luce della trave , = + 2/3. Invece il primo termine è 4/0) se fo. 
4 si considera agente a metà di À; per cui M, si calcola assumendo 4, = l + 2-)/2. È facile ri- 
conoscere che le due espressioni sono equivalenti. 

Per il calcolo di appoggi muniti di cerniera, con o senza carrello, si veda A. KOLLMAR: Aufla- 
ger und Gelenke, Berlino, Ernst, 1919. 


== 
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194. Relazioni fra q, T, M. 


Consideriamo un tratto di una trave inflessa soggetto a un carico 
ripartito, definito dal valore unitario g in ogni punto. Le sollecita- 
zioni 7 ed M variano generalmente da sezione a sezione. Le quan- 
tità g, 7, M sono quindi funzioni dell’ascissa # della sezione. Queste 
tre funzioni sono legate dalle seguenti relazioni 
fondamentali. r 

Siano T ed M le sollecitazioni in una se- 
zione $ (fig. 253); T,=T+dT ed M,=M+dM 
quelle nella sezione S, distante de da 8; e q de 
il carico agente sul tronco dr. Le sollecitazioni 7° qda 
ed M nella S sono equivalenti alle forze esterne Fig. 253. 
che precedono la $; perciò, per calcolare 7, ed M, 
nella S, non occorre computare di nuovo tutte le forze a partire dal- 
l’inizio della trave, ma si possono sostituire le forze che precedono & 
con T ed M, come se la trave cominciasse in $. Si ottiene quindi 


T,=T+dT =T-qde 


ji ML AM ML 


da cui, trascurando l’infinitesimo di secondo ordine, si ha 
AaT=—-qdx, dM =Tdax. 
Risultano così le relazioni cercate 


dr dM 


(220), (221) ev Gt 


ossia la derivata dello sforzo di taglio cambiata di segno è uguale al carico 
unitario; la derivata del momento flettente è uguale allo sforzo di taglio. 
Si ha anche 
de M 
- 


195. Conseguenze. 

a) Dalle (220) e (221) si deduce che nei tratti scarichi (q = 0) 
T è costante ed M varia linearmente; mentre nei tratti soggetti a 
carichi ripartiti 7 ed M variano con leggi continue, rispettivamente 
di primo e di secondo grado se q è costante, di secondo e di terzo grado 
se g varia linearmente, ecc.. 
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b) Dalla (221) si deduce inoltre che se in un tratto è 7 = 0, 
M è costante; e viceversa, se M è costante in un tratto, si ha 7 = 0. 
Se 7 è diverso da zero, M esiste ed è variabile; quindi può annullarsi 
in qualche sezione, ma non in un tratto di lunghezza finita; da ciò 
segue che 7° è sempre accompagnato da M, cioè che la sollecitazione 
di solo taglio è possibile soltanto in qualche sezione isolata (n. 165). 

c) Infine, dalla (221) si deduce che nelle sezioni in cui lo sforzo di 
taglio si annulla, diventa massimo il momento flettente (non minimo, 
perchè, per la (222), la derivata seconda di M è negativa). 

d) Quando non agiscono carichi concentrati, oppure in ogni tratto 
compreso fra due carichi concentrati, si possono calcolare T ed M 
mediante le seguenti espressioni, dedotte dalle (220) e (221): 


(223), (224) r=-[qar+0,, M=|Tax+0C, 


dove le costanti €, e €, si determinano 
‘2 conoscendo le condizioni iniziali. Però di 
solito è preferibile calcolare 7 ed M in una 
data sezione, oppure scrivere le espressioni 
correnti di 7 e di M per tutte le sezioni della 
trave, applicando le loro definizioni (n. 190). 


Esercizio 170. — Trave appoggiata agli estremi 
e caricata uniformemente (fig. 254 a). 

Soluzione. Il carico unitario g è costante, quin- 
di per la (223) si ha 


T=-|[qdr+0, qu+ 04, 


Fig. 254. 


dove C, è uguale al valore di 7 per x = 0, ossia alla reazione A = ql/2; quindi 
risulta 


T=-g045. 


Inoltre per la (224) si ha 


2 
M (— qr+ L) da 4 Ca CEE di, + 02, 
Il 3 D 


Applicando invece le definizioni di 7 e di M, si ottiene direttamente per una 
sezione generica S 


CRE Arre D'LAi I ; 
T=53 Go, M 9-3 Dino 
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Se si indica con 2' = 1— x la distanza della sezione generica S dall’appog- 
gio B, si può anche scrivere 


(225) rr en 


La variazione di 7' è lineare e quella di M è pa- 
rabolica (fig. 254 b, c). Il taglio si annulla nel punto 
di mezzo (x, = 1/2); quindi il momento flettente 
risulta massimo nello stesso punto: 


lhi 1 
(226) Mna= L=. 
Esercizio 171. — Trave appoggiata agli estremi Fig. 255. 


e soggetta a un carico triangolare (fig. 255). 
Soluzione. Se Qmax è il carico unitario massimo per x = 1, il valore generico 
q all’ascissa © è d = Qmazt/l; quindi per la (223) si ottiene 


T famo A+ 0, Ines 284 01, 


dove C, è il valore di 7 per x = 0, che è la reazione A = Q/3. 
Inoltre per la (224) si ha 


= [(_ tmar za Q — _ mae z9 1 Q 
x=|( nos at 4 Ddr + 0,= — Tita + dr Ca, 
dove C, è il valore di M per x = 0, che è nullo. 

Applicando invece le definizioni di 7 e di J e osservando che, 30 @ = dmail/2 
è il carico totale, quello che precede una sezione S di ascissa 2 vale Qx*/l?, e che 
la sua risultante dista /3 da $, si ottiene direttamente 


r-Q2_2%0 
sega 

Q La E 2 La. 
M 3% n 3 3% 3e2i 


in accordo coi risultati precedenti. 
Il massimo M si ha in un punto di ascissa x,, nel quale si annulla 7. 


po 2_ La ; ua i 
T=3 pr= 0 da cui Sr TA 
quindi risulta 
/3 
(227) Max pi gu = 0,1283501 = 1,0264 £, 


che è 1 aggiore del 2,64 % di Mas prodotto dallo stesso carico @ uniforme. 
Nel punto di mezzo della trave si ha My, = 91/8, come nel caso del carico 
uniforme; com'era facile prevedere, pensando che se si ribalta la metà di @ 


284 CAPITOLO DECIMO 


(ottenuta dimezzando tutte le ordinate del diagramma di carico) intorno alla 
verticale per la mezzaria, M,;, rimane immutato (per ragione di simmetria), 
mentre Q diventa uniforme. 


A 


Esercizio 172. — Una paratoia è costituita da tavoloni di 
legno verticali lunghi 2,50 m, larghi 0,40 m, appoggiati alle estre- 
mità A e B (fig. 256). Nel punto B l’acqua ha un battente 
di m 2,10 e un controbattente di m 0,90. Calcolare M,a, in 
un tavolone e determinare lo spessore s necessario. 

Soluzione. Nella figura è rappresentato il diagramma di 
carico. La reazione A risulta 


120-040 
ai 


e 8 


__l (480 sl È q DS E 
A TA 5 1,20 + 1,30+ 480 + 0,90 0,45) = 227,5kg. 
R Lo sforzo di taglio in una sezione $ del tratto CD è dato da 
Fig. 256. T= 227,5- lago” 040 0,40) = 195,54 1607 — 20028, 


2 1,20 


che si annulla per x = 1,4665 m. Perciò il massimo momento flettente si veri- 
fica in tale tratto, e risulta 


1,0665 1,0665 
1,20 1,0665 3 


Mas = 227,5 + 1,4665 3 480 252,76 kgm. 
Il modulo di resistenza della sezione di un tavolone è W = 40s°/6. Assun- 
mendo il carico di sicurezza di 60 kg/cmq, si deve avere 
408° _ 25276 


63 60° da cui s= 8 em. 


Esercizio 178. — Determinare la posizione e il valore del massimo momento 
fiettente positivo nella trave della fig. 257. 
Soluzione. La reazione dell’appoggio B è 


1 
B= Ga al n a) dea). 


Fig. 257. 


In una sezione S distante x’ da B si ha 
T=-_- B+gqge', che si annulla per x' = B/g= (2— a?)/21. Sostituendo nei- 
l’espressione corrente M = Bx' — qr'2/2, risulta 


B: 


an Me 2 a) 
Mme = 3g = spl! af, 


[e 
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196. I diagrammi delle sollecitazioni 7° ed M. 


Lo sforzo di taglio e il momento flettente in tutte le sezioni di una 
trave si rappresentano mediante diagrammi, che si ottengono in di- 
versi modi. 

a) Se si conoscono le espressioni analitiche di 7 e di M in fun- 
zione dell’ascissa 2, si calcolano i valori in un numero sufficiente di 
sezioni e si portano come ordinate a partire da un’orizzontale, dopo 
avere fissate una scala delle forze per il diagramma 7 e una scala dei 
momenti per il diagramma M (ad es., 1 cem=50 kg e 1 cem=1000 kgem). 
Secondo la convenzione più usata, nel diagramma 7 si portano le ordi- 
nate positive verso l’alto e nel diagramma M le ordinate positive 
verso il basso. 

b) La relazione (222) è dello stesso tipo della (4), cioè dell’equa- 
zione delle curve funicolari: 


deM d°y q 
de TT deTCTH) 


e se H = 1, le due equazioni sono identiche, e quindi si ha M = g. 
Perciò il diagramma del momento flettente coincide con la funicolare del 
carico, tracciata con distanza polare H =1. Se invece si traccia la 
funicolare con distanza polare H qualsiasi, basta scrivere la (4) nella 
forma d*(Hy)/dx® = — q, per riconoscere che si ha M = Hy; ossia che 
si ottiene il diagramma M a meno del fattore H. Si può leggere l’or- 
dinata y come lunghezza nella scala del disegno e H nella scala delle 
forze, o viceversa (n. 31). 

L’equazione differenziale di secondo ordine (4) determina y a meno 
di una funzione lineare arbitraria me + n (n. 28 db); per cui rimane 
arbitraria la retta di riferimento della funicolare, cioè del diagramma M. 
Ciò consente di scegliere tale retta in modo da tener conto delle con- 
dizioni di vincolo agli estremi della trave; cioè in modo che in corri- 
spondenza di un estremo libero, oppure appoggiato, l’ordinata sia nulla 
e in corrispondenza di un estremo incastrato sia uguale al momento 
d’incastro (n. 199 c). 


197. Caso dei carichi concentrati. 


Se i carichi sono concentrati, cadono in difetto entrambe le equa- 
zioni (222) e (4); ma si può giungere alla stessa conclusione del 
n. 196 b), ricordando la proprietà dei poligoni funicolari dimostrata 
nei nn. 31 e 32. 
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a) Travi a mensola. Il diagramma M si ottiene collegando i ca- 
richi di un poligono funicolare (fig. 258 c) e riferendoli al suo primo 
lato A,B.. Infatti, l’ordinata generica y (letta nella scala delle lun- 
ghezze o delle forze) moltiplicata per la distanza polare H (letta nella 
scala delle forze o delle lunghezze) dà il momento delle forze a sinistra 
della verticale di S rispetto alla verticale stessa, cioè il momento flet- 


Fig. 258. Fig. 259. 


tente nella sezione $. Se si assume il polo O sull’orizzontale per l’ori- 
gine 0 del poligono delle forze, la retta di riferimento A4,B, risulta 
orizzontale. 

Il diagramma 7 si ottiene tracciando l’orizzontale AB; per 0 (retta 
di riferimento) e le orizzontali per 1, 2, 3 ..., limitate fra le succes- 
sive verticali dei carichi (fig. 258 b). Infatti, l’ordinata generica, letta 
nella scala delle forze, è la somma delle forze a sinistra di $, cioè lo 
sforzo di taglio in S. 

Db) Travi appoggiate agli estremi. Il diagramma M si ottiene col- 
legando i carichi con un poligono funicolare di polo O (fig. 259 c) e 
riferendolo alla retta A4,B, che congiunge i punti d’incontro dei lati 
estremi con le verticali degli appoggi (*). Infatti, la parallela per O alla 
A,B, determina (n. 60 e) un punto 5 tale che 4-5 e 3-6 sono le rea- 
zioni B e A degli appoggi; per cui, considerando le forze agenti sulla 
irave nell’ordine A, P,, P., Pa, Pi, B, la retta A,B, è il primo e 
l’ultimo lato del poligono, e il segmento y letto fra il primo lato e un 
lato generico è il momento (a meno del fattore H) delle forze a sinistra 


(5) La funicolare dei carichi si può costruire convessa 0 concava verso il basso, secondo che 
si assume il polo a destra o a sinistra della retta delle forze. Ma se si pensa materializzata me- 
diante una fune, essa risulta convessa verso il basso. D'altra parte, il momento flettente nella 
trave appoggiata è positivo. A questo motivo è dovuta la convenzione di portare nel dia- 
gramma M le ordinate positive verso il basso. 
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della sezione generica S rispetto a S. Se si vuole il diagramma M rife- 
rito a un’orizzontale, si costruisce un nuovo poligono funicolare con polo 
0' posto sull’orizzontale per il punto 5; oppure si leggono le ordinate 
y del poligono sotto i carichi e si riportano da un’orizzontale. 

Il diagramma 7 si ottiene tracciando l’orizzontale AB, per 5 (retta 
di riferimento) e le orizzontali per 0, 1, 2, 3..., limitate fra le suc- 
cessive verticali dei carichi (fig. 259 b); poichè in tal modo l’ordinata 
generica è appunto la somma algebrica della reazione A e dei carichi 
a sinistra di $S. 


198. Osservazioni. 


a) Pertanto, qualunque siano i carichi (ripartiti o concentrati), 
si può ottenere il diagramma M collegandoli con una funicolare. Se 


' 
ci} 
—_ ey 
r 


î 
m ' 


== in 


Fig. 260. Fig. 261. 


sono ripartiti (cioè equivalenti a carichi infinitesimali q dw infinitamente 
vicini), la funicolare cambia direzione con continuità e risulta curva 
(in accordo col n. 195 a). Se sono concentrati, risulta un poligono coi 
vertici sotto i carichi. Se agiscono carichi ripartiti e concentrati, sotto 
ognuno di questi ultimi la funicolare curvilinea cambia bruscamente 
direzione, cioè presenta una cuspide. Si ha una brusca variazione del- 
l’ordinata, solo se in un punto della trave agisce una coppia esterna. 

b) Se al carico ripartito su di un tratto finito c (fig. 260) si sosti- 
tuisce la risultante r, sotto di esso la funicolare curvilinea si trasforma 
in una bilatera, che si ottiene mandando le tangenti alla curva nei 
punti estremi m, n del tratto stesso. Infatti, essendo la trave isostatica, 
restano immutate le reazioni e quindi anche le sollecitazioni M e T 
in tutto il resto della trave; perciò la bilatera ha in comune con la 
curva le ordinate nei punti m, n e anche le inclinazioni (poichè l’incli- 
nazione d4M/dr in un punto del diagramma M è uguale a 7). 

Ad es., se si sostituisce il carico gl della trave della fig. 254 con un carico 
P= ql concentrato in mezzaria, il diagramma parabolico di ordinata mas- 
sima g7*/8 si trasforma nella bilatera tangente agli estremi, di ordinata mas- 
sima doppia Pl/4. 
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c) Similmente, se a un gruppo di carichi concentrati P., Ps, Pi, Ps 
(fig. 261) si sostituisce la risultante r», 3, <, 3, il nuovo diagramma M si 
ottiene prolungando i lati del poligono funicolare comprendenti il pri- 
mo e l’ultimo carico del gruppo. 

d) Per costruire graficamente il diagramma M nel caso di un 
carico ripartito, si decompone questo in tante porzioni q Ax che si 
sostituiscono con le risultanti. Si ottiene così un poligono funicolare 
circoscritto alla vera funicolare curvilinea, tangente a essa sotto gli 
estremi dei tratti 4x e quindi anche sotto gli estremi della trave. 

e) Se la trave è appoggiata, nei tre casi b), c), d), il momento M 
risulta un poco aumentato nel tratto nel quale si è fatta la sostituzione. 

7) Quando si disegna il diagramma M conoscendo i valori di M in diversi 
punti (n. 196 a), si assume una scala dei momenti (ad es. 1 cem= 1000 kgem). 
Quando invece si ottiene il diagramma M come funicolare del carico, si leggono 
le ordinate come lunghezze nella scala del disegno (ad es. 1:25, cioè 1 cm= 
= 25 em) e si moltiplicano per la distanza polare H letta nella scala delle forze 
(ad es. H = 500 kg). È utile notare che i due modi di lettura non differiscono 

sostanzialmente. Infatti, nel secondo caso, 

1 em letto nel diagramma rappresenta la 

P P_B lunghezza di 25 cm, e diventa 12500 kgem 

- , quando si moltiplica per H = 500 kg; 

Ci Gi 0a î quindi è come se si fosse assunta una 

scala dei momenti 1 cm= 12500 kgem = 

= 125 kgm. Per contro, nel primo caso, 

in cui si è assunta la scala dei momenti 

di 1 cm= 1000 kgem, se la scala del 

disegno è 1:10 si possono anche leggere 

le ordinate come lunghezze, considerando 

cioè 1 em come 10 cm di lunghezza, e 

moltiplicarle per una distanza polare fit- 
tizia H = 100 kg. 


Fig. 262. Esercizio 174. — Una trave appoggiata 

agli estremi, lunga m 4,80, è soggetta a 

tre carichi uguali P = 750 kg equidistanti fra loro e dagli appoggi (fig. 262). 
Disegnare i diagrammi 7 ed M. 

Soluzione. Le reazioni risultano A = B = 1125 kg.; quindi il taglio nei 
tratti A0,, C,0,, C303, C3B vale T, = 1125 kg, T, = 375kg, T3g= — 375 kg, 
T,=—1125 kg; e il momento flettente nei punti 0,, C,, Cs vale M,=1125 - 1,20= 
= 1350 kgm, M, = 1125 - 2,40 — 750 - 1,20 = 1800 kgm, M; = 1350 kgm. Nella 
figura (scala 1:100) sono disegnati il diagramma 7 nella scala delle forze 
1 em= 1000 kg e il diagramma M nella scala dei momenti 1 em= 2000 kgm = 
= 200000 kgem. 

Si è anche indicata la costruzione del diagramma M come funicolare dei 
carichi, tracciata con H = 2000 kg. L’ordinata sotto 0, risulta 0,9 cm, ossia 
y = 0,90 min scala 1: 100; per cui si ha M,= Hy = 2000 kg - 0,90 m=1800 kgm. 
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Esercizio 175. — Determinare i diagrammi 7 ed M per la trave della fig. 263. 
Soluzione. Le reazioni si ottengono uguagliando a zero i momenti di tutte 
le forze rispetto ai punti B e A: 


Al- P.(a+1)+Pb=0, dacui 4 Pi@tD_ PA, 


—BI-Pa4 P,+)=0, » è B= RStAMtO, 
Nei tratti a, !, d il taglio vale rispettivamente 7 = — P, T=—P,+4, 
ue, Pi, 
Il diagramma M si può tracciare anche senza calcolare le reazioni A e B, 
perchè nelle sezioni sugli appoggi si ha M,= — P,a, M, = — Pb; alle estre- 
R Pr, 
A B 
lari + M M 


N E = 


Fig. 263. Fig. 264. Fig 265. 


mità degli sbalzi si ha M = 0; e nei tratti scarichi a, 1, b il momento M varia 
linearmente. 


Esereizio 176. — In un punto € della trave AB appoggiata agli estremi agisce 
una coppia di momento M (fig. 264). Determinare le reazioni e i valori di 7 e di 
M in ogni punto. 

Soluzione. Le reazioni devono costituire una coppia di momento uguale e 
contrario a M; perciò 
Al=- M, da cui A=--B=_d. 

Il taglio è costante lungo tutta la trave e vale 7T= A = — MI. 

Il momento flettente è nullo in A e varia linearmente da A a C. Immediata- 
mente prima di CO esso vale Aa = — Ma/l. Nel punto C aumenta bruscamente 
di M, e subito dopo C diventa — Ma/l+ M = Mb/l. Quindi diminuisce linear- 
mente, fino ad annullarsi in B, con andamento parallelo a quello del primo tratto. 


Esercizio 177. — Determinare il luogo e il valore di Mme nella trave della 


fig. 265 a). 
Soluzione. La reazione A vale 
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Il momento flettente diventa massimo nel punto di ascissa x, nel quale si 
annulla il taglio: 


T=A-qgx=0, da cui n= = 4(-4)+E. 


Tale punto è nel tratto AC (fig. 265 b) se 2, < 4, ossia se ga? > 2Pb; nel qual 
caso, sostituendo x, 2 x nell’espressione corrente M = Ax — gr?/2, risulta 
A? 
(228) Max = x 


Se invece w > 4, Mmax è nel punto C (fig. 265 c) e risulta 


qa? a Pab _qa® _ qga*b  Pab 
Hro=T(- + TAI 
Il diagramma M è costituito da una parabola nel tratto AC e da una retta 
nel tratto CB, che formano (n. 198 a) una cuspide in 0. Se P = 0, la retta è tan- 
gente alla parabola in 0; quindi M è massimo in 
un punto a sinistra di C, ed è dato dalla (228). 


Esercizio 178. — Il portale ACDB, vincolato come 
nella fig. 266, è costituito da tre travi solidali in O 
e in D ed è soggetto a una forza P orizzontale. Deter- 
minare il diagramma M. 

Soluzione. La reazione in A ha una componente 


Va Vi orizzontale H = P. Le reazioni verticali non sono ne- 
Fig. 266. cessarie per calcolare M (esse risulterebbero — V, = 
= V, = Pall). 


Il momento flettente varia linearmente da A 
ad E, dove diventa Ha = Pa; quindi rimane 
costante nel tratto EC. Esso è nullo nel pie- 
dritto BD. Nella trave CD varia linearmente 
da Pain Ca zero in D. 


Esercizio 179. — La trave della fig. 267 a) è 
costituita da due travi legate fra loro in 0 e in D 
ed è caricata uniformemente. Determinare i dia- 


grammi M per ciascuna trave. To D: 
Soluzione. Il diagramma M per l’intera trave % DI 

è una parabola di ordinata massima gl*/8 (es. 170). bs 

Tale diagramma interessa soltanto la trave AD Fig. 267. 


nel tratto AC e soltanto la trave CB nel 
tratto DB. Il tratto CD della trave sottostante CB è scarico, quindi in esso M 
varia linearmente ed è nullo in C; perciò la retta cd (fig. 267 b) separa il dia- 
gramma M nei due diagrammi acd e cdb richiesti. 

Se invece la trave AD fosse al disotto della trave CB, i diagrammi sareb- 
pero ac'd' e c'd'b. 
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Non è dunque necessario determinare le reazioni mutue. Se esse fossero 
richieste, basterebbe scrivere le equazioni di equilibrio delle due travi separate 
e soggette al carico e alle reazioni (fig. 267 c). Più rapidamente, conoscendo il 
momento fiettente M,= d'd in D, si ricava C = Mile; quindi si ha anche 
D=B+C-q. 


5A) 

199. Le travi incastrate. G pa Uli 
a) Consideriamo da prima una trave Mi__+__W 

appoggiata e soggetta soltanto a due cop- 

pie M, ed M,, che supponiamo positive & 5 2) 


(fig. 268 a), cioè tali da produrre momenti Mi i Mi 
flettenti positivi. In mancanza di carichi, M es saga 
varia linearmente (n. 195 a); e poichè vale Ma 

M.,in A ed M,; in B, risulta senz’altro de- È » 


terminato in tutta la trave (anche se non i DI) M 
si calcolano le reazioni degli appoggi). Il dia- 
gramma M è un trapezio con ordinate posi- Fig. 268. 


tive nel caso supposto; se invece M, ed M, 
sono negativi (fig. 268 b), è un trapezio 


con ordinate negative; infine se M, ed 

pe B M, hanno segni contrari (sensi uguali- 

} H (fig. 268 c), risulta un trapezio intrec) 
e ciato. 

H d) : Le reazioni degli appoggi devono equi- 


Ma I | ] My, librarela coppia M, — M», quindi devono 
costituire una coppia uguale e contraria; 
Sr per cui si ottiene 
— M, 
i (229) face, 


Ù 


Lo sforzo di taglio è costante e uguale 
ad A. 

b) Una trave incastrata da una 
parte o da ambe le parti e soggetta a 
carichi qualsiasi (fig. 269 a) si può pen- 

Fig. 269. sare liberamente appoggiata, e soggetta ai 

carichi e ai momenti d’incastro negativi 

M, ed M, applicati alle estremità (fig. 269 b). Quindi, per il principio 
della sovrapposizione degli effetti, costruito il diagramma M come se la 
trave fosse appoggiata (diagramma semplice dei momenti) (fig. 269 c), 
si deve aggiungere a questo il diagramma dovuto ai momenti d’in- 
castro. Quest'ultimo, supposti già noti M, ed M, (per la loro deter- 
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minazione v. Cap. XI, C), è un trapezio negativo analogo a quello 
della fig. 268 b); per sommarlo algebricamente col diagramma sem- 
plice, basta portare M, ed M, verso il basso (fig. 269 d) e assumere 
come nuova retta di riferimento la congiungente gli estremi delle ordi- 
nate M, ed M,. 

Se si vuole che la retta di riferimento sia orizzontale, si portano 
da questa M, ed M, verso l’alto (fig. 269 d'’) e si costruisce la funico- 
lare dei carichi in modo che passi per gli estremi di M, e di M,; oppure 
si leggono le ordinate del diagramma d) e si portano da un’orizzontale. 

c) Si può quindi concludere che la funicolare dei carichi rappre- 
senta in ogni caso il diagramma -M, qualunque siano le condizioni di 
vincolo della trave (a mensola, appoggiata, o incastrata agli estremi), 
purchè si scelga la retta di riferimento (n. 196 b) in modo da realizzare 
i momenti che si hanno agli estremi della trave. 

d) Ricordando la (229), le reazioni verticali risultano 


ZPb M,- Mi, ZPa M,- M 
(230) 4=T+ = ; 11 i 2. 


Esse sono uguali a quelle della trave appoggiata solo se M, = M,. 

Note le reazioni, si può ottenere il diagramma 7 calcolando 7 in 
un numero sufficiente di sezioni. 

Si può anche usare la costruzione grafica della fig. 259 b), osservando che 
il termine addizionale (229) delle (230) è l’inclinazione della vera retta di rife- 
rimento del diagramma M rispetto a quella del diagramma semplice; per cui 
operando sul diagramma M ridotto alla base H, tale termine vale H(y, — Ya)/l 
ed è uguale al segmento 55’ che risulta mandando da O la parallela alla vera 
retta di riferimento del diagramma M, anzichè 
alla A,B,. Quindi la retta di riferimento del dia- 
gramma 7 è l’orizzontale per il punto 5’, anzichè 
per 5. 


Esercizio 180. — Determinare la posizione e il 
valore del massimo momento flettente positivo nella 
trave della fig. 270 a). 

Soluzione. La reazione A risulta 


at l 
l 


Fig. 270. A= CA Pi _ Pop . 


Lo sforzo di taglio 7, immediatamente a destra dell'appoggio A e il mo- 
mento flettente M, in A valgono 
T,=-P,+A, M,=- Pa. 
In una sezione generica del tratto AB distante x da A si ha 


q 
3 


T=T,-q%, M=M+T£ 
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Il taglio si annulla nel punto di ascissa 
La, indi si h M M 
(231) %o = a’ quindi si ba Mmna = Mot 37- 


Questa espressione, dello stesso tipo della (228), è più generale, valendo anche 
per una trave incastrata o per una campata di una trave continua (n. 247 bd). 
Essa dà M,maz nel caso di un carico uniforme totale o parziale (purchè sia cari- 
cato almeno tutto il tratto x) e vale anche in pre- 
senza di carichi concentrati, purchè non agiscano 
nel tratto xo. 

In b) si è costruito il diagramma HM e in c) lo 
stesso diagramma con retta di riferimento orizzontale. 


Esercizio 181. — Quale distanza d devono avere 
i due appoggi A e B equidistanti dagli estremi della Fig. 271. 
trave lunga /, uniformemente caricata (fig. 271), af- 
finchè i valori assoluti dei momenti flettenti nella sezione centrale e nelle sezioni 
sugli appoggi risultino minimi? 

Soluzione. Il diagramma M è costituito da tre tratti parabolici. 

Qualunque sia d, i momenti flettenti in A e in C' risultano 


pas 

H,= 2 L_ 4 1- dè 

ea gle i, 
a _ ql 

M,= M+ = E (24-1). 


Essi sono minimi quando sono uguali i valori assoluti. Infatti, supposto che 
siano uguali, se si aumenta d diminuisce |.M,|, ma aumenta M,; se si dimi- 
nuisce d diminuisce M,, ma aumenta |M,|. Uguagliando perciò i valori asso- 
luti, si ottiene 


d=(2—V2)= 0,5861. 


I momenti minimi risultano 


desi 12 a 
min | M,|]= min M. = (3 va È 0172 È; 


cioè appena il 17 % del valore che ha MH, quando gli appoggi sono alle estremità 
della trave. 


200. Le travi a carico indiretto. 


a) Una trave è spesso caricata in modo indiretto; cioè i carichi 
agiscono su di un’impalcatura di travi secondarie, che appoggia sulla 
trave in determinati punti e le trasmette i carichi concentrandoli in 
questi punti. La fig. 272 a) rappresenta schematicamente la struttura: 
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i carichi P', P', P''... agiscono su dei travetti, che appoggiano 
su travi trasversali o traverse (in sezione nella figura), appoggiate a 
loro volta sulla trave principale. 
Quest'ultima è quindi soggetta in 
realtà a dei carichi concentrati P., 
P,, Pa P3, ... soltanto in corri- 
spondenza delle traverse, qualunque 
siano i carichi applicati (concentrati 
o ripartiti). In tali condizioni si tro- 
vano, ad es., le travi principali dei 
solai in legno o in ferro, che ri- 
sultano caricate in corrispondenza 
delle travi secondarie; i longoni dei 
ponti metallici ferroviari, ai quali 
i carichi agenti sulle rotaie vengono 
trasmessi dalle traversine; i puntoni 
delle capriate, soggetti ai carichi 
trasmessi dagli arcarecci. 
Per rendere staticamente deter- 
Fig. 272. minate le componenti trasmesse dai 
travetti, questi si suppongono libe- 
tamente appoggiati sulle traverse, anche se talvolta sono incastrati 
o corrono continui su parecchie traverse. 
Consideriamo per ora applicati dei carichi fissi, mentre nel Cap. XVIII 
studieremo gli effetti di carichi mobili. 

b) Ogni travetto trasmette alle traverse (e queste alla trave) il 
carico al quale è soggetto, trasformandolo in due componenti equi- 
valenti P, e P, agenti ai suoi estremi. Perciò, se la trave principale è 
isostatica, le reazioni A e B sono le stesse (n. 51) che si avrebbero. se 
i carichi fossero diretti. 

ce) Se si fa astrazione dal peso proprio della trave, ogni campo 4 
di questa, compreso fra due traverse, è scarico. Perciò in ogni campo 
T è costante ed M varia linearmente, qualunque sia la distribuzione 
dei carichi sui travetti. Quindi nelle varie sezioni le sollecitazioni sono 
diverse da quelle che si avrebbero se i carichi fossero diretti. 

d) Nelle sezioni S, sotto le traverse il momento flettente è lo 
stesso che si avrebbe se i carichi fossero diretti. Infatti, a sinistra di Sy 
si ha la reazione A, che è la stessa, e si hanno tante paia di forze P, 
e P» (quanti sono i travetti alla sinistra), equivalenti ai carichi diretti 
che stanno a sinistra di $,. (Invece una sezione generica S di un 
campo 4 lascia a sinistra la componente P, trasmessa dal travetto 
sovrastante, che da sola non è equivalente ai carichi diretti agenti sul 
travetto e situati a sinistra di S.) 
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e) Dalle proprietà c) e d) risulta che per ottenere il diagramma M 
basta collegare con una funicolare i carichi applicati (diagramma M 
se i carichi fossero diretti), e inscrivere in essa una poligonale coi ver- 
tici sotto le traverse (*) (fig. 272 c). 

Il diagramma M così ottenuto è anche la funicolare dei carichi 
incogniti trasmessi dalle traverse alla trave; per cui mandando dal polo 0 
le parallele ai suoi lati, si determinano tali carichi sulla retta delle 
forze (fig. 272 b), e si può costruire anche il diagramma 7. 

f) Per quanto si è detto in e), il momento flettente risulta minore di quello 
che si avrebbe se i carichi fossero diretti, salvo nelle sezioni sotto le traverse. 
Questo fatto può sembrare in contraddizione con la conclusione del n. 198 e), 
poichè in entrambi i casi si tratta di una concentrazione di carichi in punti iso- 
lati. Tuttavia i casi sono diversi, perchè mentre 
allora si sostituivano tutti i carichi agenti sulla 
trave con altri concentrati pure sulla trave, 
ora invece una parte dei carichi agenti sui due 
travetti estremi si scarica sugli appoggi A e B, 
alleggerendo la trave. 


Esercizio 182. — Trave appoggiata agli 
estremi e caricata indirettamente con un carico 
uniforme agente su travetti di lunghezza ca 
stante 4 (fig. 273 a). 

Soluzione. Ogni traversa trasmette un carico 
concentrato 94 (quelle estreme trasmettono 94/2 
in Aein B). 

Tracciato il diagramma 7 (punteggiato) rela- Fig. 273. 
tivo al carico diretto (v. fig. 254), si ottiene il 
vero diagramma 7 mandando le orizzontali per i punti m d’incontro del dia- 
gramma punteggiato con le verticali medie di ogni campo 4. Indicando con x' 
la distanza di uno di tali punti dal centro della trave, in tutto il campo 4 si 
ha T= qa". 

Il diagramma M si ottiene inscrivendo la poligonale nella parabola punteg- 
giata; oppure ricordando che, per la (225), le sue ordinate sotto le traverse val- 
gono M = qra'/2. 


($) Le piccole porzioni comprese fra la funicolare dei carichi applicati e questa poligonale 
sono i diagrammi M per ciascun travetto. 
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B) LE TENSIONI INTERNE. 


201. La validità dei risultati già noti. 


a) Nella sollecitazione di flessione e taglio si usano generalmente 
le stesse espressioni delle tensioni trovate studiando i due casi semplici: 


My w TS; 


(121), (192) o=T» t=%:- 


L'espressione di o è esatta anche in presenza di 7, purchè sia co- 
stante. Infatti il taglio, se costante, non modifica le tensioni normali 
prodotte dal momento flettente, perchè fa bensì incurvare le sezioni 
(n. 175), ma tutte nello stesso modo e nella stessa misura; quindi gli 
allungamenti e gli accorciamenti delle fibre prodotti da M (n. 125 6) 
sono gli stessi come se le sezioni rimanessero piane (7). 

Se T è variabile, l’espressione di o non è esatta, ma si può ugual- 
mente usare con buona approssimazione (n. 203 a). 

L’espressione di 7, benchè non rigorosa (n. 166 db), è valida perchè 
fu ricavata tenendo conto appunto del momento flettente che accom- 
pagna sempre il taglio. 

Pertanto, si può ritenere che le o siano dovute soltanto a M e le 7 
soltanto a 7. 

L’asse neutro è ancora baricentrico. 

Tutto ciò vale purchè la distanza della sezione dai punti d’appli- 
cazione di carichi concentrati sia almeno uguale all’altezza della trave 
(principio di Saint-Venant), perchè nell’immediata vicinanza di tali 
punti si hanno tensioni più complesse (n. 203 d). 

b) Se la sezione della trave è variabile, le espressioni suddette 
si possono ancora usare, purchè la variazione sia continua e abbastanza 
lenta (n. 204). 

Infine, esse si usano anche quando l’asse della trave è curvo nel 
piano di sollecitazione, e sono tanto più approssimate quanto più la 
trave è a piccola curvatura, cioè quanto più il raggio di curvatura è 
grande rispetto all’altezza della sezione (Cap. XIX, B). 


Esercizio 188. — Trave a mensola, soggetta a un carico P concentrato nel- 
l’estremo libero. Le sezioni rettangolari hanno la larghezza costante b e l'altezza R 
variabile linearmente dal minimo &, nell'estremo libero al massimo ©, nell’estre- 


(®) Allo stesso risultato si giunge mediante la Teoria della elasticità, nel caso della fiessio»:e 
composta (problema di Saint-Venant). Si veda anche il n. 589. 
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mo incastrato. Determinare la sezione che sopporta la massima tensione o é il 
valore di questa. 
Soluzione. La sezione generica distante x da P ha l’altezza h = h + ce e il 
modulo di resistenza 
pi DIE UR cet e, 
6 6 di 


quindi la tensione ai lembi della sezione vale 


MN 6Pa 
Wo b(h3+ 2loer + e82°)" 


o' 


Annullando la derivata do'/dx, si ottiene 


-_h 
o 
A z= 


e 


ha — n = 


(uguale all’ascissa negativa alla quale si annullerebbe è, se la trave continuasse 
oltre l’estremo libero). L'altezza della sezione più affaticata è & = Rn + cr = 2h 
La tensione massima risulta 


La sezione è reale se %, > 2%); altrimenti la sezione più affaticata è quella 
A’incastro. 


202. Importanza relativa delle tensioni normali e tangenziali. 


Comunemente, le tensioni 7 hanno importanza molto minore delle a. 
Se si confrontano le tensioni massime ad es. nel caso della sezione ret- 
tangolare, si ha 


_ 6M _3.E mas _ 4 IM 
Sale Tp? nah DR se I 
Supposta la trave a mensola e soggetta a un carico P nell’estremo 
libero, avendosi a distanza « dall’estremo 7 = — P ed M = — Po, 


risulta Tmaz/Omae = h/4r. Quindi si ha tmar > Ome SOltanto nel breve 
tratto x < 4/4, mentre in tutto il resto della trave la Oma» è tanto mag- 
giore della t,,a. quanto maggiore è x. 

Perciò le tensioni tangenziali sono paragonabili alle tensioni nor- 
mali solo in qualche breve tratto in cui 7 è considerevole ed M è 
piccolo (8); ma ciò è dovuto alla piccola importanza che ivi ha la o e 


(*) Intuitivamente, l’importanza delle tensioni + è maggiore nelle travi corte e relativamente 
alte, perchè diminuendo la lunghezza diminuisce M senza che diminuisca 7, che anzi può cre- 
scere, potendosi aumentare i carichi. 

Inoltre, l’importanza relativa delle + è maggiore se la trave ha gli estremi incastrati invece 
che appoggiati, perchè gli incastri fanno diminuire M, mentre influiscono poco o nulla su 7° 
(n. 199 d). 
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non alla grande importanza della 7, e quindi entrambe le tensioni pro- 
ducono scarsi effetti. Le 7 prevarrebbero sulle o in tutte le sezioni solo 
nel caso di travi di lunghezza paragonabile all’altezza; ma in questo 
caso però le espressioni suddette di o e di 7 perdono ogni validità, non 
essendo applicabile il principio di Saint-Venant (n. 203 c). 

Si può pertanto concludere che nella maggior parte dei casi è suffi- 
ciente verificare la resistenza alle tensioni normali (salvo nelle travi 
di cemento armato), tralasciando quindi anche la considerazione delle 
tensioni principali (n. 187 a). 


203. Carichi agenti lungo la trave. 


a) Carichi ripartiti. Per valutare il grado di approssimazione della (121) 
quando 7 non è costante, cioè quando agiscono dei carichi ripartiti lungo la trave, 
confrontiamola, ad es., con la soluzione esatta della trave su due appoggi, di 
sezione rettangolare di altezza % e di piccola larghezza b, caricata uniformemente (°) 
con un carico q per unità di lunghezza. 

L’espressione di o, risulta 


q LI(2 hi 
Ca Set oay+ (38 10%) 


essendo x la distanza della sezione da un appoggio e y la distanza del punto 
dall’asse neutro (y positiva verso il basso). Il primo termine coincide con la (121), 
perchè ge(l1— x)/2 = M,; il secondo è un termine di correzione indipendente 
da , la cui importanza rispetto al primo è minima verso il mezzo della trave, 
e tanto minore quanto più l’altezza » della trave è piccola rispetto alla lun- 
ghezza 1 (ad es., se Z= 107, il secondo termine vale, nella sezione di mezzo e 
ai lembi della sezione, appena 0,27 % del primo). Perciò nella maggior parte 
dei casi la (121) è ottimamente approssimata, anche se 7" non è costante. 

L'espressione di 7,, risulta coincidente con quella trovata nel n. 167. 

Infine, esiste anche una tensione c, di compressione nella direzione dell’asse 
di sollecitazione y, espressa da 


RESI AT (ESP ARCA 
= -4(7- th) 
Al lembo superiore (y = — h/2) essa coincide naturalmente con la pressione 


— q/b esercitata dal carico, mentre al lembo inferiore (y = #/2) si annulla. 
In generale, questa tensione è trascurabile, poichè nel caso di un carico agente 
con la pressione elevatissima di 10000 kg/mq si ha appena maxo, = 1 kg/cmq. 


(*) A. MESNAGER: Sur le calcul des pièces rectangulaires. « Annales des Ponts et Chaussées », 
1901, 2° trim., pag. 161. Si veda anche il n. 590. 

Una chiara trattazione di questo caso e di altri analoghi (nonchè di quello considerato in db) 
si trova nell’opera più volte citata di S. TIMosHENKO: Theory of Elasticity. 
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b) Carichi concentrati. In prossimità del punto d’applicazione di un cariec 
concentrato, alle tensioni (121) e (192) si sovrappone una distribuzione di ten- 
sioni locali più complesse, non molto diverse da quelle che si hanno nel caso 
di una semilastra indefinita (n. 506). In questo caso, un carico P concentrato 
ma uniformemente ripartito sulla larghezza d (fig. 274), genera delle tensioni ra 
diali, che coi dati della figura sono espresse da (19) 


2P cosp 


0, = 
abr 


n 


e) Pareti portanti. Quando l'altezza A della sezione è dello stesso ordine di 
grandezza della lunghezza ! della trave, la distribuzione delle tensioni 0, è pro- 


Fig 274. Fig. 275. 


fondamente diversa da quella lineare (121). Nel caso delle cosidette pareti por- 
tanti, impiegate specialmente nei silos, aventi la sezione rettangolare di altezza R 
paragonabile alla lunghezza ! e di piccolo spessore b, la variazione delle tensioni 
o, nell’altezza della sezione è del tipo di quella rappresentata nella fig. 275. Tale 
distribuzione è ancora più complessa nel caso di carichi concentrati. Anche le 
tensioni 7,, differiscono notevolmente da quelle date dalla (192) (11). 


204. Travi di sezione variabile. 


a) Variazione continua. Per valutare l’approssimazione delle espressioni (121) 
e (192) nel caso di travi di sezione variabile, riportiamo la soluzione esatta ('?) 
della trave a cuneo, cioè di profilo triangolare e di piccola larghezza costante b, 


(19) A. FLAMANT: De l’infiuence sur la flerion des poutres de la position superficielle de la charge, 
Annales des Ponts et Chaussées », 1893, 2° sem., pag. 228. 

L’argomento è trattato anche ampiamente nel volume di A. Miura: Spannungskurven in 
rechteckigen und keilfòrminsen Tragern, Berlino, Springer, 1928. 

V. anche T. v. KX{amAN: Ueber dic Grundlanen der Balkentheorie, ed F. SEEWALD: Die Spua- 
nungen und Forminderungen von Balken mit rechteckigem Querschnitt, « Abh. aus d. Aerod. Inst. 
Aachen », n. 7, Berlino, Springer, 1927. 

(11) Per il calcolo delle pareti portanti, appoggiate agli estremi oppure anche in punti inter- 
medi, e per carichi ripartiti o concentrati, si vedano ad es.: 

H. Bar: Ueber den Spannunaszustand in hohen Tragern ecc., Stuttgart, Wittwer, 1931. 

F. DIscRINGFR: Theorie der Hal»bscheibe und des wandartigen Balkens, « Mémoires Ass. Intern. 
d. Ponts et Charpentes », Zurigo, 1932. Contiene anche la bibliografia sull’argomento. 

(33) J. H. MicHELL: « Proc. London Math. Soc. », vol. 34, 1902, pag. 134. Si veda anche il 
volume di A. Miura citato nella nota 10, nonchè il n. 597 d). 
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vincolata a mensola e soggetta a un carico P normale all’asse (1°) e uniforme- 
mente ripartito sullo spigolo del cuneo (fig. 276). 

Nelle sezioni cilindriche mn, aventi per asse lo spigolo del cuneo (fig. 276 a), 
si hanno le sole tensioni normali, dirette perciò secondo il 
raggio r, espresse da 


SE ord, 


CS rai 
a— sena br 


Nella sezione piana e retta m'n' (fig. 276 h), di asc 
x = r, si hanno le tensioni 

2 , Pxy cost 
a— sena ba % 


Tx 


i SE E 


Ty 
#  a—sena ba 


La 0, e le 0,, 7,y si annullano a metà altezza della sezione e diventano mas- 
sime ai lembi m', n'. 

RK valore dato dalla (121) nei punti m', n’ è in eccesso rispetto al valore 
esatto di c, negli stessi punti. Ma il confronto va fatto invece col valore di 0, 
(più elevato di c,), che nel punto m' risulta 


34 se 
L sl AI DO Pa mM 
n mag = 7 è $ n 7" go 
(a — sen a) 0085 b (4) 3 (a — sen a) c0s 5 Vi 


essendo W = bh?/6 il modulo di resistenza della sezione mn’. Se l'apertura a 
del cuneo è di 10° - 20° - 30° - 40°, il coefficiente che moltiplica M/W vale 1,0016 - 
1,006 - 1,014 - 1,026; quindi, ad es., per a = 40° la Gma» data dalla (121) è in di- 
fetto di appena il 2,6 %. Si può pertanto concludere che la (121) è applicabile 
anche per variazioni abbastanza notevoli della sezione della trave. Invece la (192) 
non è attendibile, tanto più che la distribuzione reale delle 7,, è totalmente di- 
versa da quella trovata nel n. 167. Tuttavia ciò non ha alcuna importanza, essendo 
sufficiente assicurare la resistenza alle tensioni normali c,, le sole che agiscano 
sulle sezioni cilindriche. 

b) Variazioni brusche. Se la sezione è variabile in modo brusco e presenta 
una delle singolarità considerate nei nn. 114 d), 132, 160, si hanno delle eon- 
centrazioni locali di tensione, e i valori massimi si deducono dai valori che si 
avrebbero nell’assenza della singolarità, mediante gli stessi coefficienti di mag- 
giorazione che furono allora indicati. 


(*) Si veda il n. 506 bd). 
Se la forza P è obliqua, basta scomporla in una componente secondo l’asse e una normale 
all’asse, e sovrapporre le tensioni del n. 114 a) a quelle qui indicate (n. 506 e). 


[omini 
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C) LE DEFORMAZIONI. 


205. L'equazione differenziale della linea elastica. 


a) L'equazione fondamentale di elasticità della flessione semplice 
si 1_M 
(123) 7=5I 
è esatta anche nella sollecitazione di flessione e taglio, purchè T' sia 
costante, perchè in tal caso 7° provoca uno scorrimento medio (n. 175) 
costante lungo la trave, che perciò non ne risulta incurvata; ma si può 
usare con buona approssimazione anche nel caso di 7° variabile (nel 
n; 209 vedremo come si possa tener conto anche di 7 e che errore si com- 
mette trascurandone l’influenza). Quindi la (123) esprime la curvatura 
in ogni punto della linea elastica, ossia della deformata dell'asse geometrico. 
D'altra parte è noto dalla Geometria differenziale che la curvatura 
in un punto di una linea, rappresentata da 7 = n(c) in coordinate 
cartesiane x, n, è espressa da 
dn 
da? 


se dn\t|}? 

[1+(22)] 
col segno dipendente dall’orientamento degli assi. Nel caso della linea 
elastica di una trave, l’inclinazione 4dy/de della tangente in un punto 
rispetto all'asse w è, in generale, molto piccola (fig. 277 a); quindi il 
suo quadrato è trascurabile rispetto all’unità. Perciò in questo caso 
si ha con buona approssimazione x 


as 1-47 P 


È 
r 


Dal confronto dell’espressione elastica 
e dell’espressione geometrica di 1/r, si 
ottiene l'equazione differenziale della linea 
elastica 


dn M 
laut dai = È EJ: 
3) La (233) si può ottenere anche in modo diretto: Se, per la piccola in- 
clinazione della tangente in ogni punto, si confonde tg 9 con p e ds con de 
(fig. 277 b), si ha 


d 
Fatgo= op; 
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da cui, differenziando, 


dn 


dè da = dp. 


Ma, per la (124,), l'angolo dp fra due sezioni comprendenti un tronco ds vale 


dip E& Ma 
= ag gp * 


Sostituendo, risulta ancora la (233). 


206. Osservazioni. 


a) Di solito si fa coincidere l’asse x con l’asse geometrico inde- 
formato della trave, con l’origine all’inizio di questa e positivo verso 
destra; e l’asse 7 si assume positivo verso il basso, affinchè le ordinate 7 
siano positive nella maggior parte dei casi. In queste condizioni la (233) 

iN 0 assume il segno meno: 

VE a ) M 
(2331) n=- 
come si riconosce verificando che in ogni 
caso n°" ed M/EJ hanno segno contrario. 

Fig. 278. Infatti, se M è positivo, la linea elastica 

rivolge la convessità verso il senso positivo 

di 7 (fig. 278), quindi n’ è negativa; se M è negativo, la linea rivolge 
la concavità verso 7 positivo quindi n’ è positiva. 

b) Se la rigidezza EJ è costante (trave prismatica e omogenea), 
derivando la (233,) e ricordando le (221) e (220), si può anche scrivere 
l’equazione della linea eiastica nelle forme 


r e 7 N 
(234), (235) n"=-3. (=) KE 5 È 59 
c) La (233,) è l'equazione differenziale approssimatà “del inca 


elastica, applicabile tuttavia in quasi tutti i casi, con risultati che si 
possono considerare esatti. Però nel caso di travi molto flessibili, po- 
tendo le tangenti alla linea elastica risultare notevolmente inclinate 
rispetto all’asse x, è necessario ricorrere all’equazione esatta, che si può 
scrivere in una delle forme seguenti 


Cavi 
TAM da? M do M 


(236) - ’ TUFO ’ tì . 
r EJ È + (da) EJ ds EJ 


de; 
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d) Quando la trave è una lastra rettangolare appoggiata in corrispon- 
denza di due lati opposti, la contrazione laterale risulta impedita (n. 131); quindi 
la (233,) diventa 

dn M 


M 
(1—- 7°) n 
dr? mi EJ 
zi EJ 


OT. L'integrazione dell'equazione della linea elastica. 


a) L'integrazione della (233,) non si può eseguire che caso per 
caso, quando sia nota l’espressione del secondo membro M/EJ, cioè 
le espressioni correnti di M e di J. In generale si può dire solo che 
nel caso delle travi inflesse il secondo membro è funzione soltanto del- 
Pascissa 2, poichè, per forze normali all’asse della trave, M è funzione 
di x. Perciò l’integrazione riesce facile e spedita, specialmente se q 
varia in modo semplice e quindi risulta semplice anche M(r),e se J 
è costante. Nell’integrazione compaiono due costanti C, e €», che si 
determinano tenendo conto delle condizioni di vincolo della trave. 

Invece nel caso di forze agenti parallelamente all’asse di una trave 
molto flessibile (Cap. XIII, B e 0), M è funzione anche dell’ordinata 7. 

b) Una prima integrazione dà l’espressione di n° = tgp =" 9, 
che consente di calcolare l’inclinazione della tangente in ogni punto 
della linea elastica, ossia l’angolo di cui ogni sezione ha ruotato; angolo 
che risulta espresso in radianti. La seconda integrazione dà l’espres- 
sione dell’ordinata 7. 

In particolare, nel caso di travi prismatiche e omogenee (EJ co- 
stante), se M varia con legge di grado 0 (ossia è costante), 1°, 2°, 3° ... 
in x, risultano rispettivamente y' di grado 1°, 2°, 3°, 4°..., ed 7 di 
grado 2°, 3°, 49, 5° .... 

e) Se in un punto intermedio della trave si ha M = 0, ivi la linea 
elastica presenta un flesso, perchè la curvatura 1/r risulta nulla. 

a) Spesso l’equazione n(v) della linea elastica presenta delle di- 
scontinuità in alcuni punti, che rendono laboriosa l’integrazione. È evi- 
dente che la funzione e la sua derivata prima non possono essere di- 
scontinue, perchè nel primo caso l’asse della trave sarebbe interrotto, 
e nel secondo presenterebbe una cuspide e si dovrebbe avere 1/r = 
= MJEJ = 00, cioè M = co. Dalla (233,) risulta che è discontinua la 
derivata seconda dove M è discontinuo, ciò che si verifica soltanto 
se in un punto è applicata una coppia esterna (n. 198 a); oppure dove J 
è discontinuo, cioè dove la sezione varia bruscamente. Geometrica- 
mente, questa discontinuità corrisponde a una variazione brusca del 
raggio di curvatura. Dalla (234) risulta che è discontinua la derivata 
terza dove 7 è discontinuo, cioè nei punti d’applicazione di carichi 
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concentrati. Infine, dalla (235) risulta che è discontinua la derivata 
quarta nei punti dove g è discontinuo. 

La presenza di queste discontinuità obbliga a scrivere e a integrare 
l'equazione (233,) per ogni tratto compreso fra esse, ciò che fa inoltre 
aumentare il numero delle costanti d’integrazione e ne rende la deter- 
minazione più laboriosa. Tuttavia, nel caso delle 
discontinuità più frequenti, dovute alla presenza 
di carichi concentrati, si può evitare il maggior la- 
voro mediante un artificio che vedremo nel n. 223. 


Esercizio 184. — Determinare l’equazione della linea 
elastica di una trave a mensola, di sezione costante, 
Fig. 279. soggetta a una coppia M applicata nell’estremo libero 
(fig. 279). 
Soluzione. a) Il momento flettente è costante in tutte le sezioni e uguale a 
— M (se M è il valore assoluto del momento della coppia, che si è supposta 
sinistrogira). Perciò la (233,) diventa 


EJn'=M. 
Integrando due volte si ha 
EJn = Mx+C,,  EJn= 2, 010 + 03. 
Assumendo gli assi © ed » della figura, per x =? dev'essere 7 = 0 ed 7 = 0; 
per cui C, = — MI, C, = M?/2. Quindi risulta 


Li 
Moran) | tefgl UÈ Mix+ DE, 


Si ottiene cosi per la linea elastica una parabola di secondo grado ad asse 
verticale, anzichè un arco di circolo (1/r = M/EJ = costante); e ciò è dovuto 
al fatto che la (233,) è approssimata (n. 206 c). Tuttavia le ordinate della para- 
bola differiscono da quelle del circolo per infinitesimi di ordine superiore; per 
cui la soluzione si può ritenere esatta, quando l’inflessione sia piccola. 

L’angolo a di rotazione e l'abbassamento dell’estremo libero (freccia) risultano 


MI Mr? 
(237). (238) a=— Gg f= 3EJ : 
L’espressione di a è esatta anche per grandi deformazioni (a risulta nega- 
Svo perchè la rotazione è sinistrogira). 
») Considerando l’arco circolare, l’espressione esatta di f risulterebbe 
fig. 279) 


fi=7r-rcoD=r "(1 - i 


LF TRAVI INFLESSE 305 


Tenendo conto del terzo termine dello sviluppo in serie di cos D e ricordando 
che ® = MI/EJ, risulta 
prar( PE DI) EIA MU 
(E 24) M ESE 34RITs 


ue MR | Daf 
35I\!— isp) =!\! 3: 


Per gli usuali valori di {/lI, che si aggirano intorno a 1/1000, il termine di cor- 
rezione è dell’ordine di 1/1000000 del termine principale. Pertanto esso può. 
avere qualche influenza solo nel caso di travi molto flessibili, cioè quando il 
rapporto f/l sia considerevole. 


Esercizio 185. — Determinare la linea elastica di una trave a mensola, di 
sezione costante, soggetta a un carico P concentrato nell’estremo libero (fig. 280). 
Soluzione. Essendo M,= — Pa, la (233,) diventa 


EJy'=Px. 


Integrando due volte si ha 


i, Po Pa ; 
Ely = +0 EIn= 7 ++ 02. lig. 280. 
Con gli assi x, n della figura, per x =] dev'essere 7' = 0 ed 7 = 0. Quindi ri- 
sulta 0, = — Pl?/2, C, = PP/3; per cui si ottiene 
,_ Pat PE Pa PR PE 
EJn 5 3° EIN TN Ti 


La rotazione dell'estremo libero e la freccia sono espressi da 
PI PR 
(239), (240) a=- 57}: =: 
Esercizio 186. — Determinare la linea elastica di una trave a mensola, di se- 
zione costante, soggetta a un carico @ = ql uniformemente ripartito (fig. 281). 
Soluzione. In una sezione generica si ha M, = — g*/2; quindi la (233,) 
diventa 


a 
EIn! = È È 


Integrando due volte si ha 


; Lia 
Fig. 281. EJny' = La +C,, EJn = ea +Ce+ G.. 
Con gli assi indicati, per x =! dev'essere y' = 0 ed n= 0; per cui risulta. 
0,=— gl/6, C, = ql'/8. Quindi si ottiene 
,_ 93 ge quo gx, gt 
Wa uao 


O. BELLUZZI - Scienza delle costruzioni - I 20 
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La rotazione dell’estremo libero e la freccia sono espressi da 


CL QU gi _ QR 
La: (242) @ 6ET 6EI 85I © 3EI 


Esercizio 187. — Determinare la linea elastica di una trave di sezione co- 
stante, appoggiata agli estremi e caricata uniforme- 


: Q=ql mente (fig. 282). 
1] ca I] I Soluzione. Ricordando l’espressione di M, (es. 170), 
i che i la (233,) diventa 
I) 
"u_ _ qa 

Fig. 282. le orta, 
Integrando due volie si ha 

Byy = TL 10, RIn=-l+2 40040. 


Con gli assi indicati, dev'essere y' = 0 per € = 7/2 ed 7= 0 pera = 0; per cui 
0, = ql/24, C,= 0. Quindi si ottiene 

qBa 

24° 


int i = da 
EIN'= att 92” EJn=- a 
La rotazione delle sezioni estreme e l'abbassamento massimo (freccia) ri- 
sultano 
th Qu Bgli 5 QQ 
26. de. pe = z 
(243), (246) a=B= siny — vas» | 384B1 © 384 Hi 


L'equazione della linea elastica si può scrivere anche nelle forme seguenti 
Qe[a_.(£f, (ef 16,[® z) x\ 
Ù li 2(7)+(7)]=3/[î 25 +(4)|- 
Il fattore entro parentesi quadra è un coefficiente numerico, i cui valori 
si calcolano rapidamente facendo x/1= 0-0,1-0,2... 


0,5. Si ottengono così undici punti della linea ela- 
stica. 


Esercizio 188. — Trave di sezione costante, appog- 
giata agli estremi e soggetta a un carico triangolare Fig. 283. 
(fig. 283). 

Soluzione. Ricordando l’espressione di M, (es. 171), la (233,) diventa 


FJ po, = © L21054 0,. 
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Per € = 0 e perx =! dev'essere 7 = 0; per cui risulta C, = 707/180, C,=0. 
Quindi si ottiene 


Qu CAV 2) QR n CA 

' | 

n - sm 30($)4 (7)|: n= 80897 (7) 3(4))- 
Le rotazioni delle sezioni estreme risultano 


1. sq 
is0 ‘25° = 18059 


a 


L’abbassamento del punto di mezzo vale 


pa e 9 
Ma S 384 Ej = 00130277» 


come per il carico Q uniformemente ripartito, per lo stesso motivo detto alla 
fine dell'esercizio 171. 
L’ordinata n è massima dove 7’ = 0, cioè per x = 0,51931, e risulta 


Qu 
Mmaz = 0,01304 EI 7 1,0015772 3 


appena maggiore di 0,15 % dell’abbassamento del punto di mezzo. 


Esercizio 189. — Trave a mensola, di sezione rettangolare avente larghezza è 
costante e altezza variabile linearmente da zero nell’estremo libero ad % nell’estre- 
mo incastrato, soggetta a un carico P nell’estremo libero (fig. 284). 

Soluzione. Momento flettente in una sezione generica M, = — Pa. 

Altezza della sezione generica h, = he/l. 

Momento d’inerzia della sezione generica J, = dhi/12 = I maz®*/. 

Pertanto la (233,) diventa 


n_ _PE 
IT ET ra” 


Integrando due volte si ottiene 


Fig. 284. 
PE PE 
pa S 
+5 i  1Sag te 
Per x = l dev'essere 7' = 0 ed 7 = 0, per cui si ha 
PE PR PE 
Sepp Se a 
Quindi risulta 
PE 1 PE | 1 x 
i 
n Fl! on FILE 3)» 


Queste espressioni consentono di calcolare 7’ ed 7 per qualunque valore 
di x, ma per x=0 diventano infinite; ciò che è dovuto all'ipotesi dell’altezza 
iniziale nulla, che in pratica non si realizza, perchè la sezione non resisterebbe 
al taglio T=—P. 
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208. L’equazione della linea elastica ottenuia direttamente. 


Recentemente è stato indicato un elegante artificio (1) che consente di otte- 
nere senza integrazioni l'equazione della linea elastica, ricorrendo allo sviluppo 
in serie di Maclaurin: 


sa sm 
(245) n) = 100) +90) 2 + (0) +00 + 


Per la (233,) il terzo coefficiente è dato da 


M(0) 


n'(0)=- Gr: 


Inoltre, se il denominatore EJ è costante, per le (221), (220) si ha 


Ù 
no=- TO, avo =90, =... 
Se invece EJ è variabile, questi coefficienti della (245) hanno espressioni meno 
semplici. 
|A L Per le condizioni di carico più frequenti, i coefficienti 
) i sono nulli da un certo ordine in poi e lo sviluppo (245) si 
jo— /——+I riduce a pochi termini. 
A Nel caso della trave a mensola, assunta l’origine degli 
era assi nell’estremo incastrato (fig. 285 a), si conoscono tutti 
i coefficienti della (245): 
|A L 
“ap m0)=0, n0)=0, n'0)=— Fe, 


A 0 
ITA no=- go mo=d,.. 
7 d) 


Nel caso di una trave a due appoggi (fig. 285 b), non si 

Fig. 285. conosce il coefficiente 7'(0); tuttavia, scritta ugualmente la 
(245), lo si ricava dalla condizione (1) = 0 e si sostituisce. 

Nel caso della fig. 285 c), essendo incogniti il 3° e il 4° coefficiente, se si in- 


«dica con M, il momento incognito d’incastro, si ha 7''(0) = — MEJ; quindi, 
se Ag = ZPb/l è la reazione nel caso dell’appoggio semplice, per le (230) si ha 
n''(0)=— (A6— M/1)/EJ. Perciò risulta la sola incognita M,, che si ricava 


dalla condizione di vincolo (1) = 0. Se invece si conoscono già le espressioni 
o i valori delle reazioni M, e A, l’equazione (245) si può scrivere senz'altro. 

Infine nel caso della fig. 285 d), se si indicano con M, e A le reazioni del 
vincolo di sinistra, si ha n'(0) = — M/EJ, n'''(0)=— A/EJ. Perciò, scritta 
la (245) e la sua derivata n'(x), si ottengono le incognite M, e A dalle condi- 
zioni di vincolo n(1) = 0, 7/0) =0. 


(3) N. K. SNITOO (in russo) (v. G. ALBENGA: L’impiego dello sviluppo in serie di Mac Laurin 
nel calcolo delle travi iperstatiche, «+ R. Acc. d. Scienze », Torino, 1932). V. anche M. HETÉNYI: 
Deflection of beams of varying cross section, « Journal of Applied Mechanics », Trans. Amer. Soc. 
Mech. Eng., 1937, n. 2, pag. A-52. 
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Esercizio 190. — Trave a mensola, di sezione costante, soggetta a un carico 
triangolare (fig. 286). 
Soluzione. I coefficienti della (245) sono 


Mx, ) 

n0)=0, n0=0, 0=-7i= a, 
A vat 

no=- =, amo = Te, po)=- ire 
Np7i(0) =... = 70) =0. 

Perciò l’equazione della linea elastica risulta 

Uma (E R_1_ 2 . 2 1.2) 
n= Gala ATA: 


209. L'influenza del taglio sulla deformazione. 


L'equazione differenziale (233,) della linea elastica tiene conto sol- 
tanto della deformazione prodotta dal momento flettente e non di 
quella prodotta dallo sforzo di taglio; tuttavia ciò non produce «solito 
errore sensibile, perchè nella maggior parte dei casi la seconda è molto 
piccola rispetto alla prima. 

a) Per valutare tale errore confrontiamo le due deformazioni, 
ricordando che quella dovuta al taglio è espressa (201,) da 


Tda 

ma 1tGaA: 
Se si considera, ad es., una trave a mensola, di sezione costante, 
soggetta a un carico P concentrato nell’estremo libero (fig. 280), il 


taglio è costante e, in valore assoluto, uguale a P; perciò l’abbassa- 
mento dell’estremo libero prodotto da 7 risulta 


PI 
h=1G4: 
La freccia prodotta dal momento flettente (es. 185) è data invece da 
co gh 
Im= 3EI : 


Perciò la freccia totale risulta 


PE E È 
f=fati= (+37 È) 


Se la sezione è rettangolare (es. 151) e si assume E/G = 5/2 (n. 163), 
il secondo termine entro parentesi diventa 3 - 1,2 - 2,5 0°/I2 = 99°/: = 
= 0,754?/12, se h è V’altezza della sezione. Esso risulta dunque picco- 
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lissimo rispetto all’unità se il rapporto h/l è piccolo, cioè se la trave è 
snella; e ha un valore considerevole soltanto per le travi tozze. Sup- 
posto = 104, esso vale 0,0075; per cui la freccia prodotta dal taglio 
è appena 0,75 % di quella prodotta dal momento. Se 1 = 24, la per- 
centuale diventa il 19 %; però per una trave così corta non è appli- 
cabile (nn. 202 e 203 c) la teoria ordinaria delle travi inflesse. 

Se invece si considera una trave appoggiata agli estremi, di sezione 
costante, soggetta, ad es., a un carico uniformemente ripartito (fig. 282), 
il taglio nella metà di sinistra è espresso da 7 = ql/2 — gx; per cui 
l’abbassamento del punto di mezzo prodotto da 7 risulta 

È l Da 
i Sal qu) de = $G4 


La freccia prodotta da M (es. 187) vale 


09 Bglt- 
Im = 534EI 


La freccia totale risulta perciò 


bgli E hi 
f=imth= ste + 80 È). 
Se la sezione è rettangolare come nel caso precedente, il secondo ter- 
mine diventa 28,8 9°/l® = 2,4h?/l:. Per l = 10% esso vale 0,024, cioè f, 
è il 2,4% della freccia prodotta dal momento; quindi si può trascurare 
anche in questo caso, pur non essendo la trave molto snella. 

Infine, se la trave è incastrata agli estremi, l'influenza di 7 rispetto 
a quella di M è maggiore, perchè gli incastri fanno diminuire M e va- 
riare poco 7 (nota 8). Tuttavia, per le travi di snellezza usuale, tale 
influenza si può ancora trascurare. 

Si conclude pertanto che la deformazione prodotta dallo sforzo di 
taglio è tanto minore rispetto a quella prodotta dal momento flettente 
quanto più la trave è snella, e che per le travi usuali si può trascurare 
senza sensibile errore. 

b) Volendo tener conto anche dello sforzo di taglio nell'equazione 
differenziale della linea elastica, ricordiamo che si ha 
dn ST: 


dn *GA' 


da cui, se la trave è di sezione costante, 
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Sommando con la (233,), si ottiene 


dn M z .dT M x 
(246) da FI! GA di EI GAV 
o anche 
sr E 

(246,1) EJyn'=—- (ar + 1704) . 

Se invece la sezione è variabile, risulta 

den M d vu 

(247) dai EI! del Ga): 


c) Mentre la linea elastica dovuta a M non presenta delle discontinuità 
nella derivata prima, ossia delle cuspidi (n. 207 d), se si tiene conto anche di T° 
la derivata dy;/dx è discontinua dove 7 è discontinua, cioè nei punti d’appli- 
cazione di carichi concentrati. Tuttavia queste cuspidi riguardano soltanto la 
parte n; di n, e sono perciò insignificanti rispetto alla deformazione principale. 


210. Il teorema di Mohr. 


a) Confrontiamo l’equazione (233,) della linea elastica con l’equa- 
zione (222) che lega il momento flettente al carico unitario: 
dn M ad M 
de TT: de TT 


Se consideriamo il diagramma della curvatura M/EJ (che si ottiene 
dividendo i valori di M per i corrispondenti valori di EJ) come dia- 
gramma di un carico fittizio g* agente sopra una trave (che chiameremo 
trave ausiliaria, n. 213), per l’identità formale delle due equazioni si 
riconosce che la linea elastica di una trave coincide col diagramma del 
momento flettente fittizio M* provocato în ogni sezione della trave ausiliaria 
dal carico fittizio q* = MEJ. Per cui si ha 
(248) n= M*. 
È questo il teorema di Mohr (5) relativo alla linea elastica. 

b) Se la trave è omogenea e di sezione costante (EJ costante), 

si può invece caricare la trave ausiliaria col diagramma g* = M, purchè 


poi si divida per EJ il momento flettente fittizio M* che esso provoca. 
Per cui in questo caso si ha 


(2481) 


(*) O. MonR: Beitrag zur Theorie der Hol:- und Eisenkonstruklionen, « Za. d. Arch. u. Ing. 
Ver. zu Hannover», 1368. 
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c) In casi semplici, il valore di M* in una sezione generica della 
trave ausiliaria si può calcolare analiticamente (es. da 192 a 197). 

In generale, si può invece ottenere graficamente il diagramma M* 
ricordando quanto si è detto nei nn. 196, 198. Ciò risulta anche dal 
confronto dell'equazione (233,) con l'equazione (4) della funicolare di 
un carico g*: 

Se EJ è costante, si ha 

di? M dy q* 

da? EJ? dea H° 
Le due equazioni sono formalmente identiche se si assume g* = M° 
e H = EJ. Perciò, se si costruisce la funicolare del diagramma del mo- 
mento jlettente, considerato come diagramma di un carico fittizio, con 
distanza polare H = EJ, si ottiene la linea elastica. 

Se EJ non è costante, facciamo il confronto nel modo seguente: 


dn M/EJ dy q 


da P T, 3 de" ==" 
Quindi si conclude, più in generale, che la funicolare del diagramma delle 
curvature, costruita con distanza polare H = 1, è la linea elastica. 
Praticamente, si decompone il diagramma del momento flettente, 
oppure quello delle curvature, in striscie di lunghezze Ax e di aree 
rispettivamente MAx o (M/EJ)Ax, che si sostituiscono con forze fit- 
tizie verticali equivalenti, concentrate nei loro baricentri. In tal modo, 
invece di una curva, si ottiene un poligono funicolare, che ha i lati 
tangenti alla linea elastica sotto le verticali separatrici dei tronchi Ae, 
e quindi anche alle estremità della trave (n. 198 d). 
Naturalmente non è necessario tracciare materialmente il diagramma delle 
curvature, poichè basta leggere le ordinate medie di ogni striscia 4x nel dia- 


gramma M e dividere le aree MA4x volta per volta per EJ, prima di portarle 
nel poligono delle forze. 


211. Osservazioni sulle scale e sulle distanze polari. 


a) Se la trave è di sezione costante, e si opera quindi sul dia- 
gramma M, le aree MAx delle striscie hanno le dimensioni FL? e si 
misurano, ad es., in kgemq. Anche la distanza polare H = EJ ha le 
stesse dimensioni, e quindi si misura con la stessa unità. Perciò qua- 
lunque sia la scala scelta per rappresentare le forze fittizie MAx e la 
distanza polare EJ (ad es. 1 cm= 50 kgemq), il poligono funicolare 
che si ottiene è sempre lo stesso, perchè non cambiano le direzioni delle 
proiettanti nel poligono delle forze. Se invece la trave è di sezione 
variabile, e quindi si opera sul diagramma delle curvature, le aree 
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(M|EJ)Ax sono dei numeri, ossia non hanno dimensioni, come non 
ne ha la distanza polare H = 1. Perciò, scelta una scala arbitraria 
per rappresentare l’unità (ad es. 20 em= 1, ossia 1 em= 0,05), si 
ottiene ancora un poligono indipendente da tale scala. 

b) Se si assume la distanza polare H = EJ, oppure H = 1, si 
ottiene la linea elastica con le ordinate 7 ridotte nella scala del disegno, 
come lo sono le ascisse (in vera grandezza soltanto se si disegnasse la trave 
in scala 1:1). Perciò le ordinate, già piccole per la loro natura, risul- 
tano impicciolite e quindi inapprezzabili. Per ingrandirle n volte, basta 
assumere le forze fittizie n volte maggiori, cioò n.M Ax 0 n(M/EJ)Ax; 
oppure assumere la distanza polare n volte minore, cioè H = EJ/n 
o H = 1/n. Così ad es., se la trave è disegnata in scala 1: 50, si sce- 
glie n uguale almeno a 50, per ottenere le ordinate 7 in vera grandezza; 
o meglio uguale a 250 o a 500, per ottenerle 5 o 10 volte maggiori del 
vero, e quindi meglio leggibili. 

c) La retta di riferimento della funicolare è arbitraria (n. 28 db); 
quindi naturalmente si assume orizzontale e coincidente con l’asse geo- 
metrico primitivo della trave. Se gli appoggi non sono cedevoli, le ordi- 
nate estreme della linea elastica sono nulle; perciò si deve trac- 
ciare la funicolare in modo (n. 197 5) che passi per gli estremi del- 
l'orizzontale di riferimento. Se invece gli appoggi subiscono dei cedi- 
menti 7, ed n, noti, si portano questi sulle verticali degli appoggi a 
partire dalla retta di riferi- Sal 
mento e nella stessa scala disegno 17100 pe 
delle ordinate 7, e si fa pas- 
sare la funicolare per i due La 6m i 
punti che così si ottengono. : 

Se uno degli estremi della O 
trave è incastrato, in esso si 
conosce la direzione della tan- 
gente alla linea elastica; per 2 
cui conviene cominciare la 
funicolare da tale estremo, ri- 
sultando così nota la prima 3 
proiettante e quindi anche il 
polo. 


Scala dei 
momenti | 
Iem= 10%kgem 


Scala delle 
ordinate 2 1 


E, f= 1,77cm 
Esercizio 191. — Una trave di 4L 
ferro a L N 18, lunga m 6, è fi 
liberamente appoggiata agli estre- ch 
mi ed è soggetta in mezzaria a 5]; 
un carico P = 1200 kg (fig. 287). 
Costruire graficamente la linea 
elastica. Fig. 237. 
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Soluzione. Trascurando il peso proprio, per la (215) il momento in mezzaria 
è Mmaz = 1200 - 600/4= 180000 kgem. Il diagramma .M è un triangolo, che 
si è decomposto in sei striscie di lunghezza dr = 100 cm, le cui aree MAx si 
sono portate nel poligono delle forze nella scala 1 em= 10” kgemg. Si è assunta 
la distanza polare H = EJ/200 = 2,1 - 10% - 1450/200 = 15,2 - 108 kgemq che, 
ridotta nella scala suddetta, risulta 1,52 em. 

In tal modo si è ottenuta la linea elastica con ordinate doppie del vero; per 
cui l’ordinata massima, che misura 3,54 cm, rappresenta la freccia f = 1,77 cm. 

Come verifica, calcolando f analiticamente (es. 193), si ha 


{LLPP 1200 + 600 STA 
438EI — 48-2,1 108 - 1450 : 


212. I corollari del teorema di Mohr. 
Se si deriva la (248) e si tiene presente la (221), si ottiene 
(249) p=tgp=-—-p=T*, 


essendo 7* il taglio fittizio provocato nella trave ausiliaria dal carico 
fittizio q*. 

Inoltre, il taglio T* agli estremi della trave ausiliaria è legato alle 
reazioni fittizie degli appoggi da 7*(0) = A* e 7*(1) = — B*; quindi 
le inclinazioni g agli estremi della linea elastica risultano g(0) = A*, 
g(1) = — B*. Perciò, se si indicano con a e f gli angoli di cui ruotano 
le due sezioni estreme della trave e si assumono positivi quando cor- 
rispondono ad abbassamenti delle tangenti estreme (fig. 290), si ha 
a=%9(0) e f=— g(l); quindi risulta 


(250) a=A4*, R=B*. 


Le importanti relazioni (249), (250) sono i corollari del teorema di 
Mohr: L’inclinazione p in un punto generico della irave data e le rota- 
zioni a e P delle sezioni estreme sono uguali rispettivamente allo sforzo di 
taglio fittizio T* e alle reazioni fittizie A* e B* della trave ausiliaria, 
pensata caricata col diagramma delle curvature della trave data. 

Se la trave data è di sezione costante, si può caricare la trave ausi- 
liaria col diagramma del momento flettente M, e dividere poi per EJ 
il taglio T* e le reazioni fittizie che esso genera; per cui risulta 


L'lia A* B* 
(249) (250,) 935 apo b= Gi: 


Le relazioni (250), (250,) sono fondamentali per lo studio delle travi 
iperstatiche (Capp. XI, C e XII, 4) e delle strutture complesse 
(Cap. XX). 
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213. Come dev'essere vincolata la trave ausiliaria. 


a) La retta di riferimento del diagramma M* si dovrebbe sce- 
gliere in modo (nn. 196 d, 199 c) che in esso risultassero i momenti M,* 
ed M,* che si hanno agli estremi della trave ausiliaria, cioè in modo 
che esso fosse in accordo con le condizioni di vincolo di questa trave. 
Ma il diagramma M* deve coincidere con la linea elastica della trave 
data, la cui retta di riferimento è già determinata dagli eventuali cedi- 
menti n, ed n, di quest’ultima (n. 211 ce). Perciò si scelgono invece le 
condizioni di vincolo della trave ausiliaria, che sono arbitrarie, in modo 
che risulti M,* = )a, M* = Mr 

b) Se la trave data è appoggiata o incastrata (perfettamente o no) 
agli estremi, senza che si abbiano cedimenti verticali 7, ed n», le ordi- 
nate estreme della linea elastica sono nulle e quindi devono risultare 
nulli anche M,* ed M,*. Perciò la trave ausiliaria dev'essere appog- 
giata agli estremi (19). 

Può sembrare che in tal modo non risulti alcuna difterenza fra il 
caso in cui gli estremi della trave data sono appoggiati e quello in cui 
sono incastrati. Ma degli eventuali incastri di essa tiene conto il dia- 
gramma M (o il diagramma M/EJ) che si usa come carico fittizio, che 
è diverso nei due casi (!"). 


(**) Se gli estremi della trave data subiscono cedimenti verticali n, cd n, da prima si pro- 
cede come se fossero nulli, poi se ne tiene conto aggiungendo all’abbassamento n trovato per un 
punto generico l'abbassamento n dovuto ai cedimenti, che è espresso 
(fig. 288 a) da 


i 


(?) È opportuno chiarire in qual modo l'influenza degli incastri 
interviene nella costruzione, quando si applica direttamente il teorema 
di Mohr (n. 210). Se la trave è incastrata agli estremi, il diagramma M 
ha le porzioni laterali negative e la porzione centrale positiva. Perciò 
le forze fittizie (M/EJ)Ax corrispondenti alle aree delle striscie sono 
negative, cioè rivolte verso l’alto, nei tratti laterali della trave, e ri- 
volte verso il basso nel tratto centrale. Quindi il poligono di tali forze 
sale dall’origine 0 fino a un certo punto (3), poi discende fino a un altro 
punto (10), e infine risale fino all’estremo n (fig. 288 b). Corrisponden- Fig. 288. 
temente le proiettanti, e quindi anche i lati della funicolare, hanno 
‘un’inclinazione da prima crescente fino a un massimo (flesso), poi de- 
crescente, ecc.; ciò che è appunto caratteristico della linea elastica di una trave incastrata. 

Le inclinazioni della prima e dell’ultima proiettante corrispondono alle rotazioni o cedi- 
menti angolari « e f delle sezioni estreme. 

Se gli incastri sono rigidi, cioè se « = 8 = 0, le proiettanti estreme sono orizzontali; quindi 
n= 0. Ciò significa che è nulla la somma delle forze fittizie (M/EJ)Ax, ossia che è nulla l’area 
del diagramma delle curvature; e se EJ è costante, significa che è nulla anche la somma 
delle forze fittizie MAx, cioè l’area del diagramma M (come troveremo anche per altra via 
nel n. 234 d). 
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c) Se la trave data è a mensola, libera in A e incastrata per- 
fettamente in B (fig. 293), nell’estremo B sono nulli abbassamento n, 
e l'inclinazione 9, (?*); quindi nella trave ausiliaria devono risultare nulli 
M,* e T,*. Questo richiede che la trave ausiliaria, caricata col diagram- 
ma M o col diagramma M/EJ, sia invece incastrata in A e libera in B. 
Per le altre condizioni di vincolo si veda l'esercizio 197. 


Esercizio 192. — Trave prismatica, appoggiata agli 
estremi e soggetta in essi a due coppie M uguali e con- 
trarie (fig. 289). 


l 1 
Soluzione. Il momento fiettente è costante e uguale 


pr M, quindi il diagramma M è un rettangolo. Perciò 
- Trave ausiliaria i 


le reazioni A* e £* della trave ausiliaria risultano 


MI cala MI 
Fig. 289. rapa ee i pesees 
A B su e quindi a=f 3EI 
Il momento flettente fittizio nella sezione di mezzo ha la stessa espressione 
(226) di M,maz per un carico fittizio uniforme q* = M, cioè (v. es. 94) 


M*ma = 3° = 2; quindi 


Esercizio 198. — Trave prismatica, appoggiata agli estremi e soggetta a un 
carico P nel punto di mezzo (fig. 290). 

Soluzione. Le reazioni fittizie della trave ausiliaria 
provocate dal diagramma M sono uguali alla metà del- 
l’area del diagramma: 

2 2 
(251) ar=p=io Pi; per cui a=f= 109° 

Lo sforzo di taglio fittizio nella sezione di mezzo è 
nullo e quindi, com’era evidente, si ha g = 0. 

Il momento flettente fittizio nella sezione di mezzo 
si ottiene in modo semplice osservando che le forze a sinistra formano una coppia 
di momento A4*7/3; perciò si ha 


Fig. 290. 


PI PR 8_PR 


È MORE ic indi siano, lara 
(252) M*,),= 18° e quindi  f 48EJ © 334° EJ 


Per una sezione generica $S di ascissa x < 1/2 l’area della parte del diagramma 
M che precede S vale 


(15) Se nell’incastro si hanno un cedimento verticale 1, e un cedimento angolare f, conviene 
tenerne conto dopo, aggiungendo all’abbassamento n trovato un termine espresso da n = np + 
+ BO - 2). 
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quindi in $ risulta 
T* 1 e 2 PE [_u(2Y 
9= zi E)\i6 4) isa ( JE 
_M_1 (ee Pat a PE [, x (2) 
n= EI Ei\6” 14 3) I )]- 


La prima espressione dà l’inclinazione 9 generica; la seconda è l’espressione del- 
l’ordinata generica 7, ossia è l'equazione della linea elastica (per la età sinistra 
della trave). 


Esercizio 194. — Calcolare la freccia di una trave prismatica, perfettamente 
incastrata agli estremi e soggetta a un carico P nel punto di mezzo (fig. 291). 


P 


Fig. 292. 


Soluzione. Per quanto si è detto alla fine della nota 17, e come risulterà an- 
che nel n. 234 b), il diagramma intrecciato del momento flettente ha l’area 
nulla, e quindi le massime ordinate positiva e negativa risultano uguali fra loro 
e uguali a P/7/8. Caricando la trave ausiliaria, liberamente appoggiata (n. 213 8), 
col diagramma M, si ha A* = B* = 0; in armonia con le condizioni a = f = 0, 
e coln. 234 d). L'area del diagramma M che precede la mezzaria equivale a due 
forze tittizie P1*/64 uguali e contrarie, di braccio 2/3; per cui risulta 


PR PI 2 PR 
fed = — i i = ——_-, = ——- *——- 
(263) Mrnee = iggo 9 quindi /= 7357 = 384 EI 


Esercizio 195. — La trave di ferro a T N 20 della fig. 292, lunga m 8, ha un 
tratto centrale lungo m 4 rinforzato mediante due piastre di ferro di 10 mm 
di spessore e larghe come le ali. Calcolare la freccia prodotta da un carico 
P = 2000 kg concentrato in mezzaria. 

Soluzione. La trave è di sezione variabile, per cui si dovrebbe caricare la 
trave ausiliaria col diagramma delle curvature M/EJ e si otterrebbe n = M*. 
Tuttavia, se J, 67 sono i momenti d’inerzia nei tratti laterali e in quello rin- 
forzato, conviene esprimere la curvatura nei due tratti con 


M M_In. M _aM 
Hit LIO IT E Ely 


avendo posto Jy/J = a. Perciò si può considerare la trave come se avesse il 
momento d’inerzia costante /,, purchè il momento fiettente si riduca ad af 
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nel tratto centrale, come indica il diagramma a contorno continuo: L’ordinata 
massima Pl/4 diventa perciò aPl/4; quella Pa/2 all’inizio del tratto rinforzato 
diventa aPa/2; e l'andamento fra i due punti rimane lineare. 

Decomposta in due triangoli la metà sinistra del diagramma così alterato, 
si ha 


«_ aPE, Pa aPa® _ aPE Pa? 
Si 16 £ £ 1601797: 
PE 1 Pa 2a aPf Pa? 
M*ua Te iL io si 3 = Dia dA 


Quindi si ottiene f = M*,9/EJo. 
Coi dati del problema si ha Jo = 2142 cm', J = 4128 em', a = Jy/J = 0,515, 


Fig. 293. Fig. 294. 


E = 2,1 - 10° kg/cmq, EJ, = 4498,2 + 10° kgemq. Sostituendo, risulta 


. . 3 . 
SI D000 oO 2000 i 200 _ 19354,7 + 10* kgomo, 


M*y3 _ 12354,7 - 109 
L3 EI, 44982 - 10° 


M*j, = 


2,75 cm. 


Esereizio 196. — Trave a mensola, di sezione costante, soggetta a un carico P 
nell’estremo libero A (fig. 293). Calcolare la rotazione e l’abbassamento in A. 
Soluzione. Caricando la trave ausiliaria (n. 213 c) col diagramma M (nega- 
tivo, cioè equivalente a forze fittizie rivolte in alto), le reazioni fittizie nell’estre- 
mo A che si è incastrato risultano 
PI? Pl? _2 _ PE 


* * 
" 2? Mi 2 3 3 


Quindi si ottiene (239), (240) 


2 3 
alri pdl 


2EJ 3EI 


Esercizio 197. — Mediante i corollari di Mohr, studiare la deformazione di 
una trave su due appoggi con sbalzo, soggetta a un carico P nell'estremo di 
questo (fig. 294). 

Soluzione. È un caso non considerato nel n. 213. La trave data subisce una 
rotazione e un abbassamento in C' e soltanto una rotazione in B. Perciò la trave 
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ausiliaria dev'essere incastrata in 0, affinchè risultino una reazione verticale C* 
e un momento d’incastro M?, e appoggiata in B, affinchè risulti una reazione B*. 
Inoltre, non potendo la trave data abbassarsi in A, nella trave ausiliaria deve 
risultare nullo il momento M?#; il che equivale a dire che la trave ausiliaria ha 
una cerniera in A. 

La reazione B* è determinata dall’annullarsi di Mf?: 
l Pla 


uil GS i È n cia 
330 da cui B*= . 


M? = B*1+ 3 Pal E 


Le reazioni e le sollecitazioni fittizie sono date da 


1 Pla 
* * 
T* B*— + Pal De 
o*= tt = t:-} pat ne (214 30), 
ll 2a Pla®  Pa® Pa? 
* — ale Tk a 4 
M* = M* Tta+ 3 Pa 7=0+ ++ 3 (+0). 


Quindi le varie deformazioni risultano 


_ Pla _ Pla Pa (21+ 3a) Pal | 
VT ang: 977 gr Pet agg Sd Tg 


14 a). 


È ovvia l'estensione al caso della trave con due sbalzi. Se invece la trave fosse 
incastrata in B, la trave ausiliaria sarebbe libera in B. 

Se si fosse voluta la deformazione della sola trave AB compresa fra gli ap- 
poggi, sarebbe bastato caricare con la parte corrispondente del diagramma M 
una trave ausiliaria lunga ? e appoggiata (n. 213 5) agli estremi A e B. 


214. Deduzione diretta dei corollari di Mohr. 


Alle stesse proprietà espresse dai corollari del teorema di Mohr si 
giunge anche con ragionamento più immediato e istruttivo. 

a) Travi a mensola. Se si pensa che sia elastico soltanto un 
tronco dx della trave (fig. 295), il tratto di 
essa compreso fra dx e l’incastro B rimane 
rettilineo e non si muove, mentre il tratto 
compreso fra dx e l’estremo libero A rimane 
rettilineo e ruota di un angolo dp = Mdx/EJ, 
dovuto alla deformazione del tronco de, in- 
torno al punto di mezzo di dr. Considerata 
una sezione generica $, se dx è compreso 
fra S e B ed è distante e— xs da $, la 
sezione subisce una rotazione uguale a dp e 
un abbassamento (x — rs)dp; se dr è compreso fra S e A, la sezione 
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non risente della deformazione di dr. Perciò, essendo elastici tutti i 
tronchi de della trave, risulta (1°) 


B BM 
(254) gs=Zdp=Zzz do, 
B BM 
255 bal DTd > 
(255) ns=% (@ — 2s) dp Z pi lo(0 — ws) 


Ossia: la rotazione di una sezione generica S è uguale all’area del dia- 
gramma delle curvature, computata da S fino all’incastro; l'abbassamento 
di S è uguale al momento statico della stessa area rispetto alla verticale 
per S. Tale area e tale momento statico coincidono evidentemente con 
le sollecitazioni fittizie T* ed M* (n. 212 a) generate nella sezione $ 
dal diagramma delle curvature posto come carico fittizio sulla trave 
ausiliaria libera in B e incastrata in A (n. 213 c). 

Se la trave è prismatica e omogenea (EJ costante), si ha anche 


1 
Ns = Fi 
quindi si giunge alle stesse conclusioni, con la sostituzione del dia- 
gramma del momento flettente a quello delle curvature, salvo la suc- 
cessiva divisione per EJ. 

Naturalmente, l’area del diagramma si valuta misurando le ascisse 
nella scala delle lunghezze e le ordinate in quella delle curvature o in 
quella dei momenti flettenti. 

b) Travi appoggiate o incastrate agli estremi. 
Se la trave è appoggiata, è soggetta soltanto ai 
carichi esterni; se è incastrata, si può ugualmente 
considerare appoggiata, e soggetta agli stessi ca- 


{ delle curvature richi e ai momenti d’incastro equivalenti agli in- 
i RA castri soppressi. 
Se della trave si pensa che sia elastico sol- 


tanto un tronco dx distante x e x' dagli appoggi, 
la trave si deforma in modo che i tratti x e 2° 
rimangono rettilinei (fig. 296) e ruotano l’uno ri- 
spetto all’altro di un angolo dp = M dx/EJ, dovuto alla deformazione del tronco 
da. Le inclinazioni da e df dei tratti x e 2’ risultano 


i» B 
(254,) (2551) gs= Fi 2Mdeo 7 ZH dala — %a); 


Fig. 296. 


BB' xdo Mdx .2 dp AA'_ axdp  Mde . 
Ù t ETILIR Ù l EJ « 3; 
Per le (7), queste espressioni sono le reazioni fittizie d4* e dB* dovute al 
carico fittizio elementare Mdr/EJ (cioè alla striscia dr del diagramma delle 
curvature) posto su di una trave ausuiraria uperamente appoggiata. 


da 


('*) Queste espressioni non sono che un caso particolare delle relazioni che troveremo stu- 
«diando le travi ad arco (Cap. XIX, A, formule 569). 
Il centro della rotazione corrisponde al baricentro della porzione di diagramma M da S a B. 
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L’inclinazione della linea elastica in una sezione generica S coincide con 
da = dA*, cioè col taglio fittizio AT$, se S è a sinistra di dr; con — dB = — dB*, 
cioè ancora con aTg, se S è a destra di dx. L’abbassamento di S è uguale nei due 
casi a da - ag = dA* - ws, oppure a df - 2's = dB* - xs, e quindi in ogni caso 
al momento flettente fittizio in S provocato dal carico fittizio elementare M dx/EJ. 

Pertanto, tenendo conto della deformazione di tutti i tronchi dx della trave, 
le rotazioni a e f delle sezioni estreme risultano uguali alle reazioni complessive 
A* e B*; l’inelinazione generica © della linea elastica risulta uguale a 7*; l’ab- 
bassamento generico n risulta uguale a M*. 


Esercizio 198. — Trave a mensola, di sezione costante, soggetta a un carico P 
concentrato nell’estremo libero. Calcolare la rotazione e 
l'abbassamento di una sezione generica S (fig. 297). P 

Soluzione. L'area del diagramma M (negativa) compresa Uu 
fra S e B vale ess, 


i 


PO PE er cui E j_-® 
2° P 977 3EI E): 


Fig. 297. 


Per calcolare il momento statico della stessa area ri- 
spetto alla verticale per S, senza determinare il baricentro del trapezio, conviene 
scomporla in un rettangolo e in un triangolo: 


l-x lx 20_-2) x a P 
5 + P(1- 2) 5 0 per cui n=ggg(l- 2 (2+2). 


Pal 2) 


Esercizio 199. — Trave a mensola, di altezza costante e di larghezza varia- 
bile come indica in pianta la fig. 298. Calcolare la rotazione e l'abbassamento 
dell’estremo libero, provocato da un carico ivi con- 


P centrato. 
tr Soluzione. La rotazione dell’estremo libero è data 
EI da 
polis M 1 pid 
' ee: n E OT pet È 
P a=Z77 EI, MT da, 


E = . essendo J, un particolare valore di Y, ad es. quello co- 
(= stante del tratto b. Perciò è come se tutte le sezioni 
B. della trave avessero il momento d’inerzia costante 4. » 
purchè al diagramma M, rappresentato dal triangolo 
A,B,0, si sostituisca il diagramma M(J,/I), rappre- 

sentato da A,DECB,. 
Decomposto questo diagramma nel rettangolo A,DFB, e nel triangolo EC, 

si ottiene 


Fig. 298. 


a 1 
= EJ, 


(Pa A S) 1 Fo ; Pb» (e ||: 


2 = mr, US) 
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Esercizio 200. — Le due travi AC e CB della fig. 299 hanno uguali le sezioni 
e sono dello stesso materiale. Calcolare le rotazioni e gli spostamenti nei punti A 
e © per effetto della forza verticale P. 

Soluzione. Nella figura è rappresentato il diagramma M 
per entrambe le travi. L’area complessiva vale 


Pa? È Pa(a 
3 +Pah, per cui ga =— AG +7). 


L’area della parte corrispondente a CB vale 


i Pah 
Pah, per cui SRI 
Fig. 299. Lo spostamento verticale del punto A dipende dal 


momento statico complessivo del diagramma M rispetto 
alla verticale per A (considerando però il diagramma del tratto CB concentrato 
lungo la retta 08): 


a 2a " Pa(a 
53 ‘a, per cui Ma = (7 +1). 


Il punto © si sposta orizzontalmente. Il momento statico del tratto CB del 
diagramma M rispetto all’orizzontale per 0 vale 


2 
Pah » 3 $ per cui E=£5= Pah: 


215. Impiego delle serie trigonometriche. 


a) L'equazione della linea elastica di una trave prismatica inflessa si può 
in generale rappresentare mediante una serie trigonometrica; ciò che può avere 
utili applicazioni, ad es. nello studio delle travi inflesse e sollecitate assialmente 
(Cap. XIII, 0) e nello studio delle vibrazioni delle travi (Cap. XXV). A tale 
risultato si può giungere per vie diverse, sia applicando formalmente le proprietà 
delle serie di Fourier, sia facendo uso soltanto di considerazioni energetiche ele- 
mentari. Seguiremo quest’ultima via (2°), che è la più 
istruttiva. iP 

Consideriamo la serie di funzioni sinusoidali 


E NILE rsa È 
(256) p= Zen sen 7- = 


Il primo termine c, sen 72/I, il secondo c, sen 2az/I, il asta] 
i 


terzo cz sen 3xx/l, ecc., rappresentano le sinusoidi della RENE n] 
fig. 300 b), c), d)..., aventi una, due, tre... semionde; 
i coefficienti c,, c,, cs... ne rappresentano le massime Fig. 300. 


(®) S. TIMOSBENKO: Application of general coordinates in solution of problems on bending of 
bars and plates, « Boll. Ist. Polit. =, Kiew, 1908. 
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ordinate. Scegliendo opportunamente i valori dei coefficienti c,, cy, c4 ..., cioè do- 
sando opportunamente l’importanza di ciascun termine della serie (ossia l’im- 
portanza delle varie sinusoidi che si sommano), la funzione 7 data dalla (256), 
che si annulla insieme con la derivata seconda 7° per x = 0 e pera = 1, può rap- 
presentare la linea elastica di una trave appoggiata, per qualunque condizione 
di carico. Di solito tali serie convergono molto rapidamente, sì che si ottiene 
una buona approssimazione computando soltanto pochi termini, e talvolta sol- 
tanto il primo. 

Per determinare i coefficienti c,, osserviamo che se essi hanno i valori dovuti, 
cioè se la (256) rappresenta la configurazione di equilibrio della trave inflessa, 
l'energia totale di questa, costituita dal lavoro interno di deformazione L, e 
dall'energia potenziale dei carichi, è minima (n. 319 5). Perciò se si altera di 
pochissimo tale configurazione (alterando il valore di qualche coefficiente cn), 
l'incremento dL; è uguale al lavoro esterno 4L, che compiono i carichi (diminu- 
zione dell’energia potenziale dei carichi). 

Per le (132;), (233,), il lavoro L; è dato da 


È i 


_ [M*dx _EJI (nm 
Li=/ ng = 5 |rdo. 
() 0 
Dalla (256) si ottiene 
PI Ea na 2 2ra 33,8 _3na 
n ap SOT- a pen % E sen ri 


Il quadrato di 7°" contiene termini dei due tipi seguenti 


atti. gra Gi restnà rax Ehed 
ep sent, nt Ben 7 Sen. 
Ma si na 
LI l 
PILA l ra SIL. 
fsen I de DL sen I sen I da 0. 
0 
Quindi risulta 
EI MEI 
Ge da (cf + 253 + 34 +...) = os Tnt ec. 


Se alteriamo la configurazione (258) di equilibrio, variando uno dei coeffi- 
gienti c, al quale diamo un incremento de,, il lavoro L; varia di 
dL; = dea): nie, den. 


23 


Contemporaneamente le ordinate 7 variano, perchè nella (256) varia il ter- 
mine dipendente da c,; quindi i carichi compiono un lavoro esterno elemen- 
tare dL,. Se consideriamo il caso (fig. 300 a) della trave soggetta a un carico con- 
centrato P, distante a dall’appoggio A (caso importante, perchè consente di stu- 
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diare poi qualunque altra condizione di carico sovrapponendo gli effetti), il punto 
d’applicazione di P si abbassa di de, - sen n7a/l, e P_ compie il lavoro 


dL,=P- dor sen "7". 


Dall’uguaglianza dL;, = dL, risulta l’espressione del coefficiente generico 


2PR 1 nana 


(257) = FBI FS Ù 


Pertanto, la (256) diventa in questo caso 


2PR na no, 1 2ra 2a 
n= Ggp(sn I sen 71 iS I sen I += 
2P% Pil en naa en PIL 
MEI 1 n l dii 


Ad es., se P agisce nel punto di mezzo della trave (a = 1/2), l'abbassamento 
dello stesso punto di mezzo (x = 1/2) risulta 


2PR/ 1,1 
1= Eg(1+ + +) 


Limitando la serie al primo termine, si ha 


{= 2PR __PP reni PI 
SEI © 43,70n)° "VO I8bI” 


con un errore dell’1,46 % in difetto. Computando i due primi termini, il divi- 
sore diventa 48,11, con un errore in difetto di 0,23 %. Tenendo conto dell’in- 
tera serie, che vale 74/96, si ottiene il valore esatto P19/48EJ. 

3) Sovrapponendo gli effetti (*), si può studiare qualunque distribuzione di 
carichi: Nel caso di più carichi concentrati P, P. ... distanti a,, ay... da A, basta 
sommare i valori del coefficiente generico en dato dalla (257). Nel caso di un ca- 


(*) Anche per le ordinate n della linea elastica vale il principio della sovrapposizione degli 
effetti: Se la trave (fig. 244) è soggetta ai carichi P,, P., Pa, esprimendo M in una sezione 
generica S mediante la (216), la (233,) diventa 

dn P.0, i _ Pa0, 1 _ Pabs 
EJ Era = pp 17 1” 
Se invece agisce soltanto P,, o soltanto P., o soltanto P., e si indicano con n1, Na, Na, le ordi- 
nate delle linee elastiche che si hanno nei tre casi, la (233:) diventa rispettivamente 


dns _ _Pibs 
» PI - Fia 


dn _ Pia si dns 
EI @ TE» EI 


P10, 
fila 


Sommando queste tre equazioni, si ottiene 


EJ 


dini + na + na) Pa, 1 _ Pa@r 1 _ Paba 
da e ia pr fi ata 


Quindi, confrontando, risulta che n = n: + na + na; ossia che le ordinate n della linea elastica 
relativa a più carichi sono la somma delle ordinate delle linee elastiche relative ai singoli 
carichi. 
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rico ripartito g, definito dalla funzione q = q(a) da a =0ada=1, oppure dalle 
funzioni q = gq1(4), 4 = gs(a) ... negli intervalli da 0 ad a,, da a, ad ay, ece., un 
elemento da della trave è soggetto a un carico P = g(a)da; per cui dalla (257) 
si ottiene la seguente espressione dei coefficienti (?) della (256) 


CA CA 
28 1 Î, naa o nna 
(258) © = #53 I) q.(a) sen qa +] qe(a) sen 3° da + 
ò CA 


(#) Allo stesso risultato si giunge applicando le proprietà delle serie di Fourier: 
Osserviamo da prima che se il carico varia secondo la legge sinusoidale 


(a) neon E, 


anche la linea elastica e il momento fiettente risultano sinusoidali affini: 


1 v nre 
® EJ” nigi tnt 7» 
Ual nre 
(e) M = — EJy= ra n. 


Infatti, la (b) soddisfa l'equazione differenziale (235) e soddisfa pure le condizioni di vincolo 
n=" =0 pera =0 e perc =l. ‘ 

D'altra parte, la teoria delle serie di Fourier insegna che qualunque funzione definita nel- 
l'intervallo da 0 a Z e avente un’unica espressione analitica g(x), oppure avente diverse espressioni 
a) da 0 ad a., g:(7) da a, ad a}... g,(1) da a,_1 ad I, e tale che si annulli negli estremi 0 ed 2, 
si può rappresentare mediante una serie di seni 


(a.) a(xe) = q, sen F + ds sen 257 + qs sen sr +03 
che il coefficiente generico 2g, è dato da 
2 A da 
@ an = È | fante) sen ES ae + [an (2) son E die +. 


0 a 


Perciò, nota la legge di distribuzione del carico q = g(x) (0 le diverse espressioni 4 = q1(), 
Q = Q2(x) ... nei diversi intervalli), e ottenuti mediante la (d) i coefficienti dei termini della ge- 
rie (a.), si ha 


- 1.0 nrr 
da = EI inn 7» 
a 
(n) M = Ener, 
= 7 


Questi risultati coincidono con quelli già trovati, come si riconosce confrontando ia (04) con 
la (256) e la (d) con la (258). 
Osserviamo ancora che l’integrale generale dell’equazione 


EJa” = a = an sen E 


1 w nar 
= Fi iS 7 + A + Bat + x + D. 


Perciò se la trave non è appoggiata, ma è vincolata in altro modo, si determinano le costanti 
4, B, C, D tenendo conto delle condizioni di vincolo. 
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Esercizio 201. — Trave appoggiata agli estremi e caricata uniformemente. 
Soluzione. La funzione g(e) che definisce il carico ha il valore costante q da 
0 a t; quindi, osservando che 
Di 


J qsen 7° da ESS se n è dispari 
NI 
è se n è parl, 
la (258) dà 
_ 4@ 1 . sa 
n= FEI per » dispari 
=0 per » pari. 


Perciò l'equazione della linea elastica diventa 
dg $ 1 NIE 


03 BEI 1,55, RT 
In particolare, la freccia risulta 


Agli N 
solista) 


e computando soltanto il primo termine 


digli. QD i i ad, 
1= 563 1650551» = Invece di 7gshy: 


con un errore in eccesso di 0,38 %. 
Esercizio 202. — Trave appoggiata agli estremi e soggetta a un carico 


triangolare sull’intera lunghezza, crescente verso destra. 
Soluzione. Il carico è definito da a = 0 ad a=1! da 


Im mer 


q=ga)= a; 
quindi dalla (258) si ottiene 
1 
ca 1. mar | NI, _ 
OST ni î fase da = 
0 
2 Tia n 
= 4 Elmo. — sa a n è dispari i 
= I secondo che n è dispari o pari. 
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n= Sony (nq psn 7 + pisa 7 
Mmolt FM. 

DEI 1 n 1 


T’abbassamento del punto di mezzo è uguale a quello trovato nell’esercizio 
precedente. 


pe” 
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206. Bibliografia. 


Sullo studio delle travi inflesse è utile vedere i Capp. IX e X del volume 
di 0. MoHnr: Abhandlungen aus dem Gebiete der technischen Mechanik, Berlino, 
Ernst, 1928; e i Capp. V del primo volume e I del secondo volume, seconda 
parte, dell’opera di H. MùLLER-BrESLAU: Die graphische Statik der Baukonstruk- 
tionen, Lipsia, Kròner, oppure l’edizione italiana, Milano, Hoepli, 1927. Una 
trattazione estesa delle travi infiesse, nonchè delle travi continue e delle travi 
di uniforme resistenza, si trova nei Capp. IV, V, VI del volume di C. CERADINI: 
Meccanica applicata alle costruzioni, Milano, Vallardi, 1921. Nel Cap. III del terzo 
volume dell’opera di C. SaviortI: La Statica grafica, Milano, Hoepli, 1888, è 
esposto con vari esempi il procedimento d’integrazione grafica dell’equazione 
della linea elastica, proposto da questo autore. 

Per lo studio matematico del problema di Saint-Venant relativo alla fles- 
sione composta si consigliano il primo volume dell’opera già citata (n. 70) di 
G. CoLoNNETTI, parte seconda, Cap. VIII, nonchè il Cap. X, nel quale sono 
dedotti i fondamenti della teoria approssimata delle travi inflesse; e il volume 
già citato (n. 189) di C. L. Ricci, nn. da 54 a 57. Si può vedere inoltre con pro- 
fitto il volume p'\ volte citato di S. TimosHENKO: Theory of elasticity, Capp. 
II e X, nei quali sono svolti diversi casi particolari. 

Ulteriori notizie sulle applicazioni delle serie trigonometriche si trovano nella 
memoria di G. ALBENGA: Su di alcune applicazioni di serie trigonometriche alla 
determinazione di linee elastiche, « Atti R. Ist. Veneto », 1913. 
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CapIToLO XI. 


TRAVI DI UNA SOLA CAMPATA 


A) LE TRAVI A MENSOLA. 


217. Riassunto di risultati già noti. 


Per le loro frequenti applicazioni, raccogliamo le espressioni tro- 
vate negli esercizi 184, 185, 186, che danno la 


È; l —- rotazione (sinistrogira) e l’abbassamento del- 
AM BÈ a) l’estremo libero di una trave a mensola di 
sezione costante, per diverse condizioni di ca- - 


P 
{ È rico (1) (2): 
A BÈ db) Coppia M applicata nell'estremo libero 


0=ql (fig. 301 a) 


CO I b MI Me 
A BH c) (259), (260)  a=gp? = 26J° 
12 
Q= Amo Carico P concentrato nell’estremo libero (*) 
pri » (fig. 301 D) 


Fig. 301. " PI? PR 
(261), (262) 0= 3)’ Î= 55] 


Carico Q = gl uniformemente ripartito (fig. 301 e) 


de _® gd _ e 
(263), (264) @«=gry =G5J: '=sEI 7 3EI 


(1) È facile verificare che le espressioni di « hanno dimensioni nulle e quelle di 7 hanno le 
dimensioni di una lunghezza. Di solito si esprimono le forze in kg e le lunghezze in cm (M in 
kgem, P o Q in kg, g in kg/em, lin em, Ein kg/cma, J in em*); e quindi la rotazione @ ri- 
sulta in radianti e la freccia f in cm. 

() Si osservi che tutte le espressioni delle deformazioni dovute alla flessione (v. anche le 
espressioni di 1/r e di ®, Cap .VI) hanno EJ al denominatore. 

(®) Osserviamo che l’abbassamento / (in cm) prodotto da una coppia M = 1 kgem ha lo 
stesso valore della rotazione « (in radianti) prodotta da una forza P = 1 kg. È questo un caso 
particolare del teorema di Maxwell, che dimostreremo nel Cap. XVI. 
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Carico Q = Qma:l/2 triangolare (fig. 301 d) (es. 205) 


ve 7 
(265), (266) a= ESE 1= 165) 


Esercizio 203. — Una trave di legno a mensola, lunga m 2,00 (fig. 302), ha 
la sezione rettangolare di em 20 x 30, disposta coi 
lati maggiori inclinati di y = 30° rispetto alla verti- " 
cale. Determinare lo sposiamento dell’estremo libero, pera 
provocato da un peso P = 600 kg concentrato in tale 80° LI) 
estremo. 5) 

Soluzione. La trave è soggetta a flessione deviata, 
che equivale a due flessioni rette (n. 137 a) nei piani 
passanti per gli assi principali d’inerzia y e 2, pro- 
dotte dalle forze P cos y e P sen y. 

I momenti principali d’inerzia della sezione val- Fig. 302. 
gono J, = 45000 cm' e 7, = 20000 emi. 

Assumendo £ = 105 kg/emq, le freece corrispondenti alle due flessioni rette 


* risultano 


i, = cos II _ 600 + 0,866 - 200° 
i 357, 3105 > 45000 
i, = (2 50m n) _ 600 + 0,5 + 2008 
= 35I, 3 105 - 20000 


0,308 cm, 


0,400 em, 


La freccia totale è 
f=Vji+f® = 0,505 em. 


Essa forma con l’asse y un angolo £ (fig. 302 c) tale che 


tg8=-#= 1,299, cui corrisponde f= 52925’ 


quindi è inclinata di f — y = 22° 25’ rispetto alla verticale (*). 


(*) Se si indicano con Fy = P/3EJ,, F,= P?3/3EJ, le frecce nelle direzioni y e z pro- 
dotte, da P agente rispettivamente nelle direzioni y e £, la traiettoria percorsa dal baricentro 
della sezione estrema, quando P ruota nel piano della sezione intorno al baricentro, ha le 
coordinate 

i, = Fycosvy, i, = F,seny. 
Quindi la traiettoria è un’ellisse di semiassi F, ed F,. A due direzioni di P normali fra loro 


corrispondono per la freccia f due diametri coniugati dell’ellisse. 
È questo un caso particolare di un teorema di Forchheimer, che dimostreremo nel Cap. XVII. 
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218. Carico concentrato in un punto generico. 


Nel caso di un carico P agente in un punto generico C distante è 
dall’incastro (fig. 303), il tratto CB s’inflette e il tratto 40 rimane 
rettilineo. Quindi, per le (261) e (262), la rotazione a dell’estremo A 


4 Cd 
A ch 
7 
Dannati 
Fig. 303. Fig. 304. 


(o di una sezione qualunque del tratto 40) e l'abbassamento f del- 
l’estremo A (freccia) risultano 


(RT &=2EJ= 3EI © 
Py Pb 
(268) f=f+0a=3p]+2%EJ® 7 
Pi P 
EJ (8-0) = qpg CP — 8ba + af) 


Applicando il principio della sovrapposizione degli effetti, le (267), 
(268) consentono di calcolare rapidamente a ed f anche nel caso di più 
carichi P,, P., Pz... distanti a,, 4», 43... dall’estremo libero. Nel caso 
di un carico ripartito con legge nota q = g(x), si scompone questo in 
carichi elementari q de distanti a = x dall’estremo libero. 


Esercizio 204. — Calcolare la rotazione e la freccia dell’estremo libero di una 
trave a mensola di sezione costante, caricata uniformemente sulla metà adia- 
cente all’incastro (fig. 304). 

Soluzione. Il tratto scarico AC rimane rettilineo. Quindi per le (263), (264) 
si ha 


1 
(5) ql 
Si eta 14 BR ASILI, 
BERT 
13). _1_71_ 
i= <> tag 3 7351 LI 
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Allo stesso risultato si giunge mediante ie (267), (268) e il principio della so- 
vrapposizione degli oftetti: 
Roe DER 
qda 2 "q . a 
a [srl o, ri J 65I 3x4 28). 
u2 u2 


Esercizio 205. — Trave a mensola di sezione costante, soggetta a un carico 
triangolare (fig. 305). 

Soluzione. Se dmar = 2Q/l è il carico unitario massimo in B, quello all’ascissa 
generica x vale q = 9max®/l. Quindi si ottiene 


l t 
‘gdo at = Ina |, 2 Qu 
da / 25I (0 ©° = 2byI / a0==9)fdar porgo 
l da * % 
= f@ 8 Gmaz | (99 _ È _ 
i J dr (AP— 302 + ad) 6271) 024 — 3Pr + a8)de = oa. 
0 0 


A: "© 


nin 


Fig. 305. Fig. 306. Fig. 307. 


Esercizio 206. — Trave a mensola di sezione costante, caricata uniformemente 
sulla metà adiacente all’estremo libero (fig. 306). 

Soluzione. Per il principio della sovrapposizione degli effetti, basta sottrarre 
dalle espressioni (263), (264) quelle trovate nell’esercizio 204: 


a L_ 


jet a - HE 
— 8EJ 384EJ  384EJ° 


Esercizio 207. — Trave a mensola di sezione costante, caricata come nella 
fig. 307. 

Soluzione. Per differenza fra le espressioni (263), (264) e le (265), (266) si 
ottiene 


__ 20 Qu qe 


© 6EI I2EI 463” 


j=20P_-0P ner 
— SHIO 15£EJÙ 60£3° 
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219. Composizione cinematica delle deformazioni. 


Per calcolare la rotazione e l'abbassamento di un punto generico 
di una trave a mensola, si può anche dividere questa in tratti di com- 
portamento più semplice o comporre le deformazioni dei vari tratti. 
Così nel caso della fig. 308 a) si può 
studiare da prima il tratto 4,, tra- 
sportando nel suo estremo PD tutte 
le forze che precedono (fig. 308 b) 
e aggiungendo una coppia di mo- 
mento M, = — P.(4, + A.) — Pod 
Per le (261), (262) e le (259), (260), 
la rotazione (sinistrogira) e l’abbas- 
samento della sezione D risultano 


(P1+ P. + Po)dî Mohs 


da = abi VE 
Fig. 308. ae (Pi + Pi + Pa)lî + Mai 
di 353; 2E3 x 


In modo analogo, si determinano la rotazione e l’abbassamento 
della sezione © rispetto alla D; quindi, componendo questi movimenti 
con quelli della sezione D, si ottiene 


(P1 + Po)lî , Ma 
&=0+ Ti, VII 


P: P.)Mt. MA 
fe = fa + Waho + fea = fa + dada + i + EI, 


È così di seguito. Il procedimento è valido anche se la rigidezza EJ 
è diversa nei vari tratti Z, come pure nel caso in cui questi abbiano 
direzioni diverse (v. es. 210). 


Esercizio 208. — Calcolare la rotazione e l'abbassamento del punto di mezzo 0 
di una trave a mensola di sezione costante, provocati da un carico P agente nel- 
l'estremo libero. 

Soluzione. Trasportando la forza P in 0 e aggiungendo la coppia M, = 
= — Pl/2, si ottiene 


1)» PI/1 
usi (4) FARE, 
N= 357 * 3EI © 4sbr 
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Esercizio 209. — Una trave a mensola, di ferro a T N 18, lunga m 2,20, è 
soggetta a un carico P, = 500 kg nell’estremo libero A ‘e a un carico P, = 700 kg 
in un punto © distante m 1,00 da A. Calcolare le rotazioni e gli abbassamenti 
dei punti 0 e A. 

Soluzione. Momento d’inerzia della sezione J = 1446 cm*; E = 2,1 - 10*kg/emq. 
Movimenti del punto 0: 


1200 - 1208 500 - 100 - 120 
de = 53,1 - 10° - 1446 + 2,1 - 106 - 1446 — 0090482, 
1200 - 1207, 500-100-120 _ 346 0m. 


Me 33,1 108 - 1446 2- 3,1 > 10% - 1446 


Movimenti del punto A: 


500 - 100° 
a = 0,0048243 3 7.195. 1446 = 000564, 
500 + 100° 
Ma = 0,346 + 0,00482 + 1004 5-37 .105. 1446 = 0889 om. 


Essendo la sezione costante in tutta la trave, i movimenti dell’estremo A 
si potevano calcolare anche mediante le (267), (268) e la sovrapposizione degli 
effetti. 


Esercizio 210. — Calcolare le rotazioni e gli spostamenti dei punti C' e A della 
trave ad angolo della fig. 299, supponendo che la trave AC e il piedritto CB ab- 
biano rigidezze diverse EJ ed EJ,. 

Soluzione. Se si trasporta la forza P in C e si aggiunge la coppia — Pa, sol. 
tanto questa fa ruotare la sezione 0, dell’angolo 


_Pa-h, 
7 Edi î 


e la fa spostare orizzontalmente verso sinistra di 


6 _Pa- h 
+7 Bd, 


Se si trascura la deformazione prodotta dallo sforzo normale, il punto 0 non 
si abbassa. 
Rotazione di A: 


Pa _ Pa? 
da = + spy = apJ +1). (fee 
Spostamento verticale di A: 


Pa _ Pa 


No = A+ 37] = 35] 80+ 1). 


Lo spostamento orizzontale di 4 è uguale a quello di 0. 
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Esercizio 211. — Utilizzando le formule delle travi a mensola, calcolare l’ab- 
bassamento del punto di mezzo di una trave su due appoggi, di sezione co- 
stante, caricata uniformemente (fig. 309 a). 

Soluzione. La mezza trave AC (fig. 309 b) si può considerare a mensola, cioò 
incastrata in C, libera in A, e soggetta al carico Q/2 
verso il basso e alla reazione A = @/2 verso l'alto. 
Per le (262) e (264), l'innalzamento di A rispetto 
a © (uguale all’abbassamento cercato di C' rispetto 
ad A) risulta 


QI} Q(1° 
j=? \ 2) 2 () 508 
Fig. 309. 3ET 8ET 384EÎ 


Esercizio 212. — Trave su due appoggi, di sezione costante, soggetta a un ca- 
rico Pin un punto C (fig. 310). Calcolare l'abbassamento di C, utilizzando le 
formule delle travi a mensola. 

Soluzione. Se si pensa la trave disposta secondo la tangente 4,3, alla linea 
elastica nel punto 0, (fig. 310 a), con la sezione C, incastrata e le sezioni A, 
@ B, libere e soggette alle reazioni Pb/l e Pa/l 
(fig. 310 b), gli innalzamenti fi=A;4 ed fy=B}B 
degli estremi delle mensole valgono (5) 

Pl a Pa 63 
1 l 
l= sg» h= ar 


te=hT+hT= 351 Fig. 310. 


Esercizio 218. — Una trave di sezione costante è incastrata agli estremi e ha 
una cerniera in un punto intermedio (' (fig. 311). Studiare il regime statico pro- 
vocato da un carico uniformemente ripartito. 

Soluzione. Rese indipendenti le due parti, sostituendo 
la cerniera con la sua reazione mutua C, questa è de- 
terminata dalla condizione che le due estremità dive- 
nute libere subiscano lo stesso abbassamento: 

qa , Ca _ qb (CL 
8EI® 3EI 38EJ 35J° 


da cui 
Fig. 311. 3q bi— at 


Il calcolo successivo alle due mensole è immediato. 


(*) Le frecce f, ed f, sono proporzionali ad a e ad ab*. Quindi se @< » risulta fa <fn» 
© la tangente 4,B, è inclinata; per cui l'abbassamento n non è massimo nel punto C, bensì in 
un punto più vicino al centro della trave. 
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220. Ipotesi di carico più generale (°). 


a) Consideriamo una trave a mensola di sezione costante (fig. 312), sog- 
getta a un carico ripartito con legge 


(a) q=e, 
essendo e una costante e x la distanza dall’estremo libero. 


Osservando che per x = 0 si ha 7= 0 ed M =0, si ottiene 


x 
e 

=- =- —__ ga 

(b) db fata 41 >; 

0 


é gna cant, 


(n+ 1)(n+2) 


e 
(ce) M= f Tda 
Ù 


L’area dell'intero diagramma M risulta in valore assoluto 
LI 

Qq=oe | atda = 
() 


e 


n+3 


43; 


e il suo momento statico rispetto alla verticale per Ca) 


l'estremo libero è 


È e 
st nido «gg = —— IMA, Fig. 312. 
S=c Il at?da © ® Ferri ig 
0 


Perciò, ricordando il n. 214 a), la rotazione dell’estremo libero e la freccia 
risultano 
Q MIE si S o md 
(a; (€) “= rasa I |! TaFA FI 


La tangente alla linea elastica nell’estremo libero A incontra l’asse x in un 
punto D, la cui distanza da A è 


n+3 
S apata 


F Ss 
(A de 0 


e che si trova sulla verticale per il baricentro del diagramma M. 

b) Casi particolari. Nel caso della fig. 301 a) la (a) non ha senso; ma aven- 
dosi M = costante = e'x°, dal confronto con la (c) risulta c' = M ed n= —2. 
Perciò le (d), (e), (f) danno 


_ MI _ Mr 
e=gp is 


(5) Varie applicazioni di questo metodo si trovano in A. MosER: Das Zwickelverfahren, Ber- 
‘lino, Springer, 1914. 
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Nel caso della fig. 301 b) si ha M = — Px; quindi dev'essere e' — P ed 
n=— 1. Perciò risulta 
PR PP a=21 
SI 3EI? Credi 


Nel caso della fig. 301 c) si ha g= costante = cx°; quindi dev'essere 
c=q,n=0ec' = q/2. Perciò si ottiene 


a de Cla La 3 
sd Ps mnidÉ pe (= apo Ia rr 
Nel caso della fig. 301 d) si ha 4 = 4ma/l; quindi risulta c = Qmasfl n= 1 
© C' = Gmaz/6l. Perciò si ottiene 
_ _ Imagna — _ Imoz 3 Imazl® Imazl* 4 
de tor 67» ©= zag» '=s0r° ‘=’ 


B) LE TRAVI APPOGGIATE. 


221. Riassunto di risultati già noti. 


Per le loro frequenti applicazioni, raccogliamo i risultati ottenuti 
negli esercizi 192, 193, 187, 188, 177, che danno il momento flettente 
massimo, le rotazioni sugli appoggi e la freccia di una trave appog- 
giata di sezione costante, per diverse condizioni di carico: 

Due coppie M uguali e contrarie, applicate alle estremità (fig. 313 a) 


MI ME 
(269), (270) a=f=spy» '=g5i & M 


Carico P concentrato nel punto di mezzo i 1 i a) 

(fig. 313 Db) p 

n -L4 PET 

(271), (272) Mna=x; &=f = 65] 5) 
PR 8 PI° . ql 9 ;| Q=ql 

L* °) 


Carico @Q = ql uniformemente ripartito 


Ue 
(fig. 313 c) Q=IAI 
È peer hi 


274) M max = 

( a 

(275) a=f=j5i fut i 6) 

ali gela: 

(270) 13 384 Fig. 313 nat 
SCENA 
10/\ 

DA 
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Carico Q = @mazl/2 triangolare (fig. 313 d) 
Ql : Qu i 
Mn=> Mna= 0,1283091 =1,0264 © , (per n= a 
q_e 8 Qe 
«= 31800 57° = 130 53° 
5 Qu Qu 


Ymaz = 001304 = 1,0015778 + (pere = 0,5193/) 


n» 7 384° EI' EJ 
In una trave soggetta a un carico uniforme, anche parziale, ma che 
comincia in A (fig. 313 e), M è massimo all’ascissa 


2 
A ; e vale Mmax = f- . 
q 24 


Questo risultato vale anche in presenza di carichi concentrati, purchè 
agiscano a destra di 2, e il carico ripartito giunga almeno fino a #y. 


Esercizio 214. — Data la trave della fig. 314, Forli ii ie 


trovare i valori del rapporto n = a/l per i quali si na Ù Si 
verificano le seguenti condizioni: Fig. 314. 
a) Il momento flettente in mezzaria è nullo. ° 
b) I momenti in mezzaria e sugli appoggi sono uguali in valore assoluto. 
c) Le tangenti alla linea elastica sugli appoggi sono orizzontali. 
d) Le tangenti agli estremi sono orizzontali. 
e) La freccia in mezzaria è nulla. 
j) La freccia agli estremi è nulla. 
9) Le frecce in mezzaria e agli estremi sono uguali. 
Soluzione. Determiniamo da prima, in funzione di n, le quantità che inte- 
ressano: 
Momento flettente sugli appoggi 


(277) Lo = 


Momento flettente in mezzaria 
lhi Cin 
Mi=M+E = 1-4) L. 


Rotazione delle sezioni sugli appoggi (269), (275) 


qa. 1 + ql 
2 2EJ° 24EJ 


a 


Rotazione delle sezioni estreme (263) 


a È 
= — gag += (1- 6n8— 69). 


0. BELLUZZI - Scienza delle costruzioni - I 22 
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Freccia in mezzaria (270), (276) 


qa. È bgl' 
his 2‘ 35I 38457 


Freccia agli estremi (264) 


ho= dE 
Lo 8EJI 


aa = n(3n8 + 6n? 


Mediante queste espressioni si risolvono immediatamente i vari quesiti: 


a) My,=0 se 1— 4n8=0, n=3=05. 
1 
b Miy,g=|M;| se 1— 4n2= 4n? m= —== 0,354. 
) UL] |M] , 2V3 
1 
© a=0 se 1— 6n2=0 n= —== 0,408. 
) ? IVI 
d) a=0 se 1— 6n2— 4n8=0, 
e) fla=0 se 5— 24n2=0, 
Ti =uhi=0 se n(3n8+ 6n2— 1)= 0, 
9) fla=fo se 5— 24n* = 16n(3n8 + 6n°— 1), n= 0,403. 


Esercizio 215. — Calcolare lo spostamento orizzontale £ dell'appoggio scor- 
revole A del portale della fig. 315, provocato dal carico uniforme @ agente sulla 
trave OD. 

Soluzione. Le reazioni degli appoggi sono ver- 
ticali; perciò il momento flettente è nullo nei pie- 
dritti 40 e BD, che rimangono quindi rettilinei, 
ed è nullo agli estremi della trave CD, che si com- 
porta come se fosse appoggiata agli estremi. Per 
la (275), le sezioni 0 e D ruotano di angoli 


sot 
246J? 


a=f= 
per cui lo spostamento cercato risulta 


actor iQ 
$= 2ah= ;55J° 


Esercizio 216. — La sezione di una trave di ferro non è perfettamente cono- 
sciuta; però, essendo simmetrica, ha il baricentro a metà dell’altezza ”, che è 
di 18 em. Sulla mezzaria della trave, appoggiata e lunga 4 m, si è posto un 
carico concentrato e incognito, che ha provocato un abbassamento di 7 mm. 
Calcolare la tensiono massima. 
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Soluzione. La tensione massima e la freccia sono dati da 


A Mis _ PI peli 
me 7 4° 4853 ° 


Eliminando P, si ottiene 


Ji 
Onan = 120-3 + L= 6ent. 
Coi dati del problema risulta 
0,7 
Omox = 6 * 2,1 » 108 - 18 100 = 992 kg/emq. 


Esercizio 217. — Per migliorare le condizioni statiche di una trave appog- 
giata e caricata uniformemente, si colloca, forzandolo, un puntello sotto il punio 
di mezzo (fig. 316 a). Determinare il nuovo regime statico, conoscendo l’innal- 
zamento d che il puntello ha provocato. 

Soluzione. Il puntello esercita una forza X verso l’alto, Q=gl 2) 
legata a ò dalla relazione (273) 


ki 
de dr» da cui x= fs. 

Il nuovo diagramma M (fig. 316 d) si ottiene per diffe- 
renza dei diagrammi dovuti a Q e a X (fig. 316 b, c), 
ma si può disegnare riferito a una retta orizzontale 
(fig. 316 ©). 

Le nuove reazioni degli appoggi risultano A = 
= (Q— X)/2; il momento fiettente massimo si ha (277) 
nei due punti distanti x, = 4/9 da A e da B e vale 
Mor = A*29. 

Se d è rilevante e risulta X > @/2, il diagramma M 
ha un tratto centrale negativo (fig. 316 f). Infine se X > @, 

il momento flettente è dapper- 
clP a) tutto negativo (7). Fig. 316. 


O 


S 


Esercizio 218. — Come dev'essere incurvata inizial- 
mente una barra di sezione costante, affinchè premen- 
dola contro un piano rigido fino ad adagiarla su di esso, 
mediante una forza P nel mezzo (fig. 317 a), eserciti 

Fig. 317. sul piano una pressione uniforme? Quale valore deve. 

avere P, che pressione p esercita la barra e che tensione 

massima sopporta, sapendo che è di ferro, che è lunga 21 = m 1,00, che la sezione. 
è quadrata di 3 em di lato e che dò = 4 mm? 


(") Se la trave è isolata, la presenza del puntello può rendere instabile il sistema; per cui 
è prudente eseguire anche la verifica di stabilità (O. BrLLUZZI: La sfabilità della flessione piana 
in presenza di puntelli supplementari oscillanti, « Ricerche di Ingegneria », 1940, n. 5 e « Mem. 
Acc. d. Scienze », Bologna, 1940-41; Sulla stabilità delle travi sostenule da un tai oscillante,. 


Stesse riviste, 1943, n. 1 e 1941-42. 
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Soluzione. Se si pensa che la barra fosse diritta e appoggiata in bilico in 0 
(fig. 317 b), e che sia stata incurvata mediante un carico q uniforme rivolto in 
basso, per raddrizzarla occorre lo stesso carico uniforme q rivolto in alto. Perciò 
ciascuna metà della barra dev'essere incurvata secondo la linea elastica di una 
mensola caricata uniformemente, lunga 2 e di freccia è. 

La freccia è legata al carico dalla relazione 


= i LSM 
è = 357° da cui q= 


La forza P necessaria è 


16EJ 
P=gll= 7-8. 


La tensione massima nella barra risulta 


— Ma _ Q _ 4EI 8 
Ome S gr — 27 WR 

L’equazione di ciascuna metà della curva, riferita alla tangente in C, è 
(es. 186) 


a 
Pin = 2 _ dhe a 


d 
24 6 8% 


ossia pa 3E (24 — 4Br + 304). 


Il 


Riferendola invece alla corda AB, l’equazione è 


ò 4 x 1/5\ 
m=d-n= ped) (5-4 2(7)]- 


Coi dati del problema risulta 


di = 675 emi, w=? 45 em, 


6 
ql 213110 -6700, = 7,26 kglom, |“ pl 


I 


7,26 
3 


= 2,42 kg/emq, 


__ 7,26 - 50? 


P= 7,26 - 100= 726 kg, Omasi og 2017 kg/emq . 


Esercizio 219. — La trave a mensola CB (fig. 318) sop- 
porta in C un estremo della trave a due appoggi A0. Cal- 
colare il momento d’incastro M, e gli abbassamenti di O 

Fig. 318. e del punto di mezzo della trave 40, provocati da un carico 
uniforme totale. 

Soluzione. La trave AC trasmette all'estremo 0 della mensola un carico con- 
centrato gl/2; perciò il momento flettente all’incastro risulta 


ML E __£qa40. 


TRAVI DI UNA SOLA CAMPATA 341 


In C si ha l’abbassamento 


L 
2 e ge 


n= 353 * 8EJ ip (thh90)5 


Il punto di mezzo della trave AC si abbassa di 


594 


Sgt te, 
Mile = 3345) 1 2 


222. Carico concentrato in un punto generico. 


La posizione del carico è definita dalle sue distanze a e b dagli 
appoggi (fig. 319). 
a) Il momento flettente in una sezione generica $ del tratto AC 
a sinistra di P, o del tratto CB a de- 
stra, vale rispettivamente 


m=Pa, M= Pa Pla_a); 
quindi le equazioni differenziali della 


linea elastica nei due tratti sono 


EJyn'=— Dre + P(a— a). Fig. 319. 


Integrando due volte queste due equazioni, si ottiene 


Pba® 


(a) Bi =- 2 La, 
® BIn=- PB? L064+0,; 

(a;) Biy = Pe Eee Lg, 

i) Ein =- Be PET L09404 


essendo C,, C,, Cs, 0, quattro costanti da determinare. 

Nel punto 0 si possono calcolare 7’ ed 7 usando sia le (a), (9) che 
le (41), (b,), perchè C appartiene a entrambi i tratti, e si devono tro- 
vare gli stessi valori, perchè 7’ ed 7 non possono essere discontinue 
(n. 207 d); perciò dev'essere C, = 03 e C, = C,. Inoltre le condizioni 
di vincolo agli estremi della trave richiedono che per ® = 0 la (b) dia 
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n= 0, per cui dev'essere C, = 0; e che per r =! la (5;) dia n= 0, 
per cui 0, = Pb(l° — b?)/61. 
Sostituendo nelle (a), (8), (4), (01), si ottiene per il tratto AC 


(278) EIN = i, (— b8— 3a), 


(279) EIn = Di e- ba — 2); 


e per il tratto CB 


(2781) EJn È (— b°— 3a2) È 0 al, 
(279,) EJN - (e — ba — 28) 4 ta, dB. 


Se P agisce nel punto di mezzo, l'equazione di metà della linea 
elastica diventa 
PB 3 
37-4(7) |. 


paso ci DE _ a) 

"7 485J 48EI |°T_ SW 

b) Le (278), (278,) danno l’inclinazione 7’ della linea elastica in 

un punto generico del primo o del secondo tratto. In particolare, le 
rotazioni delle sezioni estreme risultano 


(280) (Ex — 408) = CSAR (co 


i Pb(l: — b*) È . _Pal— a) 
(281) a=mue= gg 83 M= i» 
La rotazione del punto C è data da 
sl Pab(b — a) 
(282) ge= = 351 - 


Le (279), (279,) danno l’abbassamento di un punto generico. 
L’abbassamento del punto C d’applicazione di P risulta 

= Po 
MT 3EN: 

L’abbassamento del punto di mezzo o della trave si ottiene facendo 
% = 1/2 nella (279,) se P è a sinistra di o, nella (279) se P è a destra; 
si ottiene nei due casi 


(283) 


Pa Pò 
(284) mi = gggg BP 40), mo = epy (E 409). 


Quindi in ogni caso figura la minore delle due distanze « e db. 

Per determinare ma, occorre sapere in quale tratto si trova, cioè 
se si deve dedurre dalla (279) o dalla (279,). Confrontando le (2841 
con la (283), si riconosce che è sempre 7 > 7.5 quindi Ya Si trova nel 
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tratto più lungo della trave (*). Perciò, supposto a > d, la max SÎ 
dalla (279). L’ascissa si ottiene annullando l’inclinazione (278), e 


E_ ba 
(285) ti=f Tg i 


quindi, sostituendo nella (279), si ottiene 


986 __ Poe — b°pe 
(286) Mmar = o V3BIi * 


Se invece è d> a, figura a al posto di b. Quindi nella (286) figura sl 1 
pre la minore delle distanze a e b. La (285) con a al posto di b dà la di-\ \ 
stanza x dall’appoggio B. 

ce) Le espressioni (281) e (284) consentono di calcolare le rota- 
zioni a e f delle sezioni estreme e l'abbassamento 7, del punto di 
mezzo o anche nel caso di più carichi concentrati P,, Pa, Pi... di- 
stanti a, e di, a, e da, 43 € dg ... dagli appoggi, come pure nel caso di 
un carico ripartito con legge nota g(r), applicando il principio della 
sovrapposizione degli effetti (v. es. 223, 224, 225). 

d) Il punto di ordinata massima è compreso fra © e il punto di mezzo 0 
della trave, ed è in ogni caso molto vicino a o: infatti, per la (285), l’ascissa x9 
è poco maggiore di 7/2 e al massimo per b +0, diventa UZVEI = 0,577 4; 
quindi la distanza dal centro è sempre minore di 0,5771— 0,51 = 0,0771. 
Quando P si muove dal centro 0 fino & B, "mas Si Sposta da o verso B, fino alla 
distanza 0,077! da o. Perciò in ogni caso mar differisce pochissimo dai Mia: la 
differenza è al massimo il 2,57 % quando d +0 ed è, ad cs., 0,97 % ‘% quando 
b= 1/3. Quindi 79 ent con buona approssimazione il svanito abbas- 
samento; ciò che fa risparmiare la ricerca di 70», che nel caso di più carichi 
è laboriosa (es. 226); tanto più che in questo caso gli errori tendono a com- 
pensarsi, e inoltre i carichi laterali, che darebbero il maggior errore, hanno minore 
infiuenza. Ad es., nel caso di un carico triangolare (es. 188), 7)max SUPera 7/2 AP- 
pena di 0,15 % © dista 0,0193/ dal centro. 


\ 


223. La linea elastica nel caso di più carichi concentrati. 


La linea elastica delle travi inflesse può essere affetta da diverse 
specie di discontinuità (n. 207 d), che costringono a studiarne separa- 
tamente l'equazione per ogni tratto compreso fra due di esse e a deter- 
minare un numero maggiore di costanti d’integrazione; ciò che rende 


(%) Una verifica diretta del fatto che n non è massima sotto il carico P, ma in un punto più 
prossimo alla mezzaria 0, è stata fatta nella nota 5 osservando che la tangente alla linea cla 
stica in C non è orizzontale. Alla stessa conclusione conduce la (282): l'inclinazione , ha 
stesso segno di © — @; quindi in ogni caso nel punto C l’ordinata n è crescente verso 0. 
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4 


in certi casi il calcolo molto laborioso. Si è visto però nel n. 222 che sce- 
gliendo gli stessi assi di riferimento per tutti i tratti, si semplifica la 
determinazione di alcune delle costanti, almeno nel caso frequente 
delle discontinuità dovute alla presenza di carichi concentrati. Indi- 
chiamo ora un artificio (*) suggerito dalla forma delle equazioni (278), 
(278) e (279), (279,), che consente di scrivere e integrare una 

sola equazione della linea elastica, e 


2 quindi anche di ridurre le costanti a 
due sole. 
A dg B RIONE a x 
; Consideriamo una trave di sezione 
H costante, appoggiata agli estremi, e 
soggetta a tre carichi concentrati P,, 
Fig. 320. P., P,, distanti e, @,, &, dall’estremo A 
e che dividono la trave in quattro 


tratti (fig. 320). Calcolata la reazione A, scriviamo l’espressione del 
momento flettente per una sezione S compresa nell’ultimo tratto P,B: 


(a) M = Ax— P.(r- a)— P.(e— a») — P(e— a). 


Per una sezione compresa fra P, e P; serve ancora l’espressione (4), 
se si conviene di tralasciare l’ultimo termine — P.(e — 43); e così dicasi 
per una sezione compresa fra P, e P., se si tralasciano gli ultimi due 
termini; ecc.. In generale dunque, considerando sezioni S sempre più 
a sinistra, si tralasciano man mano tutti i termini dipendenti dai carichi 
alla destra di S, ossia i termini nei quali i fattori (x — a) diventano 
man mano negativi. 

In tal modo anche l'equazione differenziale della linea elastica, 
scritta per l’ultimo tratto a destra 


(b) EJn'=— Ax + P.(e— a) + P.(e— a.) + Ps(e— 43), 


è valida per qualsiasi tratto, se si rispetta tale convenzione. Integran- 
dola due volte si ottiene 


e nd =, 
(0) EJy'=— sa GA Eale_ da) Sf Dies aa) Fees (9) b0i, 
(aprin=- 42 Pile mal Ple ah Alema ast, 


Queste due equazioni danno 7' ed 7 in qualsiasi tratto della trave, 
purchè si rispetti la convenzione suddetta e si mantengano invariate le 


(*) Questo artificio si trova già esposto nelle prime edizioni dell’opera di A. FòPPL: Vorle- 
sungen iiber technische Mechanik, vol. III (ad es., a pag. 126 della 4° edizione, 1909). Più tardi 
fu ripreso da R. MacaUuLAY in « Messenger of mathematics », Cambridge, 1919, che lo applicò 
@nche ai casi in cui agiscono carichi ripartiti discontinui o coppie. 
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costanti C, e C,. Infatti, scrivendole col numero di termini adeguato 
21 tratto che si considera, esse soddisfano l'equazione differenziale di 
quel tratto; inoltre, le espressioni scritte per due tratti contigui danno 
nel punto comune ai due tratti gli stessi valori di 7° e di 7, per cui 
è soddisfatta la condizione che 7’ ed 7 siano continue anche in tali 
punti (n. 207 d). 

Le costanti 0, e C, si determinano utilizzando le condizioni di vin- 
colo dei due estremi della trave: ponendo n =0 per 2 = 0, risulta 
C,= 0; ponendo 7 = 0 per a =l, risulta 


x n 
C= Gi [AP — Pill a], 


ossia, sostituendo l’espressione di A e semplificando, 


la 
(e) Ci= Gi TPrax(! — ar)(21— a). 

Questo artificio si può usare anche nel caso di carichi ripartiti discon- 
tinui (n. 224) e nel caso di coppie applicate in vari punti della trave 
(n. 225). 


Esercizio 220. -— Una trave appoggiata, di sezione costante, lunga m 8, sop- 
porta due carichi P, = 1800 kg e P,= 2400 kg, distanti a, = 3,20 m e a, = 
= 6,30 m da A. Determinare le equazioni che danno y' ed n nei tre tratti. 

Soluzione. La reazione dell’appoggio sinistro è 


1800 - 480 + 2400 - 170 _ 
00 - = 1590 kg. 


A 


La costante 0, calcolata mediante la (e) risulta 


0,= 7500 (1800 - 320 - 480 - 1280 + 2400 + 630 + 170 - 970) = 125671500, 


Quindi le equazioni cercate sono: 


Tratto AP, 
EJny' = — 7952* + 125671500 
EJn = — 2654° + 1256715002 ; 
tratto P,P. 
EJ 7952? + 900(2 — 320)° + 125671500 
EJIn 26523 + 300(2 — 320)? + 125671500 x ; 
traito P.B 
EJ 79522 + 900(x — 320)? + 1200(2 — 630) + 125671500 
EIN 26523 + 300(2 — 320)° + 400(x — 630)? + 125671500. 
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224. Carico ripartito discontinuo. 


a) Nel caso di un carico uniformemente ripartito da un punto © di ascissa 
x = fino a B (fig. 321 a), il momento flettente in una sezione S del tratto 
carico ha l’espressione 
di = Agile 


9 ’ 


che rappresenta M anche nelle sezioni del tratto scarico, se si tralascia il 
secondo termine quando è « < a. 


lE Integrando l’equazione della linea elastica, si 
A iC 8 4 ottiene 
+ 


EJIn 


Fig. 321. 


Anche in queste espressioni si deve rispet- 
tare la stessa convenzione. Le costanti risultano 


AP _gl-at 


d50; pia 6 241 


b) Se invece il carico q agisce su di un tratto intermedio CD, conviene esten- 
derlo fino all'appoggio 8 e compensare con un carico — g, cioè rivolto verso l’alto, 
nel tratto DB (fig. 321 b); quindi il momento flettente in una sezione del tratto 
DB ha l’espressione 


(I 2 _ 2 
M = dn (Egea 
Essa rappresenta 1 anche nel tratto CD se si tralascia il terzo termine, e anche 
nel tratto 40 se si tralasciano il secondo 
e il terzo. Poi si procede come nel caso pre- MA 
cedente. 


225. Coppia applicata in un punto generico. 


a) Anche in questo caso si può ap- b) 


plicare l’artificio indicato nel n. 223. Il 

momento flettente in una sezione S del H C4 3) 
tratto CB (fig. 322 a) (cioè per 2 > a) è SA 
espresso da te) e 


M. 
M.,= Ar + M. T+M, Fie. 922. 


mentre per una sezione di ascissa «€ <a si deve tralasciare il ter- 
mine + M. 


TRAVI DI UNA SOLA CAMPATA 347 


L’equazione differenziale della linea elastica è 


M: 
EJNy!' = ° — M. 
Affinchè g' ed n siano continue nel punto C, si devono scrivere gli 


integrali nella forma 


bJny' = cia — He-a)+0,, 
Mo M(a— af 
EI) = @ cu 5” +00 + Ca, 


e convenire che il secondo termine si tralascia quando 2 <@. 
Le costanti d’integrazione risultano 


MI, MQ- af 


Ca=0, Ci=- o ‘9 , 
e sostituendole si ottiene 
(287) EJy = 23 (36° + 30° — 2) — M(e— a), 


6 


& 


Ma — af 


(be + a— lo) — : 


(288) BIn =" 


b) Deduciamo alcuni risultati particolari: 
La rotazione del punto € risulta 


(289) 


Le rotazioni delle sezioni estreme sono date da 


: M(E— 362) ; M(— 3a?) 

(290) a = no epr > B=7-Mtm= 6h 
L’abbassamento del punto Cl (!°) vale 

(291) n = Mab(b — a) 


3ESL 


(1°) Lo spostamento del punto C di solito è molto piccolo, tuttavia ha molta importanza; 
a quando sia impedito dalla presenza di altri vincoli che obblighino il punto C a rimanere fermo, 
il regime della trave cambia profondamente. Infatti, mentre quando © è libero il momento M 
si scompone in due momenti M' ed MM” agenti in C sui due tronchi a e d, che sono porporzio- 
nali alle lunghezze a e d (es. 176), invece, nel caso in cui C sia fisso, il momento M sì scom- 
pone in due momenti M' ed 3” inversamente proporzionali ad a e a db; come si riconosce 
pensando i due tronchi separati e appoggiati il primo in A e in C, il secondo în 0 e în B, 
soggetti in C alle due coppie M' ed M', e uguagliando le rotazioni in C, espresse dalla se- 
conda delle (293) e dalla prima delle (292) (v. anche es. 254 c): 
M'a _M"b. da cui M'_D _ Mb 
3EJ 3EI' Mu" a’ I 
Vedremo nel Cap. XX che lo studio dei telai è molto semplificato quando i punti come 
© siano impediti di spostarsi. 


M' , M"= 


Ma 
1° 
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e risulta positivo, nullo o negativo secondo che a S b. 
Se la coppia agisce nel punto di mezzo della trave si ha 


MI S 8 _M 
PoS12EI 245J © 


(2891), (290,) 


Se agisce nell’estremo A risulta (fig. 322 b) 


MI MI 
ini d=gny»  P= gg! 


e se agisce nell’estremo B, con senso sinistrogiro (fig. 322 c), 


MI MI 
(293) = EI’ B=35i: 


e) Dalla facile discussione della (288) emerge che, variando il punto d’ap- 
plicazione della coppia, la linea elastica può avere o no un terzo punto di ordinata 
nulla, oltre agli estremi A e B; cioè essa può essere 

M tutta sotto o tutta sopra l’asse x, oppure parte sopra 
nd e parte sotto. Se si segna un tratto centrale della trave 
o i portando dalle due parti della mezzaria un segmento 


a+ è) i SA 
e = (1/73 — 1/2) = 0,0771 (fig. 323 a), la linea elastica 


=_——_—_I 


(Rel risulta tutta sotto o tutta sopra l’asse x quando M 
a ra fi (destrogiro) agisce a sinistra o a destra del tratto 2e, e 
risulta intrecciata (fig. 323 b) quando M agisce in un 

Fig. 323. punto del tratto 2c. 


In ogni caso, nel punto ove agisce M si ha un 
flesso e una variazione brusca del raggio r di curva- 


tura (n. 207 d). PoIMBZZTIT o 


FD ra 
Esercizio 221. — Determinare la linea elastica di una 5 ì 1 va 8 


trave di sezione costante, appoggiata agli estremi e 

soggetta a una coppia M nell’estremo B (fig. 324). Fig. 324. 
Soluzione. Le reazioni degli appoggi risultano A = 

= —B= M/l. Il momento flettente all’ascissa x vale M, = Mx/l, quindi l’equa- 

zione differenziale della linea elastica è 


nigi = Me. 
Integrando si ottiene 
2 
Blgfrao= EE 1 Gia E 084019 
2 6l 
Per £ = 0 e per x=1 dev'essere p= 0, per cui C,= 0, C,= MI/6; quindi 
si ha 
Mx, M Ms, MI 
/ 2 Lat 
EJn ata: n Capua 
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equazioni che coincidono (salvo il segno, perchè M è negativo) con le (287), (288) 
per a=l. _ 
L’ordinata massima si ha dove 7’ = 0, cioò per x = 7/y/3, e vale 


__Me 
fma: SS /3EI 
In armonia col corollario del teorema di Mohr, questa espressione coincide (salvo 
il divisore EJ) con quella di M,mey dell’esercizio 171, quando il carico Q = 9mazl/2 
si sostituisca con l’area 7/2 del diagramma M del caso presente, che ha la 
stessa forma del diagramma di carico di quel caso. 


226. Coefficienti d’influenza. 


a) Nello studio della deformazione di una trave, e quindi anche 
nella ricerca di reazioni iperstatiche (n. 49), riesce utile l’impiego di 
elementi che diano lo spostamento o la rotazione di una sezione per 
effetto di una forza unitaria, o di una coppia unitaria, agente in un’al- 
tra sezione; elementi che chiameremo coefficienti d'influenza. Nel caso 
delle travi inflesse orizzontali, nelle quali si hanno soltanto sposta- 
menti verticali e rotazioni e sulle quali si fanno agire soltanto forze 
verticali e coppie, interessano i seguenti coefficienti d’influenza: 


L’abbassamento di una sezione r per effetto di una forza + = 1 
agente in una sezione s, che indichiamo con 7); 
(dimensioni LP; ad es. emfkg). Pr 

La rotazione di r per effetto di una coppia eri i = 
M =1 agente in s, che indichiamo con p,, SA” s B a) 
(dimensioni IP). se, a 

L’abbassamento di r per effetto di M =1  / ct 
agente in s, che indichiamo con #,:m (dimen- Mz 
dt; XA — b 
sioni F). : Hi i 

La rotazione di r per effetto di P =1 NÉ 0) 
agente in s, che indichiamo con g,,., (dimen- —@ 75 scr: 
sioni FP). 5 5 

Quando vi possa essere ambiguità, anche ? 
i primi due coefficienti si indicano cOn 17,5 Fig. 325. 
@ Prism» 


b) Il coefficiente 7,; (cioè 7,,,,) si ricava dalla (279) se r pre- 
cede s, dalla (279,) se r segue s: 


b 
\ SENI (=— b°— 92) se r precede s (fig. 325 2) 
(294) Mes = 
| ax' 


6EII (—- a— x?) se r segne s (fig. 325 Db). 
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Il secondo si può anche ottenere dal primo sostituendo d con @ e 
x con 2. L'espressione è dello stesso tipo per entrambi i coefficienti, 
e le distanze 5 e @ 0 a e 2’ si misurano dall’appoggio che è dalla stessa 
parte del punto che si considera (v.anche le (294,) nell’es. 1250). 

Particolare importanza, per quanto si è detto nel n. 222 d), ha il 
coefficiente 7, che dà l'abbassamento del punto di mezzo 0, e che 
si ricava dalla prima o dalia seconda delle (284), secondo che la forza 
1 precede o segue o: 


» 4 a) È SI db 
(295) Nos = 18HÌ (31° — 4a?), No = SEI (308 — 463). 
Infine, se r coincide con s si ha (283) 
ab? 
(296) Mr = 3EN* 
c) Il coefficiente p,, (ciOè @,.;m) si ottiene dalla (287): 
35° + 30° — 
PRE — 654 — se r precede s (fig. 325 c) 
2 Pra = > 
3a? + 3°? — 12 
6BII se r segue s (fig. 325 d). 
Se r coincide con s si ha 
— 3ab 
(298) Per = BEI 


d) Il coefficiente 7,,.m si ottiene dalla (288): 
| SET (365° + a — 2) se r precede s (fig. 325 c) 


(299) ram => 
la Re. (3a? + 02 — 12) se r segue s (fig. 325 d) 
6ESI na Pi i 


Se r coincide con s si ha 


(300) Ursem = —SHhji 


e) Il coefficiente g,,., si ottiene dalla (278): 


Vas san - 1-30) se r precede s (fig. 325 a) 
(301) Prop > l 
= A (E— a— 30) se r segue s (fig. 325 D). 


Se r coincide con s si ha 
(302) ab(b — a) 


Far agg 


e 
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f) Noti i coefficienti d’influenza, basta moltiplicarli per P o per M 
per ottenere l'abbassamento o la rotazione provocati da una forza o 
da una coppia non unitaria. Quindi, per il principio della sovrapposi- 
zione degli effetti, si ottiene, ad es., l'abbassamento di » provocato dai 
carichi P,, P., P3 ... agenti in s1, 82, $3 ..., espresso da 


Mr = PMvs, + Palo, + Pata, + +. 


g) L’abbassamento di r dovuto a P = 1 agente in s (fig. 325 a) è dato 
dalla prima delle (294). Se invece si fa agire P = 1 in 7, l'abbassamento di s è 
dato dalla seconda delle (294), perchè ora il carico precede la sezione della quale 
si vuole l’abbassamento. Quindi si ha 


" 
Mrs = ei (@_ 0-2), M= EER @_- at— 22), 
dove a = x e 2' = b. Quindi si trova n, = 7; cioè l'abbassamento della se- 
zione r provocato dalla forza unitaria agente in s è uguale all’abbassamento di s 
provocato dalla forza unitaria agente in r. 

In modo analogo, si riconosce che @,3 = Ysr @ Che 7#r,sm = ®s,rp- IN partico- 
lare, se s coincide con r si ha 7,,1m = Pr 

Queste uguaglianze sono casi particolari del teorema di Maxwell, che dimo- 
streremo in generale nel Cap. XVI. 


Esercizio 222. — Per una trave appoggiata, di sezione costante, calcolare i 
coefficienti d’influenza che danno gli abbassamenti dei punti 1, 2, 3 di ascissa 
1/4, 1/2, 31/4 provocati da un carico unitario agente nel punto 


di ascissa 7/4 (fig. 326). a! 
Soluzione. Il coefficiente 7,, è dato dalla (296): i B 


_ apevae 9 NR 


mm 355 © 768 EJ Fig. 326. 


I coefficienti 21, 73, sono dati dalla seconda delle (294), perchè il carico è 
a sinistra: 


1/4 - 2 (e la La 11 B 


Mat GEIL 16 4/7 768° EI” 
Rie RL. La 
"a 7 6EJI 16° 16) © 768° EJ° 
I tre abbassamenti sono proporzionali a 9-11-7. 
Esercizio 223. — Calcolare l'abbassamento del punto 


di mezzo o di una trave appoggiata e di sezione costante, 
soggetia a quattro carichi uguali, equidistanti fra loro e 
Fig. 327. dagli estremi (fig. 327). 
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Soluzione. Mediante la prima delle (295), calcoliamo i coefficienti che danno 
gli abbassamenti di o provocati da un carico unitario agente in 1 o in 2: 


VIAN RERIIpR n E 
No S Moa #5 453) 6000 EJ” 

2/5 (sn j6) _ 118, E 
Nos S Ne T 4ZEI (51 ta) 60007 EJ 


L’abbassamento di o provocato dai quattro carichi risulta perciò 
63° PR _. (4P) 
me = Pri + Pia + Pa + Pa = 9P(M + Mo) = Fino pg = 006, 


mentre per un carico Q = 4P uniformemente ripartito il coefficiente numerico 
è 5/384 = 0,01302. 


Esercizio 224. — Calcolare l’abbassamento del punto di mezzo o della trave 


della fig. 328. 
Soluzione. Per la parte di carico a sinistra di o vale la prima delle (295), 
tai ta) 
4_ Im m% db 
Pg 0 Lygo i GA i 
Fig. 328. Fig. 329. 


mentre per la parte a destra vale la seconda. Decomposto il carico a sinistra in 
elementi gda distanti a da A e quello a destra in elementi q db distanti d da B, 
si ha 


12 2 5 
= . CH A 2) 4 sa 2 2 
ne= f ada 155 8 40?) + fad EI (312 — 452) 
UEI ira 
71897 gh ql 
095328 EJ — 0007934 pp. 


Esercizio 225. — Nella trave della fig. 329 calcolare gli abbassamenti dei 
punti ©, e 0, e l'abbassamento del punto di mezzo o, essendo P, = 600 kg, 
P.,= 500 kg,I=8m,a,=2m,b,=3m,J= 1446 emi, E= 2,ì - 10° kg/emq. 

Soluzione. Determiniamo anzitutto i coefficienti d'influenza: 


200° - 600? 


di 373,1 - 108 - 1446 - 800 0,001976 em/ke 
Too BERTO rasa — "008087 è 
n= BOS 000 ii 
Na = see dere e” = 0,002415  » 


300(3 + 800* — 4 - 300°) 
Nos = 48-31 - 10% - 1446 


0,003211 » 
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Abbassamento di C, 

ma = Pam + Pata = 600 - 0,001976 + 500 - 0,002099 = 2,235 cm. 
Abbassamento di 0, 

na = Pyita1 + Paao = 600 + 0,002099 + 500 - 0,003087 = 2,803 cm. 


Abbassamento di 0 


no = Pio1 + Potos = 600 + 0,002415 + 500 - 0,003211 = 3,054 cm. 


Esercizio 226. - Calcolare la posizione e il valore dell’abbassamento mas- 
simo nella trave dell’esercizio precedente. 

Soluzione. Il massimo abbassamento 7 si trova fra i due carichi (n. 222 d); 
perciò per P,, valgono le equazioni (278,) e (279,), mentre per P, valgono le (278) 
e (279). Quindi in un punto intermedio di ascissa # si ha 


Biyni = 00-09 (8008 — 6008— 328) + 90° (n 20074 
ERA 
+ plc. (800° — 300°— 322). 


Annullando 7°, si ottiene l'equazione 
— 18,75xj — 120000x, + 50187500 = 0, da cui x, = 393,98 cm. 


‘ ’ordinata massima risulta quindi 


i 600 - 600, sor, — 600° 9+ 500 x, — 200) 
Tres = 271-108 > 1446 6 - 800 (9000 — 000% — ab) +7 (0 — 200)°4 
+ pet) (800% — 300% — ) = 3,0552 cm. 


L’abbassamento massimo si verifica dunque molto vicino al punto di mezzo o 
della trave, e supera l’abbassamento di o (es. 225) 
appena di 4 decimillesimi, cioè di 0,04 %. 

Per un numero maggiore di carichi il calcolo 
di )maz è più laborioso; perciò di solito si calcola 7/2 
(n. 222 d). 


Esercizio 227. -— Studiare la trave a tre appoggi 
rigidi, di sezione costante, rappresentata nella fig. 330 a), 
essendo P, = 900 kg, P.= 800 kg, P,= 600 kg. 

a) 1% soluzione. Sostituito l’appoggio sovrabbondante 0 con la sua rea- 
zione C, questa è determinata dalla condizione che il punto C della trave prinei- 
pale a due appoggi 4B non si sposti per effetto dei carichi e della reazione C. 


O. BELLUZZI - Scienza delle costruzioni - I 23 


n64 CAPITOLO UNDICESIMO 


I coefficienti d’influenza che interessano sono 


ne = SUOI rgpg (1400? — 400 — 800°) = 0,419 + 10/EJ 
mea = DOO 00) (1400* — 500° — 600°) = 0,4821 + 105/EJ 
tes = 300-005 (1400 — 300 — 6002) = 0,3236 + 10/E7 


_ 600? - 8002 


Tie SATINO = 0,5486 - 105/27. 


Quindi l’equazione determinatrice di O è 
0,4419P, + 0,4821P, + 0,3236P, — 0,54860 = 0, 


da cui 0 = 1782 kg. (Si osservi che la reazione C dell’appoggio centrale è con- 
siderevole rispetto a 2P = 2300 kg.; v. anche l’esercizio 281). 

Nota la C, le reazioni A e B sono definite dalla condizione di equilibrio; ® si 
ottengono (n. 60 ) annullando i momenti di tutte le forze rispetto a B e ad A: 


144 + 80— 10P,— 5P,— 3P,=0, dacui A= 38,9 kg; 
— 14B— 60+ 4P,+9P,+ 11P3=0, dacui B=479,1 kg. 


Lo studio successivo della trave è immediato. 

b) 2% soluzione. Invece di assumere come sistema principale la trave AB a 
due appoggi, assumiamo quello della fig. 330 b), costituito da due travi appoggiate 
rese indipendenti, e sostituiamo la continuità soppressa col momento flettente 
incognito M, nella sezione sull'appoggio C, che le due travi si trasmettevano. 
La condizione che determina M, è che le linee elastiche delle due travi abbiano 
in O la stessa tangente; ossia che le due sezioni su 0, appartenenti alle due travi 
lo= 6 m ed Z, = 8 m, ruotino dello stesso angolo e nello stesso senso; ciò che 
si esprime con f = — a. Per le (281), (293), (292) si ha 


B P,400(600° — 400°) w 1,600 
Ò 6EJ 600 3ES 


= (22222P, + 200 M;)/EJ. 


P,500(800? — 500°) | P3300(800° — 300°) | 1,800 
“i 657 800 6EI 800 3EI 


= (40625P, + 34375P3 + 266,67M.)/EJ. 


La condizione suddetta si traduce perciò nell'equazione 


22222P, + 200M, = — (40625P, + 34375P3 + 266,67M.) ; 
da cui M, = — 156695 kgem. 
Come controllo, se si calcola il momento flettente M, utilizzando le reazioni 
trovate nella prima soluzione, si ottiene M, 38,9 - 600 — 900 - 200 156660 


kgem, che coincide praticamente col risultato trovato qui in modo diretto. 


Pe 
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927. Il momento flettente e l'abbassamento in mezzaria. 


In una trave appoggiata agli estremi e soggetta a un carico P in 
un punto © (fig. 331 a) il momento flettente nel punto di mezzo o non 
cambia se si carica invece simmetricamente 
come nella fig. 331 b), poichè I, ha lo stesso —a 
valore se P/2 agisce in C o nel punto sim- 91 NR) F 
metrico 0’. Lo stesso dicasi per l’abbassa- Ì 


mento 7», Se la sezione è costante, oppure _ a Do SESTA 
variabile in modo simmetrico rispetto a 0. ai: PR > i 
Perciò quando interessi conoscere soltanto My H Gr 10: © 

ed 715, può essere utile sostituire la condizione Fig. 331. 

di carico data con una simmetrica (!), spe- 


cialmente se per quest’ultima si conoscono 


a) 


Q a) già Mus Cd Mifo: 
fluili Ad es., nei casi della fig. 332 a), b) si ha 
a — Mi = QUYS ed n, = 5Q7/384EJ, come nel 


d) Q caso del carico uniformemente distribuito sul- 
R sor l’intera lunghezza. Nel caso della fig. 332 c) 


l'abbassamento 7;» è lo stesso che si avrebbe 


M 5 ©) applicando ai due estremi due coppie M/2 
& di sensi opposti; quindi per la (270) vale 

T_T Mya = MP/16EJ. 
Fig. 332. L’equivalenza in questione sussiste anche 


se la trave ha gli estremi incastrati perfetta- 
mente, o cedevoli elasticamente nella stessa misura. Sussiste anche 
nel caso di strutture simmetriche più complesse, e vale allora anche 
per lo sforzo normale N nella sezione situata sull'asse di simmetria 
(Cap. XX). 
L’equivalenza non sussiste per il taglio 7,» e per la rotazione us 
perchè queste quantità non hanno il carattere della simmetria. 


228. Impiego del corollario di Mohr. 


Nello studio delle travi incastrate (Cap. XI, C) e delle travi continue 
(Cap. XII, 4) hanno speciale importanza le rotazioni delle sezioni 
estreme di una trave di sezione costante, appoggiata alle estremità, pro- 
vocate da coppie agenti alle estremità e da carichi qualsiansi. Benchè 


(®!) Si osservi però che mentre la conoscenza di ny: può sostituire quella di nimar (N. 222 d), 
la stessa cosa non vale per Mays che può essere notevolmente maggiore di M,j9. Ad v». nel 
caso della fig. 332 a) si trova Mmaz = 902/64, che supera M7,9 del 12,5 %. 
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tali rotazioni si possono ricavare dalle (292), (293) e (281), tuttavia 
è opportuno dedurne le espressioni mediante l’impiego del corollario 
di Mohr. 

a) Se la trave è soggetta a due coppie M, ed M, nelle sezioni 
estreme, che supponiamo rivolte in modo da produrre momento fiet- 
tente positivo (fig. 333), il diagramma M è un trapezio avente ordi- 
nate positive. Per calcolare le reazioni fittizie A* e B* provocate dal 


DIV, Mx 
Vig. 333. Fig. 334. 


diagramma M, sì decompone il trapezio in due triangoli, che si pos- 
sono sostituire con due forze fittizie concentrate nei loro baricentri e 
uguali alle loro aree (r. 51). Si ottiene così per le (7) 


1/lu 21 Mil 1 l 
4% -1(4 - gitiror ‘3) = Ma + UM), 
1(M3 © My 2_1 
Bieplgaa 3) = G (HM +2M). 
Per le (250,) si ha a = 47/4, 6 = B*/EJ; quindi risulta 
l l 
(303) a=gpj(@M.+M),  B=wgpg(M +20). 


Se il senso delle coppie non è quello supposto, pasta cambiar segno 
al momento corrispondente. 

b) Se la trave è soggetta a un carico concentrato P distante a e b 
dagh ampoggi (fig. 334), il diagramma M è un triangolo di altezza Pab/l. 
Decomporendelo iu due triangoli e sostituendo questi con due forze 
fittizie concentrate nei loro baricentri e misurate da P,* = Pa?b/2l e 
P.5 = Pab*[21, si o*tiene 


i [Pab/a Pab® 2b Pab 
s=+ (5 ($ +0) + DI PR (a? + 3ab + 20°) == 
P(1— b)b Pb(i — b? 
Sa cre ) @e+) = o ), 


B*= 


1 Fo 2a , ali b )] Pall — a?) : 


i\a 3t a +3 6 
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Quindi risulta, in armonia con le (281), 


° Pb be) Pall — a) 
(304) a=Tewgsi + = 


Sovrapponendo gli effetti, si possono calcolare a e f per qualunque 
condizione di carico. 


Esercizio 228. — Calcolare le ordinate della linea elastica negli estremi C 
e nel punto di mezzo o della trave della fig. 335 a), caricata simmetricamente, 

Soluzione. La trave AB è soggetta a due coppie M, = M, = — Pa; quindi, 
per la prima delle (303), si ha in A la rotazione 


l Pal 
2 is 
di 65I € sLa.E@] 264° 
Se lo sbalzo @ fosse rigido, l'estremo C si abbasserebbe di f. = — ae; 


inoltre, C si abbassa di /, per effetto della defor- 
mazione dello sbalzo. Quindi risulta Gi P vi E P all 


Pal, Pa Pa i EN 


fim co+h= art any — agg +) A ina 
i î Pi pool 
L’innalzamento del punto o, per la (270), è  Pbta i at 
dato da DI. Ni] 
,= Pa nti 
ZA Fig. 535. 


Esercizio 229, — Calcolare gli abbassamenti dei punti C e del punto di mezzo o 
della trave della fig. 335 b). 

Soluzione. Osservando le forze agenti e le reazioni, si riconosce che la linea 
elastica è uguale a quella della trave della fig. 335 a), ma capovolta. Quindi 
l’abbassamento di C è uguale a quello trovato precedentemente (sostituendo e a /): 


= 20 
°° 6EI 
Il punto di mezzo o si abbassa rispetto a O di quanto di aizava nel caso 


precedente rispetto agli appoggi. Perciò l'abbassamento di o si ottiene som- 
mando f, con l'innalzamento f, trovato in quel caso: 


(3c + 2a). 


d Pa? Pac? 
le A B fo= gni 80+ 20) +77: 
Pa + 1—- 
Fig. 336. Esercizio 280. — Calcolare l'abbassamento dell’eswremo L 
dello sbalzo della trave della fig. 336. 
Soluzione. La trave AB è soggetta in A alla coppia M, = — ga?/2; quindi. 


per la prima delle (303) o delle (292), la rotazione in 4 vale 


= L(_gi@__ gal 
= \ “ a) 68I° 


a 
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Perciò l'abbassamento di © risulia 


> qa?l qa* 
hi=— a+ f= 6ny “+ 357° 


Sel = a,sihaf, = 79lt/24EJ . 


Esercizio 231. — Calcolare l’abbassamento dell’estremo © dello sbalzo della 
trave della fig. 337. 


Soluzione. La travo AB è soggetta in A a una coppia M, = — PI; perciò sì ha 
l PR 
a=7pg(- 2PD = — 3g: 


Quindi risulta 
stu a. 
°° 354° 3EJ 3EJI 
Lo stesso risultato si ottiene osservando che in B si ha la relazione B = — P 


Di ci PL 


BI 


ni 


Fig. 337. Fig. 338. Fig. 339. 


e che perciò, se la trave fosse libera in B e in bilico su A, si abbasserebbe tanto 
im 0 quanto in B di PF/3E7. Quindi se si fa ruotare la trave intorno ad A fino 
a riportare B sull'appoggio, O si abbassa ulteriormente di altrettanto. 


Esercizio 232. — In che rapporto devono essere i carichi P e Q, affinchè l’estre- 
mo © dello sbalzo della trave della fig. 338 non si sposti? 
Soluzione. Per il risultato dell’esercizio precedente e per la (275), si ha 


aPr_ Q@_,__P 


le= 35y— vini! = sap SP _®. 


Quindi risulta ff = 0 se P= Q/16. 


Esercizio 238. — Calcolare l'abbassamento del punto di mezzo della trave 
della fig. 339 2a). 

Soluzione. Si può studiare invece la travo della fig. 339 b), soggetta negli 
estremi a due coppie M, = — Pic, ed M, = — Pc. Quindi, per la prima delle 
‘20%, e per quanto si è detto nel n. 227, si ha 


Pa (Pic, + Pico)? 
mi» = agg 8 — 400) I6EI 
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Esercizio 234. — Una trave di sezione costante, di peso unitario q uniforme 
e di lunghezza indefinita giace sopra un piano rigido e orizzontale. Qual’è la lun- 
ghezza l del tratto che si distacca dal piano, quando si solleva di é l’estremo A 
(fig. 340) mediante una forza P concentrata, e qual’è la forza occorrente? 

Soluzione. Il tratto AB = 1 che si distacca dal piano si comporta come una 
trave appoggiata (il momento flettente è nullo in 4, ed è nullo anche in B perchè 
si annulla la curvatura). L’angolo # che la tangente in B fa con la congiungente 


Fig. 340. Fig. 341. Fig. 342. 


AB degli appoggi è f = é/l; quindi, per la (275), dev'essere 


Rd : /3AET 
ni = T: da cui = VAP a. 


La forza P occorrente è 


Esercizio 235. — Una trave di sezione costante, di peso unitario g uniforme 
e di lunghezza illimitata è posta sopra un piano rigido e orizzontale, dal quale 
sporge a sbalzo per un tratto a (fig. 341). Qual’è la lunghezza ! del tratto che si 
distacca dal piano e quale forza esercita la trave in 4? 

Soluzione. Il tratto AB = l è una trave appoggiata in A e in B e soggetta al 
peso proprio e a una coppia M, = — ga*/2 in A. La tangente in B è orizzontale, 
per cui si ha #8 = 0. Quindi, per la (275) e per la seconda delle (292), dev'essere 


qa 
q "po n 3 
B= sy 5g 7 0 da cui 1=V2a. 


Essendo nullo il momento fiettente in B, per la (7) la reazione A vale 


A= GTI 
Co 21 


3 = 2,061 ga. 


Esercizio 236. — La trave AB (rigidezza EJ) sopporta due carichi P, < P. 
(fis. 342) ed è sostenuta dalla trave CD (rigidezza E,J,). Calcolare la reazione 
mutua, essendo o punto di mezzo di entrambe le travi. 
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Soluzione. Nel punto di contatto o le due iravi devono avere lo stesso abbas- 
samento; condizione che determina la reazione mutua X. Per le (295) e la (273). 
l'equazione corrispondente è 


Pra XR XKR 


P, 10 a a 
4853 (8 408) — 135) 48E,J," 


48EJ 


(32° — daî) 4 


Ottenuta la reazione X, si calcolano immediatamente le sollecitazioni nelle 
due travi. 


Esercizio 237. — Lo stesso problema dell’esercizio 236, nell'ipotesi che le 
due travi siano uguali (2:71 = EJ, 1, = 1) e che la trave AB sopporti un earico 
uniforme @. 

Soluzione. L'equazione che determina X è 


5Q8 8XE _ 8XP 


3845) © 3945) © Ssang» Moi T= 70. 
Nota la X, le sollecitazioni nelle due travi risultano: 
Momento massimo nella trave AB 1219/2048 ; (per w = 117/32) 
momento in mezzaria della trave AB 9601/2048 ; 
momento in mezzaria della trave CD 1607/2048 . 


Se non ci fosse la trave CD, il momento massimo nella trave AB sarebbe 
QU = 25691/2048 . 


Esercizio 288. — Due travi uguali (salvo la Jun- 
ghezza) CD e AB sono sovrapposte (fig. 343 a) e sop- 
portano un carico P agente nel punto di mezzo della 
trave CD. Determinare le condizioni statiche delle 


due travi. 
Soluzione. Le due travi si toccano soltanto nei due 
Fig. 343. punti 0, D ed eventualmente nel punto caricato 0 (19). 


Supposto che si tocchino in o, la reazione mutua X 
in tale punto è determinata dalla condizione che l'abbassamento di o rispetto 


() Se le due travi (non soggette @ carichi ripartiti) si toccassero în tutti i punti per un 
tratto finito e si trasmettessero una reazione mutua g ripartita, le equazioni delle loro linee ela- 


stiche sarebbero ZJnIV = g per la trave inferiore, EJni” = — q per quella superiore. Ma per 


il contatto supposto, si avrebbe n = ma, ossia ni = ni'; quindi 4 = — 4, cioè q = 0. Perciò, 
se pure in qualche caso particolare si ha il contatto (ad es. nel caso di { = L), è nulla tuttavia 
la reazione mutua ripartita, che può esistere soltanto se la trave superiore è soggetta a un 
carico ripartito esterno. 
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ai punti 0, D sia lo stesso per la trave CD e per la trave AB. Ossia (fig. 343 b), 
per la (273) e la (270), 


(P_2) _ 
48EI 


da cui 


Nota la X, il calcolo delle sollecitazioni nelle due travi è immediato. 
Il contatto in o si ha soltanto se / > 3L/5. 


C) LE TRAVI INCASTRATE. 


229. Richiami. 


® Le travi incastrate sono iperstatiche, avendo uno o due vincoli 
sovrabbondanti: uno, se è incastrato un solo estremo, mentre l’altro 
è appoggiato; due, se sono entrambi incastrati. Quindi (n. 48) esse 
sono una o due volte staticamente indeterminate. 

Il concetto che si segue è noto (n. 49): Si sopprimono i vincoli 
sovrabbondanti, sostituendoli con le reazioni incognite, e si determi- 
nano queste mediante la condizione che la nuova trave (trave princi- 
pale) si deformi come se esistessero ancora i vincoli soppressi. Perciò 
si studia la deformazione della trave principale, provocata dai carichi 
e dalle reazioni suddette, e si tiene conto delle condizioni che i vincoli 
pensati soppressi impongono alla deformazione di questa trave. Si otten- 
gono così tante equazioni quante sono le incognite sovrabbondanti. 
Calcolate queste incognite, le rimanenti reazioni risultano determinate 
dalle condizioni di equilibrio della trave principale, soggetta ai carichi 
e alle reazioni sovrabbondanti. 

In pratica, questo concetto generale si traduce in procedimenti 
diversi, secondo il mezzo che si usa per studiare le deformazioni 
(teorema di Castigliano, Cap. XVI; teoria dell’ellisse di elasticità, 
Cap. XVII; ecc.). Qui faremo uso delle formule e dei metodi trovati 
nel Cap. X, €) e nel Cap. XI, A) e B). 

Ricordiamo che i vincoli, e specialmente gli incastri, non sono mai 
rigidi; per cui i risultati che si trovano supponendoli rigidi vanno 
considerati come valori limiti; ai quali, in pratica, si devono aggiun- 
gere gli effetti dei cedimenti. 
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230. La trave con un appoggio e un incastro, caricata uniformemente. 


a) Lo studio si può eseguire mediante l’equazione della linea ela- 
stica: Il momento fiettente all’ascissa 
(fig. 344 a) è 


qe 
M = Aex—- 75 
quindi la (233,) diventa 
2 
BIn'=-40+5. 


Integrando due volte si ha 


Ar Cad 
EIN =- 7 +4+0, 

Ar 104 
EIn=-G ++ 00+ 0% 


Le condizioni di vincolo sono tre: per 
x=0 dev'essere 7 = 0, e per x =) deve 
essere 7" = 0 ed 7 = 0. Due di queste ser- 
vono per determinare 0, e C,, e la terza 
per determinare A. Le prime due danno 


49 


2 6° 


Fig. 344. 


Ca=0, (= 


Sostituendo nella seconda equazione si 
ha 
A qa Ale qa. 
Sio) Sale rn TE 
quindi tenendo conto della terza condizione 
si ottiene 


EIn=— 


3 3 
(305) A-ggd=p0. 


b) Si giunge più rapidamente allo 
stesso risultato sopprimendo il vincolo so- Mig. 345: 
vrabbondante A e considerando la trave 
principale a mensola (fig. 345 a), soggetta al carico Q e alla reazione 
incognita A sostituita al vincolo. L’estremo A non deve abbassarsi: 
ciò equivale a dire che la somma algebrica dell’abbassamento fo che 
il carico Q produrrebbe nel punto A (fig. 345 b) e dell’innalzamento fa 
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che produrrebbe la reazione A (fig. 345 c) dev'essere nulla. Quindi, 
utilizzando le (264), (262), si ha l’equazione di elasticità 


Que AR _ A 3 
3h] 3hJ = 0’ da cui A=g0- 


Se l'appoggio A non è rigido, ma subisce un cedimento anelastico ò 
noto, si ha 
Quo AR . _ 3 354 
SEI © 353 = È: da cui A=qg@- 7 — di. 
Se invece il cedimento è elastico, e dò, è il cedimento di A provo- 
cato dalla forza uno, si ha 


3 
ge AR ; VIPINE RAEE 
SEI 3nj = Ad: da cui As SEI 
14 où 


Si osservi che quando i vincoli sono rigidi la reazione A non dipende da EJ, 
mentre ne dipende quando sono cedevoli. Inoltre la reazione A è proporzionale 
al carico anche se i vincoli sono cedevoli, purchè lo siano in modo elastico. 


e) Si può assumere invece la trave principale a due appoggi che 
risulta sopprimendo l’incastro in B e so- 
sostituendolo col momento d’incastro inco- 
gnito M, (fig. 346 a). La sezione estrema B 
non deve ruotare: cioè la somma algebrica 
della rotazione fo dovuta al carico € 
(fig. 346 b) e della rotazione fy dovuta al 
momento M, (fig. 346 c) dev'essere nulla. 
Quindi, utilizzando le (275), (293), l’equa- 
zione di elasticità è 

a 
so = da cui n=. 
Si trova per M; un risultato positivo 
perchè si era previsto il giusto senso nega- 
tivo del momento d’incastro; quindi bisogna attribuire il segno meno 
al risultato. È preferibile però non fare previsioni (n. 60 d) e sup- 
porre M, di senso positivo (n. 228 a), nel qual caso si ha 


RE a i Uli 
DEI * 3EIT Ss’ 


Fig. 346. 


(306) 0, da cui M,=-—- 


Si ottiene così 1, in valore e segno; essendo negativo, il senso è non- 
trario a quello supposto. 
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Se l’incastro B è angolarmente cedevole (8 cedimento anelastico 
noto, oppure $, cedimento elastico provocato dalla coppia uno), l’equa- 
zione di elasticità diventa 


Qu Ml csi 
DARI + 354 = f> oppure = Mb. 

d) Se si assume come trave principale la mensola, si ottiene la reazione 4; 
se invece si assume la trave a due appoggi, si ottiene il momento d’incastro M,. 
Nel primo caso, nota la A, si può calcolare M, come momento flettente in B: 


q__ 3 Qu Qi. 
M=41-g=50-5 Di 
nel secondo caso, noto M,, si può calcolare A ricavandola da questa equazione 
® si ottiene A = 30/8. 

Pertanto, si può impiegare indifferentemente l’uno o l’altro procedimento; 
tuttavia se i vincoli sono cedevoli, è più rapido il primo se si ha un cedimento 
verticale in A ed è più rapido il secondo se si ha un cedimento angolare in B. 
In generale però è più uniforme il secondo procedimento, come vedremo stu- 
diando le travi a due incastri. 


e) Determinata la reazione sovrabbondante A o M,, si completa 


facilmente lo studio della trave: 
Le reazioni risultano (1) 


3 5 l 
i-io, s-$0,, MI>=-£. 


Il taglio in una sezione generica è 
3 
Tia gl — qe, 


e varia linearmente come nel diagramma della fig. 344 Db). 
Il momento flettente generico è 


ed è rappresentato da un diagramma parabolico (fig. 344 c). Esso 
diventa massimo dove 7 = 0, ossia per 2 = 37/8, e vale 


9 
(307) Mme "9g 0; 


(13) È naturale che sia A4<0Q/2 e B> Q/2. Infatti, nella trave appoggiata, nella quale 
4 =B = Q/2, le tangenti estreme alla linea elastica ruotano verso il basso di angoli uguali « e B; 
mentre nella trave in esame il momente d'incastro M, obbliga la tangente in B a rialzarsi fino 
8a diventare orizzontale, sollevando così la trave, che grava perciò meno su A e quindi più su 8. 
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cioè poco più della metà di M in B, che è M, = — QU/8 = — 161/128. 
Inoltre, M si annulla per x = 37/4. Il diagramma M si può anche otte- 
pere dal diagramma semplice (n. 199 b), portando l’ordinata M, e ri- 
ferendolo alla retta inclinata (fig. 344 e’). 

L’equazione della linea elastica risulta 


EA 
n= gg; (®- 30 +20). 


L’abbassamento del punto di mezzo vale 
_ e. 

Milo = 1926] ? 
e si poteva anche ottenere sommando gli abbassamenti (276) ed 
M,l°|[16EJ (n. 227) prodotti da Q e da M, agenti sulla trave appog- 
giata: 

ya 
5Q0 8 _Qe 
Mi: S 334EI — 16EJ — 19259 © 


L’abbassamento massimo si ha dove 7° = 0, cioè per x = 0,4215l, 
e vale Ymas = 1,04Mo 
La rotazione in A, che si ottiene dall’espressione di 7’, vale 
23-98. 
«7 BEI 


La linea elastica ha un fiesso dove M = 0, cioè all’ascissa 37/4. 


231. Carico concentrato in un punto generico A} B 
(fig. 347 a). l È 


Pa i 
a) Se si assume come trave princi- pi Î È B 
pale la mensola (fig. 347 b), l’annullarsi H ») 
dello spostamento di A, per le (268), (262), : 
è espresso dall’equazione ; 


Pb81—b) AP _g 
6ET —3EI 7°? 


da cui 


Pb?(31 — D) 
(808) "i 


La stessa condizione si può esprimere LA 1 
senza ricordare formule, usando il metodo del 
n. 214 a): il carico P genera nelia mensola il Fig. 347. 


366 CAPITOLO UNDICESIMO 


diagramma M triangolare CBD (fig. 347 e), mentre la reazione incognita A 
genera il diagramma M triangolare ABE. Quindi l'abbassamento di A è nullo 
se è nulla la somma algebrica dei momenti statici dei due diagrammi rispetto 
alla verticale per A: 


0. 


Pb? b AR 2 
2 (i 3) + 203 

b) Se invece si assume come trave principale la trave appog- 
giata (fig. 347 c), l’annullarsi della rotazione in B, per le (304), (293), 
è espresso da 


Pa(l — a?) Mil 


Mil Pa(l* — a?) 
6EJI 3EI i 


(309) =0, dacu M,=- DA 
È facile vedere che se si calcola M, conoscendo l’espressione (308) 
di A, si trova la (309); e viceversa. 
c) Risolta così la parte staticamente indeterminata del problema, lo stu- 
dio successivo non presenta difficoltà: 
La reazione B risulta (14) 
_ Pa(31 — a?) 


(310) B Do 


Noto M,, si ottiene il diagramma M portando nel diagramma semplice 
l’ordinata M, e cambiando la retta di riferimento (fig. 347 d). Osservando che 
| M,|= (Pab/l)(22— b)/2l, si può ottenere graficamente M, proiettando sulla 
verticale di B il vertice del diagramma semplice, da un punto a destra di C e 
distante 22 da 0. 

Il momento massimo positivo, nel punto (0, risulta 


(27 
(311) = PORTE a) 


Il rapporto dei valori assoluti dei due momenti è 
M.:|M,|=b(22+ a)/ll1+ a) ; 


per cui risulta 3, |M, | secondo che è al£V2—1= 0,414. 

Il massimo di |M,| si ha quando a=1/V3=0,5771 e vale M= 
= V3PI/9 = — 0,192P1; il massimo di M, si ha quando a = 0,366! e vale 
M, = 0,174 PI. 

La linea elastica, e in particolare l’abbassamento del punto di mezzo (15) 
e la rotazione in A, si ottengono considerando la trave a due appoggi e sovrap- 
ponendo gli efietti di P e di M,, come si è fatto nel n. 230 e). 


(&) Le espressioni (308), (310), (309) consentono di calcolare A, B, M, per qualunque con- 
dizione di carico, sovrapponendo gli effetti (v. es. 242). 

(&*) Anche in questo caso, benchè con approssimazione minore di quella che si ha nella 
trave appoggiata, si può calcolare ny: in luogo di mar 


TRAVI DI UNA SOLA CAMPATA 367 


d) Nel easo particolare di a = d = 2/2 risulta 


5 11 3 «a 
A=pP. B=gP. Io=-gPl M=gPli 
PE 7 PE 


© 35554° "TT Ei 


5_ PR a 
Nmax = ur ‘537 = 1022,  perc= yV3 = 0,4471. 


Esercizio 239. — Una trave di ferro a T N 18, lunga m 3,20, è incastrata in 
B e sostenuta in A (fig. 348) da un’asta di ferro tondo di 1,5 em di diametro, 
lunga m 3, che è inerte quando la trave è scarica. Calcolare il regime statico 
per un carico uniforme Q = 4400 kg. 

Soluzione. L’allungamento d, dell'asta per effetto della forza uno vale 


l 300 169,8 
EA, Elisi E 


Quindi, essendo E, dell’asta uguale a E della trave, si 
ha (n. 230 5) 


CI 


3 4400 
4= ET 1613,7 kg. 
T 320? È Fig. 348. 
Il momento d’incastro M,, che varrebbe — Q7/8 = — 176000 kgem se l’ap- 
poggio A fosse fisso, risulta 
x, = 41- È = 16137 + 320— 4400320 _ _ 187616 kgom. 


Esso si può ottenere anche sottraendo da — @l/8 la variazione causata a M, 
dalla diminuzione di 36,3 kg che A subisce per effetto del cedimento: 


My 176000 — 36,3 - 320 187616 kgem. 


Esercizio 240. — a) Nella trave dell’esercizio precedente l’appoggio A subisce 
invece un cedimento anelastico è = 3,5 mm. Calcolare la reazione A. 

b) Se è è 1/10 della f della trave a sbalzo, la A cala di 1/10 rispetto a 30/8, 
perchè deve rialzare l'estremo di 9f/10. 

Soluzione. Si può procedere come nel n. 230 3); oppure si può calcolare di- 
rettamente la forza 4A rivolta in basso che occorrerebbe, se non ci fosse il 
carico, per costringere l’estremo A svincolato ad abbassarsi di d: 
4A -B a 3EJ 3-2,1- 108 - 14 
s= td 2, dacui dA="2%5 ne 
La AA è la diminuzione che subisce la reazione A (305) relativa al caso dei 
vincoli rigidi; diminuzione che dipende soltanto dal cedimento é e non dal carico 
(ed è maggiore se E.7/I* è grande). Se il carico è quello dell’esempio precedente, 
si ha 


0,35 = 97,3 kg. 


A= 1650 — 97,3 = 1552,7 kg. 
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Esercizio 241. — Una trave di ferro a L N 16, lunga m 5, è soggetta a un 
carico di 1500 kg concentrato nel punto di mezzo (fig. 349). 
Quale cedimento angolare 8 dovrebbe avvenire in B af- 
finchè risultasse Mmer = |M; |? 

Soluzione. Dal diagramma M si deduce che 


PI 1 
M=g7-5|Mli 
VG: (349; quindi deve risultare 
Pl; 1 A PI PI 
Fa 1M|=1M| da cui 136}=%G> Ur=-G: 
Se i cedimenti sono nulli, si ha (n. 231 d) M, = — 3Pl/16; quindi occorre 


una variazione 4M, = Pl/48, alla quale corrisponde (293) un cedimento an- 
golare 
B 4M,:1_ PR 1500 - 500? 
3ES  144EJ 144 - 2,1 - 10% - 935 


0,001326 = 004'33". 


Esercizio 242. — Determinare le reazioni nella trave della fig. 350. 
Soluzione. Il carico unitario all’ascissa x vale q = (20/0)(x/1) = 20/1. Quindi, 
per la sovrapposizione degli effetti, risulta dalla (309) 


1 1 
‘gdo x — 28) Qi 201 
Mi = — [10 = difende. 
0 
La reazione A si ricava dalla relazione 
E: ; _2Q £ : 
Al-Q3=M, da cui A=%- t 
Fig. 350. 


Quindi si ha B=Q— A = 40/5. 


Esercizio 243. — Calcolare le reazioni e la rotazione della sezione A nella 
trave della fig. 351 a), soggetta a una coppia M nell’estremo appoggiato A. 
a) I° soluzione. Se si assume come trave principale 

Aa L000 “la mensola (fig. 351 bh), la reazione A è determinata 
1 dalla condizione Na = 0. Per le (260), (262), l’innalza- 


ai Ù) mento di A è 
H ME, AF 7 3M 
ezio Vi: © ae ap Sar 
A B 
d : ax Quindi A è rivolta verso il basso. Il momento d’inca- 
aa 


ea stro risulta 
3M M 
2 


Nori (313)  M,=M+4=M-5 


TRAVI DI UNA SOLA CAMPATA 369 


11 diagramma M è il trapezio intrecciato della fig. 351 d). La linea elastica ha. 
un flesso distante 27/3 da A. 
La rotazione in A è data da 
I, ARM 
(314) ©= EJ + 35I — 45J° 
Le (313), (314) sono di uso continuo nello studio dei telai (Cap. XX, B). 
b) 2° soluzione. Se invece si assume come trave principale quella appoggiata 
(fig. 351 c), M, è determinato dalla condizione f = 0. Per le (303), si ha 
Ù » M 
B= gg (M+2M)=0, da cui M=-5. 
L’angolo a risulta 


1 1 
cEI @M+ Mb) = I 


a 


(ex 2) Ml 


2 4EJ © 


Esercizio 244. — La stessa trave è soggetta a una coppia M applicata in- 
vece in un punto generico 0, distante a e b dagli appoggi. 

Soluzione. Assunta la mensola come trave principale, la coppia M, supposta 
positiva o destrogira, fa alzare l'estremo A (n. 218) di Mb°/2EJ + (M0b/EJ)a. 
Quindi l'equazione determinatrice della reazione A è 

Mb, Mb AR 4 3M(1° — af 
DI t I 37° da cui 43-35 ), 


Fsercizio 245. — Calcolare le reazioni e l'abbassamento dell’estremo © della 
travo della fig. 352 a). P a) 
Soluzione. Applicando (fig. 352 b) le (312), (313) si Cad 
ottiene SO 1 
t=-Pa 
deb sPa M,= Pa . d) & At 


La fig. 352 c) rappresenta il diagramma M. 
L’abbassamento del punto © risulta, per la (314), 


Pa Pa _— Pal _ Pa®(31+ 4a) 
®= 3g 7 3EI BI ° 19ES 


Esercizio 246. — Trave appoggiata in A e incastrata in B. Calcolare le rea- 
zioni provocate da un riscaldamento non uniforme delia trave, variabile linear- 
mente da ?, in alto a #, in basso. 

Soluzione. Se l'appoggio A fosse soppresso, la trave si deformerebbe secondo 
un arco di circolo; e supposto i, > t,, la differenza delle due dilatazioni in alto 
e in basso della trave sarebbe e, — e, = alt; — #2). Quindi la curvatura risul- 
terebbe 
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9 l'estremo A si abbasserebbe di (es. 94) 


UA _ a t,)1? 


dr 2h 


La reazione A capace di impedire questo abbassamento si ricava da 


AR alt — tp)? A a __ 3EI , = 
ny = e. da cui A=-B= poli); Md. 


Esercizio 247. — Una trave a tre appoggi, di sezione costante, ha le due cam- 
pate di uguale lunghezza / ed è caricata uniformemente (fig. 353 a). 
a) 1° soluzione. Assunta come trave principale quella che risulta sopprimendo 
l’appoggio centrale, e sostituito questo con la reazione incognita 0, l’annullarsi 
dello spostamento di 0 fornisce l'equazione 


5 20(2)?  80(20° _ 
384ET © 384EJ 


Quindi, per l’equilibrio, si ottiene anche A = B = (2Q — 0)/2 = 39/8. 
b) 2° soluzione. Per la simmetria della trave e del carico, la tangente alla 


0, dacui 0= o. 


(315) x 


20=29! 


Fig. 353. Fig. 354. 


linea elastica in 0 è orizzontale; quindi ciascuna delle due campate si com- 
porta come se fosse perfettamente incastrata in C. Per i risultati del n. 230 e) 
si ha senz'altro 


ol 


5 
A=B=50, 0=230, M=- 


Esercizio 248. — La trave a mensola AB (rigidezza EJ) è rinforzata (fig. 354) 
dalla trave sottostante CB (rigidezza £,7;). Calcolare la reazione mutua in 0. 

Soluzione. Il contatto si ha soltanto nel punto 0 (nota 12). Se X è la reazione 
mutua, gli abbassamenti del punto O appartenente alla trave AB e alla trave 
CB, che devono essere uguali, sono (n. 219) 


Ps , Pa-b®°_X6 x 
3EI' 2EJ 3EI © 3EJ1° 


Se EJ, = EJ, si ottiene 


Pb®(21 + a) 


= 


«Se inoltre è a=d = 1/2, si ha X = 5P/4. 
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Esercizio 249. — Di quanto si modifica la reazione A della trave iperstatica 
della fig. 355, se al carico di 2400 kg ripartito su 3 m di lunghezza si sostituisce 


Pb*(31— bj; _ P 


- 208 208 


(22 — 3a + af). 


Nel caso del carico ripartito, la stessa espressione dà 


A sr) (29 — 322 + 28)da di (31— 8Pe + 6 08). 


C) 


Quindi per il dato carico ripartito (e = 2 m) e per lo stesso carico concen- 
trato secondo la risultante (a = 3,5 m) si ottiene rispettivamente 


A= 367,2 kg, A = 291,6 kg; 


ciò che conferma quanto si è riconosciuto nel n. 51, e mostra come possa essere 
considerevole l’errore che si commetterebbe facendo la sostituzione (20,6 %). 


=ql 

7 pa 232. La trave incastrata agli estremi e ca- 

A EIA, ricata uniformemente. 
% porti pa a) La trave (fig. 356 a) ha due vin- 
& db) 1 coli sovrabbondanti, quindi in generale 
MA H due dei parametri delle reazioni sono sta- 
(iI ticamente indeterminati. Però la simme- 
i 0) n tria della trave e del carico fa prevedere 
_ QU QU in questo caso che le reazioni verticali 
12 }24 valgono A = B = @/2, mentre i due mo- 
d) menti d’incastro M, ed M, sono uguali; 
Fig. 356 quindi si ha una sola incognita, cioè il 


valore comune di tali momenti. 

Il calcolo è semplice e uniforme se si assume come trave principale 
quella appoggiata e si applica il corollario di Mohr. Supposti i momenti 
incogniti negativi (fig. 356 b), l’annullarsi della rotazione delle sezioni 
estreme dà l'equazione 


2 
QU Mal 0, da cui M,=M,= M_. 


(316) 3473 + 35J — = 312° 


3) Ripetiamo il calcolo assumendo come trave principale la mensola. 
(fig. 356 c) e supponiamo, per considerare il caso generale, che sia incognita 
anche la reazione A. Le condizioni che determinano A ed M, sono l’annullarsi 
della rotazione e dello spostamento della sezione A svincolata; quindi, assu- 
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mendo ad es. positivi le votazioni sinistrogire e gli abbassamenti, si hanno le 
quazioni 
de 48° MI 
SEIT 2EI EJ 


Ka A4R_ MR 
8EJ 3EIJ 2EJ 


0, 0; 


da cv 


c) Note le reazioni, completiamo lo studio della trave: 
Il diagramma 7 è uguale a quello della trave appoggiata (fig. 254 b), 
essendo uguali M, ed M, (n. 199 d). Il momento flettente all’ascissa x è 
Py O 
id O ai i 
ed è rappresentato da un diagramma parabolico (fig. 356 d), che si 
ottiene dal diagramma semplice cambiando la retta di riferimento in 
modo che le ordinate estreme risultino — 7/12. Il momento positivo 
massimo vale 


(317) Mar = 


qe_g_q_Q_1 
san n = 3 
Il momento si annulla nei punti di ascissa (37F7-V/3)1/6 = 0,2113 1 
e 0,7887 I. 

La linea elastica si ottiene sovrapponendo a quella della trave ap- 
poggiata quella dovuta ai due momenti M, ed M): 


__@P_ (ag) #)] 
n= 3ARI ()-2(7)+ (7) 
La freccia risulte: 
VISA 
5 Q® 12 1 0QP 


(818) f= 


384 EI 8EJ — 384 EJ° 
i punti di flesso sono quelli suddetti in cui M = 0. 


233. Carico concentrato in un punto generico. 


a) Studiamo da prima la trave mediante l'equazione della linea 
elastica, usando l’artificio del n. 223. Il momento flettente in una 
sezione a destra di P (fig. 357 a) è 


M=M,+tAx—-Pe—- a); 


se la sezione è a sinistra di P basta tralasciare il terzo termine. L’e- 
«quazione differenziale della linea elastica risulta 


EJn'=—- M,- Ax + P(a— a). 
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Integrando due volte si ha 


A 2 PER 2 
Ein =— Ma 42 Poi i 0, 
Ma Ax i Pa— af , 

2 6. 6 La 


EIN Cie + Ca. 

Si hanno quattro condizioni di vincolo: due servono per determi- 
nare C, e C, e le altre due per determinare A ed M,. Per a =0 
dev'essere y' = 0 ed 7 = 0 nell'equazione senza il terzo termine; per 
cui risulta C, = 0, = 0. Per gx =! dev'essere 7 = 0 ed 7 =0 nel- 
lequazione completa; per cui si ha 


ki Te 2 

à xi 2 Pl ; ag 
ì Ml AR, PU—ag 
276 6 


Risolvendo il sistema di due equazioni, 
si ottiene 


P(@1— a)?(l + 2a) Pb*(3a + b) 
4= BB ci E ’ 
Pall a) Pal 
sie la La Fig. 357. 


b) Il calcolo è più breve se si as- 
snme la trave appoggiata come trave principale (fig. 357 b) e si fa uso 
del corollario di Mobr. Per le (304), (303) si ha 


Pb(la — db? l 
= (RM, +M)=0, 


Pa@— a) 1 
pEr) + gg Ue +24) =0, 


da cui 


e 2, 
(319) Mi Pab Pa?b 


ps Pad 


Le reazioni A e B si calcolano mediante la (230). 


c) Risolto il problema iperstatico, si calcolano gli altri elementi che pos- 
sono interessare: 
Reazioni verticali 


P P 
(320) = (0 Hat + 2a),  B= O 3+ 20). 


Le (319) e (320) consentono di calcolare le reazioni per qualunque condi- 
zione di carico sovrapponendo gli effetti. 
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Momento flettente nel punto (': 


2Pa? 
(321) Me» 


I diagramma M si ottiene completando il diagramma semplice medianto 
le ordinate estreme (fig. 357 c). Graficamente, osservando che — M, = (Pab/1){b/î) 
e — M,= (Pab/l)(a/l), basta proiettare sulle verticali di A e B il vertice del 
diagramma semplice da due punti distanti ! da C. 

I punti di momento nullo distano da A e da B di 


— M, a 
A 1420 


— Mi b 
1 db 
B ! 


Ci i; LA mal 


I momenti d’incastro M, o M, sono massimi in valore assoluto (— 427/27) 
quando è a = 1/3 0 b = 1/3; mentre M, è massimo quando a = = 1/2 e vale 
Pl/8. 

La linea elastica si ottiene sovrapponendo gli effetti di P e di M, ed M, 
oppure sostituendo A ed M, nell’equazione trovata in a). In particolare, l’abbas- 
samento del punto C risulta 

Pa8b* 
(322) le = 3pJR* 


L’abbassamento del punto di mezzo, secondo che asb, è dato da 


_ Pa*(31 — 4a) h —_ _ Pb*(31— 40) 
(323) Mile = 48ET ’ oppure Mia" —4sET 


Il punto dove l'abbassamento è massimo è nel più lungo dei due tratti @, 
b (19); secondo che a=, la sua distanza da A o da B risulta 
2a î 20 


= = = sea 
da = 2%, pda 1, oppure xa = 2%; Td l, 
e si ottiene rispettivamente 


Axi 2Pa8b? Bag 2Pa®b? 


(324) ima: = 19RÎ — SES(+ Da)” OPPUTO mar S 13EI — 35I0+ 20° 


d) Se a=b=1/2, si ha 


(325), (326) ==, n=G; 
PI 2 PR 
(327) Î= iv0ns = ssi Ei: 


(3) Nelle travi incastrate il punto di massimo abbassamento si allontana dal centro di 
1/6 = 0,1671 quando a+0 oppure b+0; nel qual caso 7/2 è minore di mar del 18,5 %. 
Tuttivia per le condizioni di carico non eccezionali come questa, la differenza è molto minore 
e il rnnto è molto più vicino al centro; per cui è lecito, come nelle travi appoggiate, calcolare 
ipa ID 11030 di Nmgz- Ad es., nel caso di un carico triangolare il punto di massima ordinata dista 
cal centro di 0,02471 e la mas SUpEra ny: di 0,52 %. 
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Esereizio 250. — Studiare la trave della fig. 358. 
Soluzione. Le reazioni risultano 


| a 


2, 
dg PAGA), B=ql+P_A: 
I DI E 
qe Pab ql Pa 
Ma 12 RR M=-B7 E° 


Il taglio si annulla per #4, = 4/9 0 per w5 = B/g. Se risulta 20 < 4, oppure 
25 < Db, il momento è massimo per « = %, 0 per x' = xi, e vale (231) 


A B? 
Mmar = Ma +37 oppure —Mmar = Mt 3q° 
Se risulta 2, > @ © #4 > db, M è massimo nel punto 0. 


Esereizio 251. — Calcolare le reazioni nella trave della fig. 359. 


|A BE 


i rt; 


Fig. 358. Fig. 359. Fig. 360. 


Soluzione. I momenti d’incastro si ottengono mediante le (319) e la sovrap- 
posizione degli effetti: 
20/3 


ed a __ 6 
Ma TE al — x)da 8I” 
ò 
21/3 n 
s do 
M=- fed nd =- 37 - 
O) 


Le reazioni A e B si possono calcolare in modo analogo mediante le (320); 
oppure si ottengono mediante le (230): 


2a. 
_ 8 3 —-4+6 d_38 19 
‘pel spiLARE venia i id RL 
2 1 
p_3l 3,-0+4,0 16-39 
T<  s81 Gelo an 


Esercizio 252. — Calcolare le reazioni della trave della fig. 360. 
Soluzione. Il carico unitario in un punto generico vale q = 2Q2/I?. 
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Applicando le (319) si ottiene 


l 
M=- 22 (a0- odo o ; 


l 
My 2 (1— a)de Qu 
0 


10° 


Inoltre per le (230) si ha 
Q 1 Qu, 3 
A=S+41(-G+9)- 50 


1\_10* 15 
20. 1/ Q Q_7 
Bag b7( +5) 100: 


Esercizio 258. — Calcolare le reazioni nella trave della fig. 361. 

a) 15 soluzione. La trave ha tre vincoli sovrabbondanti; tuttavia, per la sim- 
metria della trave e dei carichi, le incognite iperstatiche sono soltanto due, 
cioò M,= M, e la reazione 0. 

Inoltre, si ha una sola incognita, se si assume come trave principale la trave 
incastrata (!") in A e in B, cioè ottenuta sopprimendo l’appoggio O e sosti- 
tuendolo con la reazione incognita. Annullando l’ab- 
bassamento del punto 0, per le (318), (327) si ha 
l’equazione 

1 202° 2 0(29 
384 EJ 384 EJ 


Fig. 261. 


0, dacu 0=0Q. 


Per le (316), (325), i momenti d’incastro risultano 


20-22, 0-2 7 
Msi do ta E 


Le reazioni estreme risultano A = B=(2Q— 0)/2= Q/2. 
Per le (317), (326), il momento flettente in C vale 


i SP. Asa 11 
e 24 8 12° 


b) 2° soluzione. Questi risultati si potevano prevedere senz'altro: Infatti 
per la simmetria, la tangente alla linea elastica in O è orizzontale; per cui cia- 


(*) La trave principale, che si ottiene sopprimendo dei vincoli e sostituendoli con le rea- 
zioni incognite, serve per ricavare delle equazioni di elasticità, esprimenti le condizioni cui deve 
soddisfare la deformazione nei punti che erano vincolati. Perciò non è necessario che la trave 
principale sia isostatica: basta soltanto che sia tale che di essa si sappiano esprimere le defor- 
mazioni; cioè basta che sia una trave di comportamento elastico già noto (come è, nel nostro 
caso, la trave incastrata). 

In tal modo il problema presenta un numero minore di incognite (v. anche es. 267 e 268). 
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scuna campata l si comporta come fosse perfettamente incastrata agli estremi. 
Quindi le reazioni A e B valgono @/2, la reazione C vale 2(0/2) = Q, e i momenti 
d’incastro in A, in B e in C risultano — Q4/12. 


Esercizio 254. — Calcolare le reazioni nella trave della fig. 362 a) e la rota- 


zione del punto 0. 

a) 1° soluzione. Assunta la trave appoggiata come trave principale, l’annul- 
larsi delle rotazioni a e $ prodotte da M (290;) e dai momenti d’incastro 1, 
ed HM, si traduce nelle equazioni 


Mi l Mu l Sr e 
— 34bI t pg Mot H)=0, sap + any Mat 22) = 0; 
da cui 
M 
M=-M= 7: 
Inoltre per le (230) si ha 
H 1 M_ M 3 M 
Ò reganaogra 


b) 2° soluzione. Evidentemente il punto € non si sposta (!8). Perciò si può 
studiare la mezza trave CB (fig. 362 b) appoggiata in 0, incastrata in B e sog- 
getta alla coppia .M/2. Quindi, per le (312), (313), si ha 
senz'altro 


_ 3 .M2__3.M î 
sg gg 
3 M M 
sett. diet i 
21 SEA las 
SEE 
Per la (314), la rotazione del punto O risulta era 
& 5 
pi 
(a) = PRIA Mu 
® 357 7 I6hI° Fig. 362 


c) Se la coppia M è applicata in un punto C generico, che supponiamo però 
impedito di spostarsi (v. nota 10) in virtù di altre strutture facenti capo nello 
stesso punto (es. 305, 306), decomposta la trave in due parti soggette alle cop- 
pie M' ed M'" (fig. 362 c), per la (314) l'uguaglianza delle rotazioni dei due estremi 
© si esprime con 

Ù " 1 , 
M'a M'"b « \M b i wr Li, _ Ma . 


I ay i ma go deg 


(8) Infatti, supposto che quando M è destrogiro C si abbassi, invertendo M (moltiplicazione 
per — 1) C si alzerebbe. Ma se ora si guarda la trave stando dietro il foglio, sì ritrova la 
trave precedente (perchè C è il punto di mezzo) ed M è di nuovo destrogiro, mentre © risuì- 
terebbe alzato, contrariamente all'ipotesi. 
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Se i due tratti a e b hanno rigidezze EJ, ed EJ, diverse, posto a/E.J, = 
= Go DEI) = G» (pesi elastici dei due tratti), si ha invece 


M'Ga _ MG i dd 
adi at: da cui w =,’ 
Gi Ga 
M'=M 4 M"=M 
Gat Gi Gta? 


cioè M si ripartisce in proporzione inversa dei pesi elastici dei due tratti. 
La rotazione del punto C risulta nei due casi 


Mad M. Gm 
0) Fi FARI ‘PT AT GAG 


Queste espressioni di 9, riescono molto utili per semplificare lo studio di si- 
stemi complessi (es. 306, d). 


Esercizio 255. — Un albero metallico di sezione circolare viene forzato entro 
un telaio quadrato (fig. 363), le cui aste d’acciaio hanno la sezione quadrata di 
lato a = 2 cem. Calcolare la reazione X nei quattro punti di contatto e la ten- 

sione massima nelle aste, sapendo che il diametro dell’al- 


Gi bero supera di 1/500 la luce interna 7 = 20 em del telaio. 
Soluzione. Ciascuna asta si comporta come una trave 
perfettamente incastrata, perchè evidentemente le sezioni 


estreme non ruotano. ‘Trascurando l’allungamento delle 
aste, la forza X in mezzaria provoca una freccia f = //1000: 
size XE 1 EI 


Tig. 363. 19353 © 1000” da cui X=0, 19237 n 


La tensione massima nelle aste, trascurando lo sforzo assiale X/2, risulta 
per lo (325), (326) 


Mis _ Xl _ 0,192 EJ _ 0,192 Fa _ a 
Ome = 7 = gw = 8 ‘TW sd ET. 


Coi dati del problema si ottiene 


0,192 2 È 
x=%5 PE È _ 0,016 -2,1 - 1057 = 1844 kg, 


mas = 0,012 + 2,1 - 108%, = 2520 kg/emq . 
Tenendo conto anche dello sforzo assiale, la 0,0, aumenterebbe di X/2A4 = 
= 1344/8 = 168 kg/emq. Però, se si tiene conto dell’allungamento delle aste, 
ia X risulta un poco minore. 


Esercizio 256. — Ricavare i coefficienti d’influenza per la trave incastrata. 
Soluzione. Limitandoci ai coefficienti che danno l'abbassamento di un punto r 
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prodotto da una forza P = 1 agente in un punto s, se ne deducono le espressioni 
dai risultati del n. 233. 

Sostituendo le espressioni di A e di M, nell’equazione della linea elastica, 
se r è a sinistra di s (fig. 364 a) si ottiene 


Lace 2 9 
me = gar (GP — 300 — 3lo + 200) 


bat 
7 65JP 


e se r è a destra di s (fig. 364 b) 


(2bx + 3le) ; 


aa? 


fre S GET 


- (31° — 3la — 3lo' + 2ax') = 


pol? D i GI 
s dare (2ax' + 3le) . 

L’abbassamento del punto di mezzo o della trave, secondo che la forza 1 
precede o segue 0, è dato da 


a2(31— 4a) _ b*(31— 45) 
Ta sp. Mex BEI 
(0) 
n d Infine, se s coincide con 7 si ha 
53 
Mir T BET 


234. Le travi perfettamente incastrato @ 
caricate in un punto qualsiasi. 


a) Data una trave perfettamente 
incastrata (fig. 365 a), si calcolano i mo- 
menti d’incastro M, ed M, nel modo più 
semplice annullando le rotazioni a e $ delle sezioni estreme della trave 
principale appoggiata, soggetta ai carichi e ai momenti incogniti Ma, M, 
(fig. 365 c). Se la trave è di sezione costante e se A* e B* sono le rea- 
zioni fittizie dovute al diagramma semplice del momento, per le (2501) 
e le (303) si ottengono le equazioni 


Fig. 365. 


o doay B* L_t (+24) =0 
BI + 61I € a+ M)=9, xi + 613 | a + 2M3) ’ 
dalle quali si ricava 

2 * * 2 * Ùi 
(328) M.=—q (24*— B*), M,=-— 7 (2B*— 4°). 


Il diagramma semplice del momento si sa determinare analitica- 
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mente o graficamente (n. 198 a) per qualunque condizione di carico; 
perciò si sanno dedurre in ogni caso anche le reazioni fittizie A* e R* 
e quindi i momenti d’incastro. Per carichi rivolti verso il basso i mo- 
menti d’incastro risultano negativi. 

Le (230) consentono poi di calcolare anche le :.izioni A e B, che 
sono date da 


xp 
l 


(329) A = +$ us BI), B=TP0 6 (pian. 

b) Carichiamo la trave ausiliaria appoggiata (n. 213 è) col dia- 
gramma (completo, non semplice) del momento, se la sezione è costante, 
o col diagramma delle curvature, se la sezione è variabile, e siano 4,* 
e B,* le reazioni fittizie. L’annullarsi degli angoli a e f richiede, per 
le (250,) o per le (250), che sia A,# = B,* = 0. 

Perciò il diagramma M, o il diagramma MEJ, deve costituire un 
carico fittizio equilibrato: cioè la sua area dev'essere nulla, e i baricentri 
dell’area positiva e dell’area negativa devono essere sulla stessa ver- 
ticale (altrimenti il carico fittizio equivarrebbe a una coppia). Quindi 
se si decompone il diagramma in quello semplice (noto) e nel trapezio 
negativo (n. 199 b), quest’ultimo deve avere la stessa area e la stessa 
verticale baricentrica del primo; ciò che basta per determinare il tra- 
pezio, e quindi M, ed M,. 

Interessante è il caso in cui il diagramma semplice del momento 
ha il baricentro equidistante dalle verticali degli appoggi (come suc- 
cede, ad es., quando i carichi sono simmetrici) e la trave è prisma- 
tica: in tal caso il trapezio negativo è un rettangolo la cui altezza 
M,= M, = M,, cioè il momento d’incastro, è uguale all’ordinata media 
del diagramma semplice del momento (v. Cap. X, nota 17). 


Esercizio 257. — Trave perfettamente incastrata, soggetta a un carico P nel 
punto di mezzo. 

Soluzione. Il diagramma semplice del momento è un triangolo di ordinata 
massima Pl/4. L’ordinata media è la metà della massima, per cui risulta 
M,= M,=— Pl/8, in accordo con la (325). 


Esercizio 258. — Trave perfettamente incastrata, soggetta a un carico uni- 


forme Q. 
Soluzione. Il diagramma semplice è una parabola di ordinata massima QUs. 
L’ordinata media è 2/3 della massima, per cui risulta M,= M,=— Q12, in 


accordo con la (316). 
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Esercizio 259. — Trave perfettamente incastrata, soggetta a due carichi uguali 
P distanti a dagli estremi (fig. 366). 

Soluzione. Il diagramma semplice è un trapezio di ordinata Pa. L’ordinata 
media è uguale alla sua area Pa(f— a) divisa per la base maggiore l: quindi 
risulta 

ie= Pala a) ; a ta i a 
A 1 i B 

Esercizio 260. — Supposta la trave di sezione va- 
riabile dell’esercizio 195 perfettamente incastrata agli 
estremi, calcolare i momenti d’incastro. 

Soluzione. L'area del diagramma semplice deì mo- Fig. 366. 
mento flettente, alterato come nell'esercizio 195, è 
(1+ 3a)P?/32. Il diagramma rettangolare negativo di ordinata M,= M, si 
deve alterare nello stesso modo, per cui la sua area risulta (1+ a)M}/2. L’area 
del diagramma completo delle curvature dev'essere nulla, e quindi le due aree 
suddette devono essere uguali; da cui si ricava 


1+ 3a, PI 
l+a 16° 


M,=M,=- (se a = 0,5, M, = — P1/9,6) 


235. Le travi imperfettamente incastrate. 


a) Se la trave prismatica considerata nel n. 234 a) (fig. 365 a) 
non è incastrata in modo perfetto, calcoliamo le rotazioni a e f delle 
sezioni estreme considerando la trave principale soggetta ai carichi e 
ai momenti d’incastro M, ed M, (fig. 365 c): 


| ai, Ly) 
= Fi EDI a » 
(330) EJ 6EJ 


Î B* 1 
| B=%Ei+ 65j (+20). 


Note le reazioni fittizie 4* e B* dovute al diagramma semplice del 
momento, le (330) danno gli angoli a e f quando si conoscono i mo- 
menti d’incastro. Se invece questi sono incogniti e si conoscono gli 
angoli a e f (cedimenti angolari), risolvendo il sistema delle due equa- 
zioni per le incognite M, ed M, si ottiene 


M, 2 (RA*— B*) 4 2a (2a — B) 
(831) 
M, + os 4%) 4 i (28— a). 


b) I primi termini delle (331) (generalmente negativi) rappresen- 
tano i momenti d’incastro M, ed M, quando sia a = f = 0; cioè sono 
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i momenti d’incastro perfetto. Essi dipendono soltanto dai carichi e 

coincidono naturalmente con le espressioni (328). Î 
I secondi termini rappresentano i momenti M, ed M, dovuti sol- 
tanto ai cedimenti a e f, e sono gli stessi che si ottengono risolvendo 
per M, ed M, le (303). Se non agissero i 


A è È carichi, essi sarebbero i momenti che bisogna 
Neo) sa db applicare alla trave appoggiata per provo- 
lun] CR care le rotazioni a e f. Agendo contempo- 


i raneamente i carichi e i cedimenti, essi 


A si sono le variazioni dei momenti d’incastro 
» £ ds perfetto dovute ai cedimenti; cioè rappre- 
sentano l’influenza dei cedimenti, e sono 

Fig. 367. indipendenti dai carichi. 


Tutto questo è in armonia col principio 
della sovrapposizione degli effetti. 

e) Cedimenti verticali. Per completare lo studio dell’infiuenza dei 
cedimenti, teniamo conto anche di quelli verticali. Se entrambi gli 
incastri si abbassano ugualmente, la trave non ne risente alcun effetto; 
perciò ha influenza soltanto la differenza dei due cedimenti. 

Sia dunque è, il cedimento di B rispetto ad A (fig. 3672), che con- 
sideriamo positivo se è un abbassamento. Se la trave fosse appoggiata 
(fig. 367 b), le sezioni A e B ruoterebbero di angoli a = dll, BP=— difli 
essendo incastrata, queste rotazioni sono impedite, per cui sorgono 
due momenti d’incastro capaci di annullarle, ossia di produrre le ro- 


tazioni opposte a = — d»/l, f = dift. Tali momenti sono dati dalle (331), 
nelle quali si sostituiscono questi angoli e si pone A* = B* = 0: 
2EJ da) 2EI (È 
M,=25 ( 37), 21=% (39). 


d) Influenza dei cedimenti. Per quanto si è detto in db) e in c), 
l’influenza complessiva dei cedimenti angolari a e f e del cedimento 


verticale relativo dò, di B rispetto ad A sui momenti d’incastro è 
espressa da 


(332) M,-27° (2a-5-3%), Mi ="7° (2-0 +34). 


Mediante la (229) si ottiene anche l'influenza dei cedimenti sulle 
reazioni verticali: 
6E 


4 68I 4 
(833) 4=°Z (8 a+23),  B= (a_8 202). 


e) Pertanto, le reazioni dei vincoli di una trave mcasirata, sog- 
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getta a carichi qualsiasi e a cedimenti a, f, ò,, risultano 


= BEI ò 
M,= H+ F-(2a- 8-37) 
— , 25J ò 
M=M, I (28 a +3 2) 
(334) 
A = 24° (6- a+2È) 
B=B+°E (ak 20). 


In queste espressioni il primo termine W,, H,, 4; B tiene conto 
dei carichi, e rappresenta le reazioni quando i cedimenti sono nulli, 
cioè nel caso della trave perfettamente incastrata. Il secondo termine 
tiene conto dei cedimenti ed è indipendente dai carichi. Perciò, cono- 
scendo le reazioni nel caso della trave perfettamente incastrata, si 
ottengono immediatamente quelle della trave a vincoli imperfetti, 
aggiungendo l’influenza dei cedimenti. 

I momenti d’incastro della trave perfettamente incastrata sono rac- 
colti nel n. 237 c) per le più importanti ipotesi di carico. 


236. L’abbassamento del punto di mezzo. 


Anche per le travi incastrate, perfettamente o no, conviene calco- 
lare l'abbassamento del punto di mezzo, invece dell’abbassamento mas- 
simo. Infatti, il primo si calcola più facilmente, e differisce pochissimo 
dal secondo, che si verifica in un punto molto prossimo al centro. 

Se si indica con (7:/2)o l'abbassamento del punto di mezzo dovuto 
ai carichi nel caso della trave appoggiata, per quanto si disse nel n. 227 
si ha 

4 
(335) risa = rude + EDI, 


Il primo termine è noto in vari casi; altrimenti si può calcolare 
usando le (295) (v. es. 223, 224, 225), o mediante l’artificio del n. 227. 


Esercizio 261. — Calcolare gli angoli a e f di cui ruotano le sezioni sugli ap- 
poggi della trave della fig. 368, e l'abbassamento del punto di mezzo del 
tratto 1. 

Soluzione. Il tratto 1 compreso fra gli appoggi si può considerare una trave 
imperfettamente incastrata, della quale sono noti i momenti d’incastro My= 
=— P,a, M,=— Pb. Quindi le (330) danno 


ss Ltd delia 


© 24EJ  6EJ 34rI © cEj Piet Pb). 
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Inoltre si ha (335) 
_5Qe  (Pra+ Pb) 
Mila S 38407 1685 —* 


Esercizio 262. — Una barra di ferro tondo piegata a [C è disposta in un piano 
orizzontale, con lo estremità O e D murate, ed è soggetta a un carico P nel 


PAR 


o 


Fie. 369. Fig. 370. 


punto di mezzo del tratto AB (fig. 369). Calcolare i momenti d’incastro nelie 
sezioni A e B e il momento in mezzaria. 

Soluzione. Il momento d’incastro M, agli estremi del tratto ! è un momento 
torcente per i tratti a. Quindi, prevedendo il giusto senso negativo di M,, l’equa- 
zione che lo determina è 


PE MI Ma 
I6EI 22J GI, 


Avendosi J, = 27 e G = 27/5, si ricava 


PI 1 


M=% 135 


(indipendente dal diametro); 
risultato al quale si deve attribuire il segno meno. 
Il momento in mezzaria risulta 


PI PI, 1+ Sal 


to 8 "14 3,bajl* 


Esereizio 263. — Un tubo di sezione rettangolare (fir. 370 a) e di spessore 
costante contiene un fluido che esercita la pressione uniforme p. Determinaro 
il regime statico. 

Soluzione. a) Consideriamo un anello di larghezza unitaria, sui lati del quala 
ia pressione p diventa perciò il carico per unità di lunghezza, 0 sopprimiamo la 
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solidarietà angolare dei quattro lati, aggiungendo a ciascun estremo il momento 
d’incastro incognito M,. Le rotazioni dell’estremità comune a due lati a e d 
devono essere uguali e dello stesso senso, e quindi di segno contrario (n. 212): 


pa? Ma ( pb Mi 3) 


245] 2EJ 24EI 3EJ)’ 
da cui (v. anche il n. 423) 
pla+ 08) _ Pata 
Mi= ar 1804 b°— ab). 


Nei sistemi chiusi la convenzione più usata è di considerare M positivo 
quando sono tese le fibre interne. Perciò M; è positivo. 
La fig. 370 b) rappresenta il diagramma M. 
5) Se il tubo è quadrato, cioò a = b, risulta M, = pa?/12; ciò che si poteva 
prevedere osservando che in questo caso ogni lato si comporta come fosse 
perfettamente incastrato, perchè evidentemente le sezioni estreme non ruotano. 


Esercizio 264. — Determinare il regime statico del te- 
laio della fig. 371 a), soggetto a due forze P uguali e con- 
trarie, agenti secondo una mediana. 

a) 1° soluzione. Ragionando come nell’esercizio pre- 
cedente, si ottiene l'equazione 
Pa _ Ma _ Mb 
16EJ 2EIJ 2EI° 
da cui 


che si considera positivo (es. 263 a). 
La fig. 371 b) rappresenta il diagramma M. 
b) 2° soluzione. Osserviamo che la sezione di mezzo 
di un lato è non ruota rispetto alla sezione di mezzo di 
un lato a. Per utilizzare questa condizione, isoliamo una Fig. 371. 
quarta parte del telaio (fig. 371 c), incastrando la sezione B 
e svincolando la sezione A, alla quale perciò applichiamo le sollecitazioni che si 
rendono libere: N = P/2, M incognito, 7 =0 per la simmetria del sistema 
rispetto alla mediana passante per A. Si ottiene così l'equazione 
b a P(a)\ 
Uz 5 3(5 
HI, } ET 3EI 


dalla quale si ricava per M la stessa espressione trovata per M;, in armonia con 
la costanza del momento flettente lungo i lati d. 


Esercizio 265. — Studiare il regime statico del portale a due cerniere cella 
fig. 372 a), soggetto a un carico P in mezzaria. 
a) 1° soluzione. Se l'appoggio A fosse munito di carrello, si avrebbe uno spo- 
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stamento orizzontale di A rispetto a B (v. es. 215). Perciò nel nostro caso le 
reazioni hanno una componente orizzontale H capace di annullare tale sposta- 
mento. 

Per la simmetria della struttura e del carico, la mezzaria o della trave CD 
non ruota e si sposta soltanto verticalmente: 
quindi lo spostamento orizzontale di A è nullo 
anche rispetto ad o, ciò che consente di limi- 
tare lo studio a mezzo portale. Pensata inca- 
strata la sezione o e liberato l’estremo A 
(fig. 372 b), se si trascura l’accorciamento della 
trave compressa Co rispetto agli spostamenti 
dovuti alla flessione, si ottiene l’equazione 


PAX l 
x Pi: E ANA 
2EJ 3EJ, EI V 
da cui, ponendo (1/23) : (4/E,J,)=E,J,/EIh=0, 
_3P1, _0 
— 8h 30+2% 


Il momento flettente alla sommità dei 
piedritti risulta 


3P1 C) 


Fig. 372. M,= My Hh s* +3: 


b) 2° soluzione. Quando la struttura e il carico sono simmetrici, come in questo 
caso, le sommità C e D dei piedritti non si spostano orizzontalmente (se si tra- 
scura l’accorciamento della trave CD). Perciò se si sopprime la solidarietà ango- 
lare della trave coi piedritti, sostituendola col momento d’incastro M., le varie 
parti risultano liberamente appoggiate nei punti 0 e D rimasti fissi (fig. 372 c). 
Il momento M, è determinato dalla condizione che la sezione CO della trave e 
del piedritto ruotino dello stesso angolo, ossia dall’equazione 


PE _MI _ MM 
16EJ  2EJ © 3EJ,° 
da cui 
3P1 0 
Mera: 

Il risultato positivo ci dice che M, ha il senso supposto; essendo tale senso nega- 
tivo, l’espressione di M, richiede il segno meno, e coincide col risultato trovato 
nell’altro modo. 

Noto M., si traccia il diagramma M per l’intero portale (fig. 372 d). 

Le reazioni R, ed R, delle cerniere passano per i punti m ed n di momento 
nullo (perchè R, è l’unica forza che precede m). 
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Esercizio 266. — Lo stesso portale dell'esercizio 265. Calcolare la spinta H 
nel caso in cui il carico P agisce in un punto generico, distante a e d dalle verti- 
cali dei piedritti. 

Soluzione. I procedimenti dell’esercizio precedente non sono applicabili perchè, 
mancando la simmetria, la sezione in mezzaria subisce una rotazione e la trave CD 
subisce uno spostamento orizzontale. 

Si deve quindi considerare la deformazione dell’intero portale, e la spinta H 
è determinata dalla condizione di annullare la variazione della distanza AB pro- 
vocata dal carico pensato agente sul portale munito di carrello: Se a e f sono 
le rotazioni provocate da P nelle sezioni estreme della trave CD pensata appog- 
giata, si ottiene l'equazione 


Hk Hh x 
(a+ Ph 2357, ET 0-0: 
da cui, tenendo conto delle (304). 
3Pab 0 
H= ih ‘3043 


Le reazioni verticali sono A = Pb/l e B= Pa/l come nella trave appog- 
giata (n. 62 d). 

Sovrapponendo gli effetti, si può valutare la H per qualunque distribuzione 
di carichi verticali. 

Esercizio 267. — Studiare il regime statico di un portale incastrato simme- 
trico (fig. 373 a), caricato uniformemente sulla trave orizzontale. 

Soluzione. La struttura e il carico sono simmetrici, quindi le sommità O e D 
dei piedritti non si spostano orizzontalmente. Sopprimendo la solidarietà ango- 
lare della trave coi piedritti (fig. 373 b), come nell’esercizio 265 (2 soluzione), 
il piedritto rimane appoggiato in O senza cedimento, ma risulta iperstatico; 
tuttavia ciò non imbarazza, perchè sappiamo esprimere la rotazione in © 
mediante la (314), mentre si ha il vantaggio che 
le incognite iperstatiche si riducono alla sola M, 
(v. la nota 17 di questo capitolo). Risulta così 
l’equazione 


Quql 


qu _Ml _Mh 
MEI 265 4EJ; 
da cui, ponendo EyJ,l/EJh = 0, 


Qui 20. 
ne CRETE, 
aspressione alla quale va attribuito il segno meno. 

Il momento d’incastro alla base dei piedritti 
risulta, per la (313), M,= — M./2 (positivo). Il 
diagramma M per l’intero portale è rappresentato 
nella fig. 373 c). 

Per la (312), la spinta H risulta H = — 3M./2h. Fig. 373. 
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Esercizio 268. — Studiare il regime statico del portale zoppo della fig. 374 a). 

Soluzione. Se si trascura l’accorciamento della trave compressa AB, la som- 
mità A del piedritto non si sposta orizzontalmente, qualunque sia il carico; quindi 
sopprimenao la solidarietà angolare fra la trave e il piedritto, questo rimane 
appoggiato in A senza cedimento (fig. 374 b). Ricordando l’espressione di a tro- 
vata alla fine del n. 230 e) e la (314), l'equazione che determina M,, che si è sup- 
posto in senso positivo, risulta 


Quindi, per le (312), (313) e la sovrapposizione degli effetti, si calcolano le 
altre reazioni: 


5 34, Q MU 


B=50+ GF: Mi gf» 
3, UA 
HH n, CA 


Avendo assunto un sistema principale iperstatico, si è risolto il problema 
mediante la sola incognita M,, pur essendo la struttura tre volte iperstatica e 
pur non esistendo simmetrie che riducessero il numero delle incognite sovrab- 
bondanti. 


Esercizio 269. — Studiare il regime statico di un portale incastrato simmetrico 
(fig. 375 a), soggetto a una forza orizzontale in sommità. 

Soluzione. Sopprimiamo la solidarietà angolare della trave coi piedritti, aggiun- 
gendo i momenti M, ed M, = — M, che le parti si trasmettevano (fig. 375 b); 
e consideriamo libere le sommità dei piedritti. 
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La rotazione in © della trave appoggiata, per effetto delle coppie M.,, 1, 
uguali e dello stesso senso, è 


La rotazione della sommità libera del piedritto, per effetto di M, e delia 
forza P/2 che interessa un piedritto, è 
P 
Pali ©) 
2 3 _ MA 
25, Edi 
Quindi si ottiene l'equazione 


3g PROMA, demi a. 
6EI 4EJ, Edi esa 


Alla base si ha 


P_,- Ph, 9+3 
2g = = =—2 0+6° 


Nella fig. 375 c) è rappresentato il diagramma M. 


Esercizio 270. — Studiare la struttura della fig. 376 a), essendo a = 2,50 m, 
=8m, hj=4m, hh} =6mJ,=J/2,E,= E. 

Soluzione. Svincoliamo la trave dal piedritto (fig. 376 b), applicando ad 
es. alla prima il momento esterno — Pa e 
aggiungendo alle due parti le reazioni mu- 
tue H ed M (19); le quali sono determinate 
dalle condizioni che la rotazione in © sia 
la stessa per la trave e per il piedritto, e 
che lo spostamento orizzontale del piedritto 
in 0 sia nullo, se trascuriamo la variazione 
di lunghezza (?°) della trave CB. 

Le equazioni di elasticità acquistano una forma molto semplice se si fa uso 
dei coefficienti d’influenza (n. 226). 

Trave: rotazione destrogira di C prodotta da M = 1 kgem destrogiro (292) 
o (298) 


Fig. 376. 


800 _ 266,67 


“= 555" EJ 


(*) La reazione mutua verticale non figura nel calcolo che segue. Se poi sì vuole determi- 
nare lo sforzo assiale nei due tratti A, e %: (supposto che le estremità D, £ siano realmente 
fisse, e quindi che il sistema sia tre volte iperstatico), si applica il risultato dell’esercizio 57, 
quando sia già nota la reazione C della trave CB. 

(*) Lo spostamento orizzontale di € dovuto alîa flessione del piedritto è, in generale, molto 
maggiore della variazione di lunghezza della trave (v. anche i Capo. XV e XVI); specialmente 
quando le varie parti della struttura sono snelle, ossia quande sono grandi i rapporti fra le 
loro lunghezze e i raggi d’inerzia p delle sezioni. 


mi 
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Piedritto: rotazione destrogira di CV prodotta da M = 1 kgem destrogiro (298) 


1000? — 3 400 > 600 186,67 . 
Peo 35, 1000 my 


rotazione destrogira di 0 prodotta da H = 1 kg (302) 


400 - 600(600 — 400) _ 32000. 
Loch © BEI, 1000 EJ ’ 


spostamento orizzontale verso sinistra di C prodotto da H = 1 kg (296) 
_ 400°: 600° _ 38400000 . 
7 357, 1000 — 


Sco 


spostamento orizzontale verso sinistra di 0 prodoito da M = 1 kgem destro- 
giro (300) 

400 - 600(600 — 400) 32000 

Fosem 3EI, 1000 EI 


Quindi le equazioni di elasticità risultano 
266,67 (M — Pa) = — 186,67 M + 32000H7 
38400000 H — 32000 M = 0, 


e da esse si ricava M = 0,625Pa, H = 0,1302P. 
Note queste reazioni mutue, lo studio successivo del sistema è immediato. 


Esercizio 271. — Studiare il regime statico del sistema della fig. 377 a). 
Soluzione. Il sistema è sei volte iperstatico; tuttavia si può calcolarlo me- 
diante una sola equazione a un’incognita. Infatti, assunto come sistema princi- 
pale quello della fig. 377 b) (ciò che è possibile perchè sappiamo esprimere le 
deformazioni delle due parti), l’unica reazione 
mutua è il momento incognito M, perchè in 
questo caso lo spostamento orizzontale del 
punto di mezzo 0 del piedritto prodotto da 
M è nullo, e non occorre quindi anche una 
reazione orizzontale H (es. 270) per annul- 
Fig. 377. larlo (non è così quando le due parti del pie- 
dritto sono disuguali; v. es. 30$). 
Utilizzando la (314) e l’espressione di g, trovata nell’esercizio 254 b), si ot- 
tiene l’equazione 


(M- Pal __M-2%h 


4EJT © 16E4,° 
da cui 
ho 27,1 
MrPezzitgh 


Noto M, il calcolo successivo si limita all'applicazione dei risultati degli eser. 
cizi 243 e 254. 
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237. Riduzione alla trave perfettamente incastrata. 


a) Nel caso di una trave con incastri cedevoli soltanto angolar- 
mente (d, = 0), si possono calcolare gli angoli a e f mediante espres- 
sioni più uniformi delle (330), che trovano in seguito diverse appli- 
eazioni. 

Infatti, ponendo è, = 0 nelle prime due equazioni (334) e risolven- 
dole per a e f, si ottiene 


l = da 
| a= gg ROL Ty) + 5 - Ly] 
(336) 


l ne 
leo an) +20). 


Queste espressioni consentono di calcolare a e f quando si cono- 
scono i momenti effettivi d’incastro M, ed M, e i momenti M,ed I, 
che invece si avrebbero, con gli stessi ca- 
richi, se gli incastri fossero perfetti. In tal Ma My 
modo i carichi non figurano direttamente. due 


ma soltanto attraverso i momenti 17, ed M, 


(v. raccolta nel n. 237 e). Giova ricordare Ma IA Be 
che in queste espressioni M., M,, Ma Hb Go FALL) 
sono considerati in valore e segno, e sono 5 | È 
positivi se destrogiri in A, se sinistrogiri ALL LE; 
in B. 0) 


b) È interessante ricavare le (336) MI, Mib 
anche direttamente: Gli angoli a e f si Cna 
possono calcolare considerando la trave ap- d 
poggiata, soggetta agli stessi carichi della Fig. 378. 
trave incastrata e ai momenti M, ed M, 
equivalenti agli incastri soppressi (fig. 378 2); e nulla cambia se in A 
si aggiungono due momenti MH, e — M, e in B due momenti M, 
e — M, (fig. 378 b). Quindi a e f si ottengono sommando gli effetti 
dei carichi, dei momenti M, ed M,, dei momenti 1, ed M, e dei 
momenti — 3, e — M,. Ma la trave soggetta ai carichi e ai mo- 
menti M, ed M, (fig. 378 c) si comporta come perfettamente inca- 
strata, e quindi gli angoli dovuti a queste due cause unite sono nulli. 
Perciò gli angoli a e } sono dovuti soltanto all’azione dei momenti 
M,- M.,ed M,— M, (fig. 378 d) (cioè alle deficienze dei momenti M, 
ed M, rispetto a I, e a M,), e si ottengono applicando le (303). 

e) Anzichè dai carichi, il comportamento di una trave imperfettamente 
incastrata si può dunque far dipendere, con maggiore uniformità, dai momenti 
d’incastro perfetto M., M,, che consentono di calcolare i momenti d’incastro 
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effettivi M,, M, se si conoscono i cedimenti (334), o di calcolare gli angoli di rota- 
zione a e $ se si conoscono i momenti M,, M, (336). Di ciò vedremo diverse appli. 
cazioni interessanti nel Cap. XII, A) e nel Cap. XX. 

Pertanto, è opportuno raccogliere qui le espressioni di M,, M, per le princi- 
pali ipotesi di carico (fig. 379) (contemporaneamente raccogliamo anche le espres- 
sioni delle reazioni fittizie A*, B* relative al diagramma semplice del mo- 
mento flettente): 


o b UA UA vat Era 
A ua Ra, DI 0) 
icpffifio grofitona x 
r a ui AD 
n? n TIonI q n 
fuse ge LT] n tw, 
I sii } TR fond i 
1) m) m i; 
M P M $, 
t a E d = Map o 
1g. 379 
Caso a) 
ET) Pab? > Pa?b Pb(l° — b°) 4 Pa(l® — a?) 
i e pine Al e E N i e hi 
Caso b) 
o PI PI? 
M=M=-7 A A*=B*= <q 
Caso c) 
a 2PI PR 
M=M,=-T % 4*=B*=3. 
Caso d) 
So 5P1 5PI? 
U=M=- 7 ; A*=B*=<5 
Caso e) 
M iaia Hi 7 + pa = 9 
M=Mh=- 577 INA Bs, 
Caso f) 
Cr Ugo f i 
Mi oa i MATTO B' ag, 
Caso g) 
6 dip gn 1191? DA bgl? 48 9g e 79 


s 192? 193? sso Pasi 
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Caso h) 
5 __ 1a 57 3g . *_ 2598 + _ 1798 
Ma = 324? s gui A*= ia Pi 
Caso i) 
5 __ 89 #1 |, = 8g Tp 1a 
Heap: da3 gr o A4*=%50 P*=r43 
Caso 1) 
T_-_@ =-_® «700 + — 500 
Mess. == ; 4*= 380° 180 
Caso m) 
7a __ 50 è «_ 502 
M=M=-% ; 4*=B Tr 
Caso n) 
M=M= Qu * * QU 
M=M=- {i ; A* = B 33° 
Caso 0) 
—- _ Mb(21— 36) È Ma(21— 3a) 
x, I li 
Mt — 352) M(1°— 3a?) 
maia fee ic lat; 
dn 6l È ti 6l i 
Caso p) 
T__s_M . ge «___M 
M=-M=T ; A*=—- B == 
Caso q) 
X,=-7,-- SED» 


d) Nel caso della trave appoggiata in A e perfettamente inca- 
strata in B non è necessaria una tabella del momento M,, poichè 
esso si deduce dalla reazione B*, oppure dai momenti MH, ed M, della 
trave a due incastri perfetti. Infatti, ponendo f = 0 ed M, = 0 nella 
seconda delle (330), o nella seconda delle (336), si ricava 


3 


TB H,=HM, È da (se M.,=M; H,=1,5},) 


(a), (8) 1, 


La (b) si ottiene anche pensando che la soppressione dell’incastro 
in A nella trave a due incastri equivale all’aggiunta in A di una cop- 
pia HM, destrogira, ossia — H,; e che questa provoca in B (313) un 
momento M,=— (— M.):2= M./2, che si aggiunge a M,. 


| 
I 
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Esercizio 272. — Quali cedimenti angolari occorrono in una trave incastrata 
e caricata uniformemente, affinchè il valore assoluto dei momenti d’incastro sia 
uguale al momento in mezzaria? Quanto vale in tal caso la freccia? 

Soluzione. La retta di riferimento del diagramma M deve risultare a metà 
dell'altezza del diagramma semplice; ossia dev'essere M,; = — QI/16, My, = QU16. 
Quindi per le (336) si ha 


a=b= n (+5). 


La freccia si ottiene sottraendo da quella della trave appoggiata quella verso 
l’alto dovuta ai momenti M, = — @1/16 (ciò che equivale ad applicare la (335)); 
oppure aggiungendo a quella della trave perfettamente incastrata quella dovuta 
alla differenza M, — M; QU16+ Q1/12 = Q1/48. Si ottiene nei due modi 


Qu I) Q id 
} _5Q0 16° __Q / Qu 48. __Q 
— 38457 8EJ 19253’ 384EJ  8EJ 192EJ° 


che è doppia di quella della trave perfettamente incastrata. 


D) LE TRAVI DI UNIFORME RESISTENZA. 


238. Le relazioni generali. 


a) Mentre nelle travi tese o compresse l'uniforme resistenza signi- 
fica che la tensione o (che è la stessa in ogni punto di una sezione) 
è costante in tutte le sezioni (n. 113), nelle travi inflesse significa sol- 
tanto che è costante in tutte le sezioni la 0,,a, nei punti più lontani 
dall’asse neutro (poichè negli altri punti la o è necessariamente minore). 

Nel caso più frequente di sezioni aventi uguali le massime distanze 
dell’asse neutro delle fibre tese e di quelle compresse (y' = y" = 4/2, 
e quindi W' = W” = W), e di materiali ugualmente resistenti a tra- 
zione e a compressione (k' = %" = %), l’uniforme resistenza è espressa 
dalla condizione che in tutte le sezioni risulti | 7 |/W=%; da cui 


ur, 


(337) E 


Perciò la sezione deve variare in modo che W risulti proporzionale al 
valore assoluto di M. (Dove M =0 la sezione si annullerebbe; ma 
dovendo resistere allo sforzo di taglio, deve conservare sufficienti di- 
mensioni anche nell’intorno di tali punti). 

Per lo studio della deformazione, si ha 


1 M 2M 2k 


(338) 7 = HI = EWA Fk: 


E 
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Quindi l'equazione differenziale della linea elastica diventa 


2 da — 2k 
(839) Ta= FE 


col segno — 0 + secondo che M è positivo 0 negativo. 
In particolare, se l’altezza % della sezione è costante, la linea ela- 
stica è un arco di circolo. 
Questi risultati sono soltanto appossimati (n. 132), e tanto più 
attendibili quanto più la variazione della sezione è lenta e graduale. 
6) Quando invece la sezione è tale che y' + y" e i carichi di sicurezza l' 
e k'' sono diversi, devono essere soddisfatte le due condizioni di resistenza 


wW' wW" La 


y E? y” pp? 


dalle quali si ricava 


J y_y' _y+ y" h 
[MRO PNT Ei? 


ossia 


pa I_ IMI 
(3371) Tini 72 
La curvatura risulta 
1 4 
(338,) 73 


Esercizio 278. — Una trave a mensola caricata nell'estremo libero (fig. 380) 
ha la sezione rettangolare di larghezza B costante. Determinare la legge di 
variazione dell'altezza & per conseguire l’uniforme resistenza, e calcolare la freccia 
di deformazione. 

Soluzione. Se h è l'altezza di una sezione generica, si ha W = Bh?/6; d’altra 
parte, trascurando il peso proprio, in una sezione distante x dall’estremo libero 
si ba | M|= Ps. Perciò la (337) diventa 


pw _Pe 

6% 
da cui si ottiene l’altezza % generica e l'altezza H al 
l’incastro 


L Ve H Vr. 1=8|/5- 


La trave può avere uno dei profili rettilineo e orizzontale e l’altro curvo, 
oppure curvi entrambi i profili. 
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Essendo M negativo, la (339) diventa 


2&V/1 
avendo posto EH = 


Se si assumono gli assi della figura, integrando e tenendo conto delle condizioni 
di vincolo si ottiene 


di 9 63 7) 2 ip T 
n =2(Va—-V1), Ù) 2e(3 CAVA ZE ZIA 3 vi) è 
Per 2 = 0 si ha la freccia 


2 "RARI VENTI IVI: 
i=gzdvi=3 zx: 
Se si elimina % mediante l’espressione di I, e si indica con I maz il momento d’iner- 
zia della sezione d’incastro, si ha anche 


PR 


I=%rn: 


per cui f è doppia di quella che si avrebbe con una trave di sezione costante BH. 


Esercizio 274. — Trave di uniforme resistenza, vincolata e caricata come la 
precedente, ma avente la sezione rettangolare di altezza H costante (fig. 381). 
Determinare la legge di variazione della larghezza 5 e la freccia . 

Soluzione. Se b è la larghezza di una sezione gene- 


PI % rica di ascissa «, si ha 
ue VE° Pa 


ASIA t; 6 E 
iP; == da cui 
È 
6Px 6PI v 
Fig. 381. b= 7 B= 7° b=B7. 


La linea elastica è un arco di circolo di raggio » = ZH/2k, quindi la freccia 
risulta (es. 94) 
e a RP 
==" 55> 2ET rica” 
ed è 3/2 di quella di una trave di sezione costante BH. 


Esercizio 275. — Una trave a mensola di uniforme resistenza, caricata uni- 
formemente (fig. 382), ha la sezione rettangolare di larghezza B costante. Deter- 
minare la legge di variazione del’altezza % e la freccia. 

Soluzione. Se h è l’altezza di una sezione generica, si ha 
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da cui 


/ 34 34 È; 
h 3 H Va h=H3. 
Entrambi i profili, il superiore e l’inferiore, possono essere inelinati; di solito 
però il primo è orizzontale. 
La (339) diventa 


e 2%1 
” EVS 
iblimi1) avendo posto EH © 


integrando e tenendo conto delle condizioni di vincolo, si ottiene 


Di celg 7, n= o(2log$ 041). 


La freccia risulta 


RE ql 
f=01= FR" 3EJ xe 


ossia quadrupla di quella di una trave di sezione costante BH. 


Q=gl 


parso 


i 
isa 
lacca 


Fig. 382. Fig. 383. 


Esercizio 276. — Una trave a mensola di sezione circolare è carica 
l'estremo libero (fig. 383). Determinare la legge di variazione del diametro d 
per ottenere la resistenza uniforme, e calcolare la freccia. 

Soluzione. La (337) diventa 


ad _ Pa 
82. k°” 
da cui 
VEn2 VETO. a 
Ci) DI 
(a) & } ak? D y nk d AE i 
La (339) diventa 
Bca 
n! = cx, avendo posto ii =. 


Integrando e tenendo conto dei vincoli, si ottiene 


gia È car), n=te( - aha eRa4 È ph). 


(C) 


21 


n 
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La freccia risulta 
3 an_0. 3, PE 
() lg er ian È Etna? 


ossia 9/5 di quella di una trave di diametro costante D. 


Esercizio 277. — Un albero portante è soggetto al peso P di un volano nel punto 
CO (fig. 384 a). Determinare la legge di variazione del diametro d per ottenere 
l'uniforme resistenza, e calcolare l'abbassamento del punto 0. 

Soluzione. I due tratti a e d si possono considerare come due travi a men- 
sola incastrate in © (fig. 384 b) e soggette in A e in B a due forze Pb/l e Pa/t 


PI 


Fig. 384. Fig. 385. 


(es. 212). Perciò il diametro massimo D in 0 si ottiene dalla (a) dell’esercizio 276, 
sostituendo il momento PI con Pabfl: 


dr 
/32Pab 
D= | aki ' 

mentre i diametri d e d' in due sezioni generiche dei due tratti a e d, distanti x 
e x' da A e da B, risultano 


= 8 
E a CA 
a=D|7. d=D|7: 
L’abbassamento di C' si ottiene ragionando come nell’esercizio 212: dalla (6) 
dell’esercizio 276 si ottengono le frecce delle due mensole 
Pb , Piizy 
fi E° h=3. È Lar 
ET De 27-76 Ela 


quindi risulta 


bd, ,a_ 3° Pam 
f=feTth7 5 Ela” 


ossia 9/5 dell’abbassamento (283) di C in una trave di diametro costante D. 


Esercizio 278. — Una trave a mensola, caricata nell’estremo libero, ha la se- 
zione rettangolare di altezza H costante (fig. 385). Determinare la legge di varia- 


er 
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zione della larghezza d per ottenere l'uniforme resistenza, tenendo conto anche 
del peso proprio della trave. 


Soluzione. Dalla condizione M = — kbH?/6 si ricava 
GU __KE db 
da 6° da’ 


mentre d’altra parte si ha 


de M 
"gg 4 


se y è il peso specifico della trave. Perciò si ottiene l'equazione differenzial: 


6y “i 
Se in ab, avendo posto n= ua. 
L’integrale generale è 
b= O,exc + Ceo, 
e quindi si ha anche 
kH? kH?® 
M=- T Paid go (Cer + One)» 
dM keH' 
== i (Crexe — Cye-02) . 


Per x = 0 deve risultare M = 0, 7 = — P, per cui 


3P 
0,=-0,= dl: 
Si ottiene così 
3P 3P 6P 
(a) b= Fm (er ©); B= n (0-4) = Fra nh al. 


P 
(9) Moagle=re). 


Come verifica, se si calcola direttamente M in una sezione generica 4 
(fig. 385 c) 


€ 


=_Pa-fuddt-e-0) 


a si pone per è l’espressione (a), si ritrova la (b). 


Per x=0 risulta b= 0, quindi è necessario ingrossare convenientemente 
Yestremo libero affinchè possa resistere al taglio. 


La linea elastica è un arco di circolo di raggio r = EZ/2k. 
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Esercizio 279. — Una trave appoggiata e caricata uniformemente (fig. 386} 
ha la sezione rettangolare di larghezza B costante. Calcolare la legge di varia- 
zione dell’altezza % per ottenere l’uniforme resistenza. 

Soluzione. Indicando con 27 la lunghezza della trave, in una sezione generica 
distante x" dalla mezzaria si ha (225) 


que' _ 9 q 
M >” 5 d-r")1+") Do @e_ a). 
Quindi la (337) diventa 
q Bh _ q 
4 RELITTI TITTI], water” (@_ 902), 
Ah WA 
bh ' x . 
[PRPIRE Dica I e in particolare 
L_[—T| 
t BH? 12 37 
Fig. 386. Mr LA A = [34 
ra %” da cui H=l1 ] DE 
Dividendo membro a membro risulta 
n 2 x PETIT 
n=! ossia vFtgs=!: 


per cui il profilo della trave è una mezza ellisse (un’ellisse se sono curvi entrambi 
i profili). 


239. Travi composte di uniforme resistenza. 


Nelle travi a T composte (n. 128 a) si realizza in modo approssi- 
mato l’uniforme resistenza variando lungo la trave il numero delle 
piattabande che formano i due correnti; per cui W varia in modo di- 
scontinuo, anzichè in modo continuo come generalmente varia M. 

Noto il diagramma M, il momento resistente XW deve risultare in 
ogni sezione 4W > M . Calcolato W, della trave costituita dall'anima 
e dai quattro cantonali (depurato dai fori dei chiodi), si traccia nel 
diagramma M l’orizzontale ab avente l’ordinata XW, (fig: 387 a), misu- 
rata nella scala dei momenti. Nei due tratti laterali, dove 4W, > M, 
è sufficiente la trave suddetta, mentre nella parte rimanente si deve 
aumentare il momento resistente mediante un numero variabile di 
piattabande. 

Se n è il numero massimo di piattabande di ciascun corrente e @ 
è la sezione di una piattabanda, confondendo l’altezza totale della 
trave con l’altezza », dell'anima si ha per le sole piattabande 

ho)" 
Ji= 20 (È) y W,=onoh . 
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Dovendo risultare 
(340) kW, = knoho> Mme kWo, 


fissato n (n = 4) si ricava @, 0 viceversa. 

Portata nel diagramma M, di seguito all’ordinata kW Lordi- 
nata kW, e divisa questa in n parti uguali, si tracciano per i punti 
di divisione delle orizzontali, che determinano i tratti dove sono ne- 
cessarie 1, 2, ... n piattabande. A questi tratti si aggiunge da ambe le 


pe 240 > 


il 


Fr 100x100 
, 10 
Scala del disegno È Scala dei momenti è di 
1:200 © 1cm =25000kgm 
cf d 
S 
° v 
S|_Lsa 
S 
S 
° 
S 1:10 
° 
$ 
s L A 


Fig. 297. 


parti una lunghezza 4 sufficiente per una chiodatura che assicuri, dopo 
il tratto 4 iniziale, la solidarietà della piattabanda con la trave. La 
prima piattabanda si estende di solito all’intera lunghezza della trave. 

Quando l'altezza della trave è moderata, è preferibile calcolare 
esattamente il momento d’inerzia J variabile di ciascuna coppia di 
piattabande e il corrispondente W=2J7/h, essendo h l'altezza delle 
varie sezioni. 


Esercizio 280. — Progettare una trave a T composta, lunga m 14, cono- 
scendo il diagramma M (fig. 387 a). a 

Soluzione. Assumendo l’anima di altezza ®, = 100 em e di 8 mm di spes- 
sore, e i cantonali di 100 x 100 x 10 mm (fig. 387 b), si ha 


J,= sa [16,8 - 100° — 14 + 983 2,8(91° — 879) — 2 - 80°] 194427 emi, 


194427 
=_= 0 emi. 
fi 50 3890 cm' 
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Qnesta sezione può sopportare un momento M,= kW, = 1200 - 3890 = 
= 4668000 kgem. La differenza Mme — Mo = 7432000 kgem si fa sopportare 
a 4 coppie di piattabande definite, per la (340), da 


1200 - 46100 = 7432000, da cui @= 15,5 emq. 


Se lo spessore è di 8 mm, risulta la larghezza di 19,4 cm, che diventa 
23,4 cm tenendo conto dei fori per i chiodi, e che portiamo a 24 cm. Perciò le 
piattabande possono sopportare un momento M, = 1200 - 4 - 16 - 100 = 7680000 
kgem, e l’intera sezione massima può sopportare un momento M,+ M, = 
= 12348000 kgem. 

I momenti che la sezione può sopportare con una, due, tre, quattro coppie 
di piattabande risultano pertanto 65880 - 85080 - 104280 - 123480 kgm. Il corri- 
spondente diagramma del momento resistente (tracciato nella fig. 387 a) defi- 
nisce le lunghezze dei tratti ai quali si devono estendere le piattabande. 
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I'héorie de Vélasticité - Résistence des matériaua, Parigi, Delagrave, 1920. 


CaprroLo XII. 


TRAVI SU PIÙ DI DUE APPOGGI 


A) LE TRAVI CONTINUE. 


241. Generalità. 


Si chiamano continue le travi sostenute da più di due appoggi e 
prive di articolazioni intermedie. Gli appoggi sono muniti di carrello 
di dilatazione, salvo uno, di solito inter- 
medio, che è fisso per impedire lo sposta- £ TETTE TA 
mento orizzontale della trave (fig. 388 a) o 
(tuttavia anche le travi solidali coi pie- 
dritti (fig. 338 n) si possono considerare 


travi continue). Gli appoggi in più di due db) 
sono sovrabbondanti, quindi a essi cor- 
rispondono altrettante incognite statica- Fig. 388. 


mente indeterminate. 

Le travi continue risultano più economiche di una serie di cam- 
pate indipendenti perchè, @ parità di lunghezze e di carichi, sono s0g- 
gette a momenti flettenti minori. Inoltre, esse presentano maggiore 
rigidezza all’azione di carichi dinamici. Per contro, come tutte le travi 
iperstatiche, sono sensibili ai cedimenti degli appoggi, che possono 
alterarne in modo pericoloso le condizioni statiche; quindi sono da 
evitare nel caso di terreni malsicuri. Contrariamente alle altre travi 
iperstatiche, le reazioni non sono influenzate da una variazione uni- 
forme di temperatura, per la presenza dei carrelli; mentre lo sono dalle 
variazioni non uniformi nell’altezza della trave (es. 288). 


242. Calcolo delle reazioni indeterminate. 


Nello studio di una trave continua riesce spontaneo assumere come 
incognite indeterminate le reazioni degli appoggi sovrabbondanti; tut- 
tavia ciò può essere conveniente soltanto se questi non sono più di 
due o tre, altrimenti è preferibile procedere in altro modo (n. 244). 


| 
Î 
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Data una trave a quattro appoggi (fig. 389 a), soggetta a un carico P 
in un punto D qualsiasi, sopprimiamo gli appoggi sovrabbondanti, ad 
es. €, e Ca, e sostituiamoli con le reazioni incognite C, e C, (fig. 389 b). 
Si ottiene così la trave principale a due appoggi A e B nella quale, 

se gli appoggi della trave data non sono 


P cedevoli, gli spostamenti dei punti C, e 
WI] È, iD NO, BI €» per effetto delle forze P, C,, C, devono 


i i ip i @ i risultare nulli. Per tradurre queste due 
H i H ! condizioni in due equazioni, conviene far 
mia uso dei coefficienti d’influenza (n. 226 8): 
0 0, Ù) Calcolati i coefficienti 7,,, Mir Ma ed 

Fig. 389. Ma1 = M25 #22 Ma Che esprimono gli ab- 


bassamenti dei punti C, e 0, per effetto 
«di una forza unitaria agente in C,, in C, e in D, le condizioni suddette 
diventano 


| Pnra— OM Coma = 0 
Ì Pma— CM — Conn = 0. 


Risolvendo per C, e C, si ottiene 


= pla — Maga 


Mia» — Mie 


Po Pa pl1Moa di MaMra 
ù °° MM — Mia 


, 


Se invece di un solo carico se ne hanno diversi, si procede in modo 
analogo, oppure si sommano gli effetti (un esempio si è già studiato 
nell'esercizio 227 a). 

Ottenute le reazioni degli appoggi sovrabbondanti, si ricavano quelle 
dei due appoggi rimanenti A e B mediante le condizioni di equilibrio; 
dopo di che, essendo note tutte le forze esterne, si può calcolare 7 ed M 
in qualunque sezione e studiare anche la deformazione della trave. 

Nel caso di n appoggi sovrabbondanti si potrebbe seguire lo stesso 
procedimento, ottenendo un sistema di n equazioni lineari, contenenti 
ciascuna tutte le n incognite C,, 0. ... O, Tuttavia, se n non è pic- 
colo, diventano molto laberiosi sia il calcolo dei numerosi coefficienti 
d’influenza, che la risoluzione del sistema di equazioni. 

Se gli appoggi C, e C, sono elasticamente cedevoti, e se d, e d, 
sono i loro cedimenti per effetto di una forza unitaria, i secondi membri 
delle due equazioni precedenti non sono nulii, ma sono rispettivamente 
uguali a Ciò, e a Csò.. 


Esereizio 281. — Calcolare la reazione 0 dell'appoggio di mezzo di una trave 


«di due campate uguali {, caricata uniformemente sul tratto centrale lungo 1 


Soluzione. Soppresso l'appoggio 0, calcoliamo l'abbassamento del punto di 
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mezzo C della trave lunga L = 21, mediante la prima delle (295) e la sovrap- 
posizione degli effetti: 


Lp 
Lost leso ssa i e da el 
me = 2 qappg | S8I* — A0)d0 = stia ' EI — 1094 HI 
La 
Quindi la reazione 0 dev'essere tale che si abbia 
OI 19 (QI. ; 3g _ 
1853 © 1024 BJ * da cui O= ga = 089060. 
cioè quasi 9/10 del carico. 
Esercizio 282. -— Calcolare la reazione © dell'appoggio cenuraie della trave 


armata della fig. 390. 

Soluzione. Trascurando l’accorciamento del puntone OC" (perchè più corto, 
di maggior sezione, e soggetto 2 uno sforzo minore dei tiranti 2,), il cedimento 
elastico dell'appoggio centrale per effetto di una forza unitaria è dato (es. 52) 
da 1/2E,A, sen? a. Perciò l'equazione determinatrice 
della reazione 0 è 


Pa, 


a 2 Paba 312 — 463) — 
EI (31° — 4aî) + (37° — 468) 


48HJ 
PP, 
© 48EJ 2E,A, sen? e° 


Fig. 390. 


Nota la C, si calcolano facilmente le sollecitazioni nella trave e le tensioni 
noi tiranti. 


Esercizio 288. - Determinare l’influenza di un piccolo cedimento anelazcico è 
dell'appoggio centrale C di una trave di due campate uguali l. 

Soluzione. Supponiamo da prima che gli appoggi siano rigidi: Soppre .so l’ao- 
poggio 0, se f è la freccia in C prodotta dai carichi, la reazione C è determinata 
dalla solita condizione 


OL? i 48EJ 
sE) 7! da cui o=G'. (L= 21) 


Per effetto del cedimento 5 la O subisce una diminuzione 0° determinata da 


A 1 _ 48EI 
d, da cui = God. 


CIR _ 
48EJ 
1l rapporto l‘/C, ossia l’importanza relativa di C', risulta 


o _ è 


ci 


Perciò la diminuzione 0’ è tanto meno importante quanto minore è d rispetto 
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af; quindi l'influenza di un dato cedimento ò è tanto maggiore quanto più la 
trave è rigida (perchè f è minore). 

La stessa conclusione vale naturalmente anche per le sollecitazioni: ad 68., 
se la trave è uniformemente caricata, il momento flettente sull’appoggio C 
(es. 247 d) diventa (1) 


a 
W=tg 


Li 2 2 
1 OL __q, 1253, L(1 MAY 


4 gi Gs 8 j 


ossendo f = 54L*/384EJ; quindi la variazione del momento è piccola se ò è pic- 
colo rispetto a f. 


Esereizio 284. — Calcolare il cedimento d dell’appoggio centrale 0 di una 
trave di dne campate uguali 7, uniformemente caricata, necessario per rendere 
uguali le tre reazioni A=B=0= Q/3. 

Soluzione. Se gli appoggi sono rigidi (es. 247) si ha C= 50/8. Perciò oc- 
corre una diminuzione 


j=2. S02 
15° 15 384EJ° 


Esercizio 285. — La trave 4,8, articolata in D e in £, ha la parte centrale 
sostenuta da tre pontoni galleggianti uguali (fig. 391), di sezione orizzontale 


Fig. 391. 


costante 2. Determinare le reazioni dei tro appoggi A, B, C provocate da un 
carico P generico. 

Soluzione. Soppresso l'appoggio C, l’abbassamento del punto © prodotto 
da P è la somma dell’abbassamento (284) dovuto all’inflessione della trave e 
dell’abbassamento dovuto ai pontoni 4 e B (che nel punto di mezzo 0 è la media 
degli abbassamenti di A e di B): 


Pa À È È P , 
BEI [3(22)? — 4a] + 30) }; (y peso specifico dell’acqua} 


(!) Per le più comuni condizioni di carico il valore assoluto di M,; è maggiore del momento 
massimo positivo nelle due campate (n. 230 e); quindi un piccolo cedimento dell'appoggio C è 
favorevole, perchè fa diminuire il primo e aumentare il secondo. Invece i cedimenti degli ap- 
poggi estremi sono sempre dannosi. 
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La reazione C fa innalzare il punto C di 


ca, 0 
EJ 20y° 
La differenza fra l'abbassamento e l’innalzamento dev'essere uguale all’ab- 
bassamento del pontone C': 
Pa (38 a) 4 LE (0/5 (0) (0) 
125EJ 20) 6ES 22y 2y° 


Ottenuta la reazione sovrabbondante 0, si calcolano A e B mediante le (7). 


Fsercizio 286. — Una trave è appoggiata su tre molle A, O, B (fig. 392 a), il 
cui comportamento elastico è definito dagli accorciamenti è, d., ò, che cia- 
sema subisce per effetto di una forza unitaria. La 
irave si considera rigida, essendo molto meno defor- 
mabile delle molle. Calcolare le tre reazioni provo- 
cate da un sistema qualunque di carichi. 

Soluzione. La trave da ACB va in A;C,B, rima- 
nendo rettilinea (fig. 392 b); condizione che si tra- 
duce nella relazione 


C0,= 00 + 00,= dA; ; 
1 


DE + BB, i+ Fig. 392. 


___Se 4, C, B sono le reazioni, gli abbassamenti valgono AA, = 4dg; C0,= Od, 
/B,= Bò; perciò la relazione diventa 
= dh li 
Cd, = Ada TA ,t Bò, THE: 
Le reazioni A e B si possono esprimere in funzione dei carichi e della rea- 
zione O incognita: 


Pb (A EPa 0h 


A _ i B= ° 
bath h+l h+h Lt 


Sostituendo, si ottiene un’equazione in C, dalla quale si ricava 


dala EPb + dh EPa 


= B+IR+ + ht 


Esercizio 287. — Lo stesso sistema dell’esercizio 286. La trave si considera 
elastica. 
Soluzione. La trave va in 4,0,B; e la sua deformazione elastica in C è 


n= CO, = 00,— 00, . 
D'altra parte, la deformazione della trave è data da 


No = Pile + Palo + + — Ole = EPoila ONee + 
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Sostituendo 7, nella prima relazione e sostituendo a UC, l'espressione del- 
l'esercizio 286, si ha 


EP; — Cho = 00, — Aù 


Infine, esprimendo A e B mediante i carichi e la 0, si ottiene un’equazione 
in C, dalla quale si ricava 


0 — dleEPb + dl Pi + (+ EP 
dal + deli + (0 + Meo)(l + 4)? 


Esercizio 288. — Calcolare le reazioni degli appoggi di una trave continua 
di due campate 1,, l, e di altezza costante %, provocate da una variazione ter- 
mica #, nel lembo più alto, 1, in quello più basso e lineare nell’altezza (2). 

Soluzione. Il regime statico della trave è influenzato soltanto dalla difte- 
renza t =, — t,, mentre la variazione uniforme #, fa allungare liberamente la 
trave (n. 241). 

Pensato soppresso l'appoggio intermedio 0, per effetto di # l’asse della trave 
diventerebbe un arco circolare, convesso verso l’alto o verso il basso secondo 
che £ è positiva o negativa. La curvatura si ottiene come nel n. 126 a): 

h 


a=—, da cui a sla, 
r r 


quindi ia freccia nel punto di mezzo (es. 94) è data da 


I? all? : ì 
i=%" 3: (L=lh+1) 
Per la piccola curvatura, si può confondere l’arco circolare con la parabola 

di equazione (104) 
4, 


DI = Lalla) =fell-a); 


per cui, supposto t positiva, l'innalzamento del punto © risulta 


_ dlily 
= Gi 


Per la (283), la reazione 0 capace d’impedire questo innalzamento si ricava 
dall’equazione 
(HH atll, . 


3EJL 2h ° 


(*) Risultati più generali sì trovano in due mie note pubblicate in «Il Cemento armato » 
1927, nn. 6 e 7. Nella seconda di esse gli effetti termici sono dedotti da un'equazione dei tre 
momenti analoga a quella relativa ai carichi. 
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da cui 
3EJ all, + la) 


(ina DARA 


Infine, per le (7) e per la (214), si ha anche 


3EJ at 3EJ at 3EJ at 
4=5%h0 B=amo = 


243. Il taglio e il momento flettente nelle travi continue. 


Ciascuna campata di una trave continua si comporta come una 
trave imperfettamente incastrata agli estremi; per cui in ognuna di 
esse i diagrammi 7 ed M hanno gli stessi aspetti già noti. 

All’inizio di ciascuna campata il taglio (fig. 398 c) è generalmente 
positivo, poi diminuisce dipendentemente dalla distribuzione dei carichi, 
ed è generalmente negativo al termine della campata; quindi ridiventa 
positivo all’inizio della campata successiva per l’aggiungersi della rea- 
zione dell’appoggio; e così via. Perciò in corrispondenza di un appoggio 
bisogna considerare il taglio nella sezione immediatamente a sinistra 
dell'appoggio e quello nella sezione immediatamente a destra; essi diffe- 
riscono fra loro della reazione. Invece il momento flettente è uguale 
nelle due sezioni; infatti, computandolo nella sezione immediatamente 
a sinistra dell’appoggio, la reazione di questo non va messa in conto, 
mentre computandolo nella sezione immediatamente a destra, va messa 
in conto anche la reazione, che però non dà alcun contributo perchè 
il suo braccio è ancora nullo. Perciò si considera il momento flettente 
nella sezione sull’appoggio (fig. 398 Db). 

Se invece la trave non è soltanto appoggiata sui sostegni, ma è 
solidale angolarmente con questi (fig. 388 b), in modo che debbano 
ruotare se essa ruota (trave solidale coi piedritti), ogni piedritto rea- 
gisce anche con una coppia. Perciò il momento flettente nella trave 
è discontinuo sui piedritti, e bisogna quindi considerare il momento 
nella sezione immediatamente a sinistra del piedritto e quello nella 
sezione immediatamente a destra. Inoltre, in questo caso la reazione 
ha generalmente anche una componente orizzontale (v. es. 265, 267, 
268, 305 e il Cap. XX). 


244. I momenti sugli appoggi. 


Come si è già visto nell'esercizio 227 b), invece delle reazioni degli 
appoggi sovrabbondanti si possono assumere come incognite statica- 
mente indeterminate i momenti flettenti nelle sezioni sugli appoggi. 
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Si ottengono in tal modo equazioni più semplici, perchè più uniformi, 
di più facile risoluzione, perchè ciascuna contiene non più di tre inco- 
gnite, come fu indicato da Bertot nel 1855 e da Clapeyron nel 1857, 
ed esenti inoltre dall’inconveniente che vedremo nel n. 443 db). 
Giova avvertire che, determinati i momenti sugli appoggi, il cal- 
colo successivo della trave è possibile come quando sono note invece 
le reazioni degli appoggi; anzi risulta più spedito. Infatti, noti tali 
momenti, si determina facilmente lo sforzo di taglio nella sezione ini- 
ziale 8, di ogni campata (n. 247 a); dopo di che si calcolano 7 ed M in 
una sezione generica S di una campata qualunque (n. 247 b), tenendo 
conto del taglio e del momento all’inizio 8, della campata (che equi- 
valgono alle forze che precedono $p) e dei soli carichi compresi fra $, 
_ — ed S, come se la trave cominciasse in Sy 
Î I i i H (mentre quando si conoscono le reazioni 
H i i i i degli appoggi, si devono computare tutti 
I Ì ] i i carichi e tutte le reazioni che precedono 
A j H S, a partire dall'inizio A della trave). 
AAA Graficamente, noti i diagrammi sem- 
Fig. 393. plici del momento per ogni campata, ba- 
sta riportare i momenti sugli appoggi per 
ottenere senz’altro le rette di riferimento del vero diagramma M 
(fig. 393), oppure il diagramma riferito a una retta unica orizzontale. 


245. L'equazione dei (tre momenti. 


a) Come si è detto, ogni campata si comporta come una trave 
imperfettamente incastrata. Però le rotazioni delle sezioni estreme 
(necessarie per calcolare i momenti 
d’incastro, n. 235 «) non si conoscono, 
perchè dipendono dal comportamento 7 
delle campate adiacenti; quindi è ne- M,i 
cessario eliminarle, mediante il con- : 


G; C, Crea 


e DE, 


fronto del comportamento delle varie 
campate. 

Consideriamo due campate gene- 
tiche consecutive 7,, ed 7, e i tre 
appoggi corrispondenti C,-,; C,, Cri 
(fig. 394 a), e isoliamo ciascuna di 
esse aggiungendo agli estremi i mo- 
menti flettenti (fig. 394 b). In tal 


i at 
2) ira 
d) M LL 


i 4A Cri | 


c) 


Fig. 394. 


modo il comportamento delle due campate è quello stesso che hanno 
nella trave continua; quindi è ancora verificata la condizione che in 
linea elastica abbia una tangente unica sull’appoggio €, (fig. 394 c). 
Ciò significa che la sezione su C,, appartenente all’una o all’altra cam- 
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pata, ruota dello stesso angolo; e poichè se a, fa abbassare la tangente 
fr: la fa alzare, la condizione si esprime con 


{a) Br 
Per le (250,) e le (303) si ha 
Bi la 
Bra re Edu + Slide (Mr, } 2M,) ” 


A$ L, 
dr =57,t ET, + Ma): 


essendo A* e B* le reazioni fittizie relative ai diagrammi semplici del 


momento. Quindi, sostituendo nella (a) e ponendo per brevità|1/EJ = 9 \ 


{peso elastico di una campata), la condizione suddetta si trasforma nel: 
Pequazione dei tre momenti 


(41) (Mx + 200)@1 + (QI + Mo = 0 (BT ATT) 


che contiene i momenti incogniti su tre appoggi consecutivi. 
5) Generalmente E è costante in tutte le campate. Se inoltre esse 
hanno la stessa sezione, e quindi lo stesso J, la (341) diventa 
f | 
(8413) | (Mr +2M)b5a + (24 + Mya) = — 6(B71 + 45) +| 


Spesso il primo membro si scrive nella forma equivalente 
Mal, + 22M (81 + ho) + MUrale. 
I carichi figurano nelle reazioni fittizie A* e B* (raccolte nel n. 237 c). 


Ad es., nel caso di carichi ripartiti uniformemente, di valori unitari gr 
e g, sulle campate l,, ed 1,, la (341,) diventa 


1 
(841,)  (M-1+ 22M), + (224, + Male =— (alia + li) - 


c) Se gli appoggi subiscono dei cedimenti verticali da, d1, da 
3, d,, alle espressioni di f,-, e di a, vanno aggiunti i termini (n. 235 c) 
d,— dra dai i 


a, = > 
’ r (E 


Bra 


la 


Quindi l'equazione dei tre momenti diventa 


(342) (Mi; + 2M,)G-1 + (24, + M41)Gr 
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Se EJ è costante in tutte le campate, si ha più semplicemente 
(3421) (Mx + 2M.)lr, + (24, + Mu = 


= — 6081: + 47) + 683 (pd dn 8, 


ra b, 


d) L'equazione dei tre momenti si può scrivere tante volte quante 
sono le terne di appoggi consecutivi; cioè, com’è facile riconoscere, 
quanti sono gli appoggi intermedi (ossia i momenti incogniti). Perciò 
si ottiene un sistema di n equazioni lineari non omogenee a n inco- 


ATETAITAITATTA 
A Lohorcro 


Fig. 395. 


gnite, che risolve il problema. La prima e l’ultima equazione conten- 
gono soltanto due incognite, perchè M, = M, = 0. 

Ad es., nel caso di una trave su sei appoggi (fig. 395), di sezione 
costante, si ha 


2M (lo + la) + Ml, = — 6(B$ + 4) 
Mil, + 2M.(1, + 12) + Mal, =— 6(B* + 4%) 
Mil, + 2Ms(la + la) + Mil, = — 6(B* + 43) 
Mals + 2M,(l3 + La) =— 6(8% + Ai). 


246. Trave continua con le estremità incastrate. 


Se la trave è incastrata agli estremi A e B, sono staticamente inde- 
terminati anche i momenti M, ed M,; ma si ottengono in questo caso 
altre due equazioni supplementari: Infatti, supposto che gli incastri 
estremi siano imperfetti e consentano dei cedimenti angolari a, e fs 
noti, si ha per le campate estreme l, ed 1, 


Aî lo ò, — da 
da = Et 9,0 FM) + A 
Bi do — dn 


B0= pet: + ariy, + +2M)- L 


Da queste espressioni si ottengono le due equazioni supplementari 


di — da) 
(31, + M)9,=— 6461 + 6(a- 7) 


cr + 22199, =— 685 + 6(5,4+ 7%). 


(343) 
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Se EJ è costante in tutte le campate, le (343) diventano 


(2M, + Mi)lo 64% + 621 (a. di 0a) 
(3431) i 


(06, + 220, =— 685 + 627(,+ 27). 


Queste equazioni si potevano anche dedurre dall’equazione generale (342) 
o (342,), immaginando ciascuno degli incastri A e B come l’insieme di due ap- 
poggi di senso opposto e vicinissimi (fig. 396), cioè î È 
immaginando la prima campata lh preceduta e l’ul- be=<< È nta 
tima I, seguita da campate infinitesime Li ed djs A ° B B 
inclinate rispettivamente di angoli a, © Bo Fig. 396. 


247. Come si completa il calcolo della trave continua. 

a) Il taglio all’inizio di ogni campata si calcola facilmente quando 
sono noti i momenti sugli appoggi: Indicando con 77, il taglio all’inizio 
di una campata generica 1, (fig. 397 a), 
il momento flettente al termine della. 
campata è, per definizione, 


M,:: = M,+Th— ZPb; 
da cui si ricava 


(344) T,= 20: + buio, 


Fig. 397. 


Questa espressione coincide con la prima delle (230); quindi in 
generale essa dà il taglio all’inizio di una campata, che diventa la rea- 
zione dell’appoggio se la trave comincia da questo appoggio. 

b) Le sollecitazioni in una sezione generica S della campata ,, 
distante x da C,, sono date da 


x x 
Ts=T,- ZP, Ms=M,+T,0- ZP@—- a); 
0 0 


oppure (n. 199 b) da Ms = Mos—- M,(c'/1.) — MUna(0/l,). 
Nel caso di un carico uniforme g, la (231) dà 


Ti T, 
Mnos = Ms: +39? nel punto tig) 
valida nelle stesse condizioni della (231). 
c) L’abbassamento del punto di mezzo di una campata l,, che è 
circa uguale all’abbassamento massimo (nn. 2224 e 236), è dato 
dalla (335), essendo M,= M, ed M, = M,;1. 
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d) Le reazioni degli appoggi. Calcolato il taglio al termine di ogni 
campata, espresso da 
Ti=T-:EP, 
4 


si ottengono le reazioni facendo la differenza dei tagli nelle sezioni 
immediatamente a destra e a sinistra di ogni appoggio (fig. 397 b): 


(345) = Pr Dogi 


Fig. 398. 


Esercizio 289. — Studiare la trave a cinque appoggi della fig. 398 a), per 
t,=8m,1,= 10m, L=-9m,g=7m, P= 3000 kg, a = 3 m,g = 600 kg/m. 
Soluzione. Anzitutto si ha (n. 237 €) 


3000 - 3(8° — 32) 


Bi = Gue = 10312,5 kgmq 
600 - 10? 

A4î=Bî= —g_ = 25000 
600 - 9* 

45=Bi= gg =18225 > 


Quindi la (341,) fornisce il sistema 


2M, + 8+ (24, + M,)10 6(10312,5 + 25000) 
(M; + 2M,)10+ (2043 + M,)9 = — 6(25000 + 18225) 
(M,+ 2M43)9 +2M3 7 =— 618225; 


dal quale si ottiene 
M,=— 4443 kgm, M,=— 5192 kgm, M3=— 1957 kgm. 


Il taglio all’inizio di ogni campata risulta 


3000 - 5 4443 600 - 10, — 51924 4443 
To TG = 1920 kg, a fi 2925 kg. 
T, pu: se sero: 5192 _ 3059 kg, T,= sor dol gg 
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I diagrammi M e 7 sono rappresentati in fig. 398 b) c). 
Taglio alla fine di ogni campata: 


Ti = 1320 — 3000 = — 1680 kg, Ti = 2925 — 6000 = — 3075 kg, 
Ti = 3059 — 5400 = — 2341 kg, Tij= T,= 280 kg. 

Reazioni degli appoggi: 
A=T,= 1320 kg, C,= 2925+ 1680 = 4605 kg, 
C, = 3059 + 3075 = 6134 kg, Cs = 280+ 2341 = 2621 kg, 
B=_-Ti=_- 280 kg. 


Esercizio 290. -— Calcolare il momento M; sull’appoggio intermedio di una 
trave di due campate 4 ed 4, caricata uniformemente sull’intera lunghezza. 
Soluzione. L'equazione (341,) diventa 


20,04) =-40+8), 
da cui 
= Q(6+8)__ La yg4+® 
M=- gx ge A+ 
Se h,=1,=1, si ha M, = — g?/8, come nell’esercizio 247 d). 
Esercizio 291. - Studiare la trave della fig. 399 a). 7 a 
a) 1° soluzione. La (341,) diventa A 
e] |] 
ge %_ 
4MI=-3 "i 
z 4 & 3 RA 
da cui dA © gp 
PARINI. Ap A 
MU=- i EIZA 
Fig. 399 
Quindi si ricava anche ia 
qa q_T È to a _q 
m=ad=£- = gd =T B= 
Id q- gd 99 _10 
To= gg = 719 O= Gt 167169 


Il momento massimo nella prima campata risulta 


4°_ 49 


M max = 2g = 512 


3) 2° soluzione. La data condizione di carico si può considerare come 
somma delle due condizioni della fig. 399 b) e c) (v. anche il n. 447). 
Nel caso ») si ha (es. 247) C = 1091/16, A = B = 390/16. 


416 CAPITOLO DODICESIMO 


Nel caso c) si ha evidentemente C = 0, mentre le reazioni A e B devono 
costituire una coppia uguale e contraria alla coppia dei carichi: 


sop=iD9 : i ripe 
4 A=0 (A da cui A= B= = 


Quindi si ritrova C 1091/16, A = 791/16, B ql/16. 

c) 3° soluzione. Per ia simmetria della trave, il momento flettente sull’ap- 
poggio centrale e la reazione O sono gli stessi (n. 227) che si avrebbero se tutta la 
trave fosse soggetia a un carico uniforme g/2. Quindi si ha M, = — (g/2)8/8 = 
= — gql8/16, C = 1091/16. 


Esereizio 292. — Calcolare i momenti sugli appoggi della trave della fig. 400 a). 
Soluzione. Per la simmetria della trave e del carico si ha M, = M,; quindi, 
essendo A* = Pî2/16, la (341,) diventa 


2 
20,14 (2M,+ MI = si, da cui M=M,= TE, 
“i Esercizio 293. — Calcolare i momenti sugli appoggi 
%1 C, 7 della trave dela tig. 400 b). 
(Emana Li Soluzione. Per la simmetria si ha M, = M,. Quindi 
P per la (341,) si ottiene il sistema 
òd) 
A A n» 9 22,1+ (224, + Mm) = — È 
Lui i lr 4 
0) ql 
[rt in] (M,+ 2M,)1+ (2M,+M)l = agi 
PA 0; B 
Lot, i da cui 
ql 3q02 
Fig. 400. Mi=-%° Mi=- 38° 


Esereizio 294. — Per quale valore del rapporto n = l/l; risultano uguali i 


momenti positivi massimi nelle campate laterali e in quella -centrate della trave 
della fig. 400 0)? 


Soluzione. Per la simmetria si ha M, = M,; quindi la (341,) diventa 


20; + (224, + M,)l 1 (848) da cui Mj=- ARTO 
1lo 7 at A) ot)» 1 2 + 3)” 


La reazione A risulta 


do gl +) a(38 + St, — 1) 
2° (2 + 35) 42h + 3) * 


Momento positivo massimo nella prima campata: 


5; 4 318 + 651, — Bf 
st o + 604, 1) 


24a °° 328245+ 30) ° 
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Momento positivo massimo nella seconda campata: 


ni dî , a(8blî — 8% + 443) 
M' mae = "3 + Ma 32(2k + 3h) 


Uguagliando questi due momenti e ponendo %/l, = n, si ottiene l'equazione 


26n8 + 60n5 + 20n4 — 38n8 — 24n8 = — 1, 
che è soddisfatta per n = 0,794 = — 4/5. 
—ZTTa 


li 
Esercizio 295. — Calcolare il momento sull’appoggio O della trave della 
fig. 401, sapendo che J, = 2Jp. 
Soluzione. Si ha Go = YUEJ G,=2EJ,. Quindi la (341) diventa 


1 l PI 1 


20M: pr, + 20M 397, 16 357° 


da cui 


Mi=-{. Fig. 401. 


Se P agisse nel punto di mezzo della prima campata, si troverebbe 
M,=—- PY8. 


Esercizio 296. — Calcolare il momento sull’appoggio C della trave della 
fig. 402 a). 


R DI R 
ZITO 


Pala + 


aaa pol 


2 


Fig. 402. Fig. 403. 


Soluzione. I momenti sugli appoggi 4 e B sono noti: M,=— P,a, 
M,= — P.b. Quindi la (341,) diventa 
Pal, + Pybl, 


Palo + 2,0 + 4)— P.blh=0, da cu M= 17 
0 1 


Esercizio 297. — Calcolare il momento sugli appoggi C, e C, della trave della 
fig. 402 Db). 

Soluzione. Per la simmetria si ha M, = M,; quindi, essendo M, = — Pl/2, 
la (341,) diventa 


PI ql 


PI ql 
3 1+ 20M - A+ Ml i, L 


da cui M= M.= 1 20° 
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(341,) applicata alla terna di appoggi C,, C,, B diventa 
ki ki 
-Li+om-a=-£, dci 2M=0. 


Quindi la trave CB si comporta come fosse liberamente appoggiata ia ug 
@ in B, cioè indipendente dalla trave 40,0. Infatti, se si considera la trave 40,0, 
indipendente e appoggiata in C, e in 0,, e si calcola l’angolo di rotazione del. 
l’estremo Cs, si trova f = — gl*/24EJ; mentre per la trave C,B, pensata indi- 
pendente e appoggiata in C, e in B, si ha a = q8/24EJ = — f. Per cui la conti- 
nuità della trave su C, sussiste spontanea, senza che le due parti debbano tra- 
smettersi un momento in 0. 

Nella fig. 403 b) è disegnato il diagramma M. 


Esercizio 299. — Calcolare i momenti sugli appoggi nella trave della fig. 404, 


CRIS incastrata perfettamente in B. 
Soluzione. Essendo noto M,= — ga*/2, la (341,) 
nd 1a Ca diventa 
SPIA IT Ro, 
2 18 
Fig. 404. i+ 4M4i+M1=-£. 


Inoltre la seconda delle (343,) dà 


ki 
(224 204) = — = i 


Risolvendo il sistema delle due equazioni, si ottiene 


BE 40) ap __I0+9@) 
May 


Ma 28 3 14 


Esercizio 800. — Calcolare i momenti sugli appoggi e le reazioni nella travi 
della fig. 405, incastrata perfettamente in B. 
Soluzione. Essendo noto M, = — Pa, la (341,) diventa 


— Pa :-1+4MJ+ Ml1=0. 
Inoltre la seconda delle (343,) dà 
(M,+ 24;)1=0. 


Risolvendo il sistema, si ottiene 


DE 2 16M Pa 
M=--{M=Pa, M=-G=-7- 


Il taglio, costante nelle campate 0,0, e CB, è dato da 


M,- M 9 Pa M,- M, 3 Pa 
l 7 [Ri 
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Esereizio 298. — Studiare la trave della fig. 403 a). 

| Soluzione. Il momento sull’appoggio C, è noto: M,=— ql?/2. Quindi la 

To 


EI 
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Le reazioni risultano perciò 


90 


12Pi 3, 
Fa)P. G=T.-T o Da 


u- B= Tafebamp 


0=P+T (i 


Esercizio 301. — Calcolare i momenti sugli appoggi nella trave di sezione co- 
starte della fig. 406, provocati da un cedimento è, dell'appoggio 0. 


X 


Ms 


Fig. 405. Fig. 406. 
Soluzione. Applicando la (342,), risulta il sistema 


431,1 + 3,1 = 6) ( i de 3) 


Ml + 4,1 = 684 (- di s 


e risolvendo si ottiene 


Esercizio 302. — Calcolare l'abbassamento f dell’estremo libero A della trave 


della fig. 407. 
Soluzione. Si può far uso dell’equazione (342,), pensando in A un appoggio 
cedevole. Nel nostro caso si conoscono M,= 0, M,=— gl?/2 ed M, = 0; inol- 


tre è Bf = gl?/24, A? = 0, e il termine dei cedimenti, incognito, si riduce 
a 6EI(-f/1). Quindi la (342,) diventa 


-aLi=-P_anygi 
n 47 1= ri 6EI 7, | 
Ie Lu 
A È - 7 D da cui | 
IR Ca | 
Fig. 407. ' — 24EJ’ 


în armonia col risultato ottenuto mediante i’ vrocedirento più ragionato del 
”’esercizio 230. 
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248. Trave continua con campate uguali e caricata uniformemente. 


a) Nel caso di una trave continua di sezione costante, su appoggi equi- 

distanti e non cedevoli, caricata uniformemente, l’equazione (341,) risulta più 
semplice. 

LI Consideriamo, ad es., il caso di una trave 


& 1 DI 7 È ì n 7 x ti n di cinque campate (fig. 408): Essendo M;} = M. 


ed M,= M,, il sistema diventa 


Fig. 408. 1 si 
4M\ + M,=-5@®, M+5M=— 598; 
dal quale si ottiene 
ven Sp. bic necàlé 
HI q 38%” o » 8840" 
Si ha poi 

d_a 15 n _s8 cone 
To=5-3308=330  To=zgo-dl 389» 

ql 20 20 18 
T=gtgl=z® Ti=gd-d 33 0» 
r_GQ_19 
T=g=qpi- 


Quindi le reazioni valgono 
15 43 37 
A=B= O,=U4=7g0 On= = 3g 


e la loro somma è uguale al carico totale 5gl. 
Infine, per la (335), gli abbassamenti dei punti di mezzo delle campate 
risultano 
47 ll 23 
No = gglo» m= gglo» Mm = gelo» 


essendo f, = 5gl'/384EJ la freccia della trave liberamente appoggiata. 

b) Riportiamo i risultati per le travi di due fino a sei campate uguali, 
indicando genericamente il momento M,, la reazione C, e l'abbassamento del 
punto di mezzo della campata 7, con 

U,= mg, 0,=00, = vo. 


Trave di due campate: 


my Cr) 


8 3 
Trave di tre campate: 


1. dra 13 1 
10° © Fao “Tio "Ta "725 


Mi 
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Trave di quattro campate: 


3 2, 1. _32 26. 17 5 
Plus gg’ a agi Tag» Tingo agi PoTgge Da gg 
Trave di cinque campate: 
4 RS 3. PI 15 è 43 Pi 37, 
UA 3g° Ma ggi 3g» ©=3g> = 355 
47 ll 23 
Me gp DL gg DA go 
Trave di sei campate: 
ll a 8 a 9 
a TT AI 104. "3 104 * 
41 118 100 106 32 8 14 


do god id ST Tod lodi Va: Vago Va age 


249. Trave continua caricata in una sola campata. 


a) Consideriamo una trave continua priva di peso (conviene stu- 
diare a parte gli effetti del peso proprio) e caricata in una sola cam- 
pata generica /,,. Per le campate scariche che precedono e che seguono 
la Zm le equazioni dei tre momenti sono 


2M;(l +1 
Ml, +2MU.(l + la 


Mid 2Me:lio + a E Ie 0 
Mu-rln-r + 2Ma(laa + La) =0. 


Se si ricava dalla prima M, in funzione di M,, poi si sostituisce 
nella seconda e si ricava M, in funzione di M,, e così via; e se si fa 
lo. stesso cominciando dall’ultima, si riconosce che i rapporti M,/Mb,, 
M./M3... a sinistra di I, e i rapporti M,/M,-1,} Mn-:/Mun-s .. a destra 
di Z, dipendono soltanto dalle lunghezze delle campate (o dai loro pesi 
elastici @ se la sezione non è costante); cioè sono indipendenti sia dalla 
campata che è caricata, sia dai carichi agenti su di essa. 

Se invece sono caricate diverse campate dalla 7, alla 7» (consecu- 
tive o no), ciò è ancora vero per le campate scariche che precedono 
la I o che seguono la I. 

b) I punti fissi (*). Poichè nelle campate scariche il momento 
flettente varia linearmente, ne segue che nelle campate scariche che 


(*) Maggiori particolari sui punti fissi si trovano nel Cap. XX. 
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precedono o che seguono quella carica (0 quelle cariche) il momento 
fiettente si annulla in punti invariabili, detti punti fissi. 

Inoltre, attenuandosi il momento flettente man mano ci si allon- 
tana dalla campata carica 7, i punti fissi risultano più vicini all’ap- 
poggio di sinistra nelle campate che precedono l,, e più vicini all’ap- 
poggio di destra nelle campate che seguono 7. Quindi ogni campata I, 
ha un punto fisso I, di sinistra, nel quale 3 si annulla se /,, segue L,, 


Fig. 409. 


e un punto fisso K, di destra, nel quale M si annulla se Zm precede !, 
(fig. 409). 

Pertanto, quando siano noti i momenti M,, ed M,,, sugli appoggi 
della campata carica Z,, conoscendo i punti fissi di tutte le campate 
si può completare immediatamente il 
diagramma M. 

Per determinare i punti fissi con- 
viene considerare due campate conse- 
cutive, che per semplicità chiamiamo 
led’, e utilizzare la solita condizione 
di continuità (n. 245 a) f = — a’. Sup- 
posto che l ed 7’ precedano la campata 
carica, il momento si annulla nei punti ke 
fissi I di sinistra (fig. 410 a); per cui 
se M è il momento sull’appoggio cen- Fig. 410. 
trale, gli altri due momenti risultano 

Mi.:(1— i) e M('— i'):i'. Quindi, per le (303), la condizione 
diventa (*) 


c5I (? i) sy SE), 


(4) Se la tave non è di sezione costante, basta introdurre le rieicesta diverse £J, E'J', 
oppure i pesi elastici @ = Y/ZJ; G' = 1|E'J'. Però lo espressioni di i’ e di X risultano un poco 
più complesse (Cap. XX). 


DE 
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da cui 


(346) = 


Se invece ! ed 7’ seguono la campata carica, il momento si annulla 


nei punti fissi K di destra, e con analogo procedimento si ottiene 


(3461) 


Mediante queste due relazioni ricorrenti si determinano per tutte le 
campate (fig. 410 b) i punti fissi di sinistra partendo dalla prima cam- 
pata, e i punti fissi di destra partendo dall’ultima. Se gli estremi A 
e B sono liberi, si ha è, = 0, n = 0; se sono perfettamente incastrati, 
si ha do = lo/3, kn = 1/3 (es. 243). 

c) Nel caso delle travi di sezione costante e su appoggi equidistanti 
(= l,=l =... =1), la relazione (346) diventa 


(3463) d= — 
Ottenuti i punti fissi Z di sinistra, quelli X di destra nelle campate simme- 


triche sono simmetrici; cioè si ha Xn = do kn 1 =i, ecc. 
Se gli estremi sono appoggiati, si ottiene 


in= 0, = + 1= 0,201, in= Fase 0,21051, 
15 56 209 

ii==—l= È ij, = —l1=0,2112 do Ii 

is=71= 0211381, = gggl= 021131, is = ggg tl = 021181 


I rapporti dei momenti sugli appoggi successivi risultano 


Mi i 1 My 4 
UA ia z 02000 3E 15 0,2607;, 
Mio db io Mi _ 56 _ 
= — 39 = - 02079, Hi = — 306 = — 02079, 
U; 209 _ a 
= — 702078. 


Quindi a distanza di s campate da quella carica il momento sull’appoggio 
diminuisce circa nel rapporto 0,2679*:1. Ad es., dopo tre campate si riduce a 
1/52 e dopo quattro si riduce a 1/194. Perciò l’effetto dei carichi si può trasen- 
rare a distanza di tre o quattro campate. 

d) La conoscenza dei punti fissi / e XK di tutte le campate semplifica inoltre 
il sistema delle equazioni dei tre momenti, che si riduce a due equazioni con 
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due incognite. Infatti, supposta caricata in modo qualsiasila campata I (fig. 411) 
per quanto si è osservato in d) e in e) si possono esprimere M,,_, in funzione 
di Mm ed Mm+s in funzione di Mmy: 

Mm PMm> Mmta = VMUntr> 


dove 9 e y sono rapporti noti. Quindi l’equazione dei tre momenti, scritta per 
le terne di appoggi m— 1, m, m+ 1 ed m, mt 1, n+ 2, fornisce il sistema 


(PMn + 23m + (2Um + Umta)lm = — 647 
(Mg + 2 palm + (Monia + 9 Uta) = — 6B 
Ottenuti M,, cd M,,;,, si deducono immediatamente i momenti su tutti gli 
appoggi. 


e) È ovvio che applicando ri- 
petuta mente questo procedimento 
e sommando gli effetti, si può stu- 
diare nello stesso modo anche la 
trave caricata in un numero qua- 
lunque di campate. Inoltre, se di 
un certo effetto si sommano sol- 
tanto i contributi dello stesso segno, si individua la condizione di carico più gra- 
vosa per tale effetto e si ottiene il valore massimo di questo. 

In generale, si può dire che la condizione più gravosa per il momento M, © 
per la reazione 0, relativi all'appoggio ©, si ha quando sono cariche le campate 
adiacenti 1,-, ed 1,, scariche le 1,_, ed 1,+,, cariche le ,_s ed 1,4), ® così via. 
Invece la condizione più gravosa per il momento positivo nella campata 7, si ha 
quando 1, è carica, 1,_, ed 1,+, sono scariche, 2,» ed 1,4, sono cariche, e così via. 


Fig. 411. 


Esercizio 308. — Calcolare i momenti sugli appoggi nella trave della fig. 412. 
Soluzione. Per il n. 249 e) risulta M; = — M2/4, e per la simmetria della 
trave e del carico si ha M, = M,. Quindi l'equazione dei tre momenti appli- 
cata alla terna di appoggi 1, 2, 3 diventa 
Ma 4 4M,+M, È, ST 
Si ottiene così M, = — gl*/19, ed M, = gl?/76. Fig. 412. 
Se invece a campata carica è preceduta e 
seguita da un numero considerevole di campate scariche della stessa lunghezza, 
si ha M, = — g?/18,93 che è poco diverso. 


Esercizio 304. — îrave continua di sei campate uguali, soggetta a un carico P 
concentrato nel punto di mezzo della quarta campata. 

Soluzione. Si ha (n. 249 c) M,= — 4M3/15, My=— Myj4; per cui risul. 
tano le due equazioni (n. 249 d) 


sE MU, +4M+ M 


ML Lene. 


4 
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Risolvendo si ottiene 


MD: M,= 330 PI: 
da cui si deduce 
4 ini 1 ul 
M — la M=-Ma= a. 
1 41 
Ms= 7 M= sog! 


250. L'equazione | dei; (uattro) momenti. 


a) Consideriamd” ora una trave solidale coi piedritti (n. 243), e 
indichiamo con M/ ed M/' il momento flettente nelle sezioni imme- 
diatamente a sinistra e a destra del piedritto €, (fig. 413); la diffe- 

(e M; Mi Mi. 
i _——_ 
feci dda Hd 

er 


Nya ho hr 


Fig. 413. 


renza M/'— Mi è il momento con cui reagisce il piedritto, mentre 
|M,= MI—- _ M o) è quello assorbito dal piedritto. 

Agli estremi di due campate consecutive /,-, ed 7, si hanno i mo- 
menti M”,-,, M! ed M!', M',+,. Indichiamo poi con W”,-,, M! ed W,", 
M',:, i momenti negli stessi estremi nell’ipotesi delle campate perfet- 
tamente incastrate; momenti che dipendono soltanto dai carichi agenti 
su ciascuna campata, e che sono raccolti nel n. 237 c). 

Per le (336), le rotazioni f,-, dell'estremo destro della campata 2-1 
e a, dell’estremo sinistro della 7, sono espresse da 


Gra (yi w: op 
na — rl ea! LI r r 
| fa = ie FP) + 206; — 7) 
(347) À 
) Giai — Pri i 
% € [27 — MI) + (Mi M'aa)] . 
Sostituendo nella solita condizione di continuità f,-1 = — a, (n. 245 a), 
si ca De l’equazione-dei_quattro-momenti. 
(348) | (=, +24): + (QU + M',)G, = 


= (M", + 2M,)Gr, + (2M;' + M'43)Gr. \ 
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Se EJ è costante-in tutte le campate, in -luogo dei pesi elastici 
Gr-1 € G; delle campate si hanno le lunghezze 1,-; ed L. 
———Nell’equazione (348) i carichi figurano attraverso i momenti H 
d’incastro perfetto. La (348) si ricorda facilmente, perchè i due membri, 
‘funzioni dei momenti incogniti M e dei momenti noti 7, sono formal- 
mente uguali; sì che si può scrivere simbolicamente 


(348,) F(M)= P(M). 


b) Per il modo con cui è stata dedotta, la (348) è valida eviden- 
temente anche nel caso di due campate non allineate. Quindi essa si 
applica anche a coppie di travi costituite da una campata e da un pie- 
dritto adiacente; ciò che consente di ottenere in ogni caso il numero 
sufficiente di equazioni (v. es. 305, 306, 307). 

L’impiego della (348) è semplice nel caso in cui i nodi della trava- 
tura (punti di concorso degli assi delle travi) non si spostino. Invece il 
procedimento si complica quando gli spostamenti sono possibili, perchè 
di solito essi non sono noti. Negli esercizi che seguono gli spostamenti 
dei nodi sono appunto nulli, o perchè impediti dai vincoli, o per la 
simmetria del sistema. Il caso generale verrà studiato nel Cap. XX. 

Se l’inizio A della prima campata e il termine B dell’ultima sono 
incastrati, la seconda e la prima delle (347) costituiscono due equa- 
zioni supplementari, se si pongono nel primo membro i cedimenti 
noti a, e fr. 

Nel caso della trave continua ordinaria, i momenti M! ed M;' sono 
uguali (momento M, sull'appoggio); per cui si ottiene l'equazione dei 
tre momenti, in una forma diversa dalla (341). Però nel secondo mem- 
bro i momenti rimangono quattro, essendo generalmente diversi i 
momenti d’incastro perfetto delle due campate. 

c) Nella (348) non occorre aggiungere un termine per i cedimenti 
verticali ò, potendo essi figurare nei momenti 7, come si è visto nel 
n. 237 c) caso q). Infatti, se gli estremi della campata generica 7, subi- 
scono i cedimenti é, ed ò,.,, si hanno i momenti 
6 dualòd 6 du dr 


i E een pda 


che si aggiungono agli 7 relativi ai carichi. 


Tai 
U: 


Esercizio 305. — Studiare il sistema doppiamente iperstatico della fig. 414 a). 

Soluzione. Se si trascurano le variazioni di lunghezza delle varie parti, il 
nodo C non subisce spostamenti (non si potrebbe dire la stessa cosa se anche 
l'appoggio A fosse scorrevole). Indichiamo con M/ ed M 5' il momento flettente 
immediatamente a sinistra e a destra di C, cioè al termine di % e all’inizio di ZL. 
Alla sommità del piedritto agisce il momento M= Mi Mi. 


| Hiees:= <=—=<=—=—=—===—=—===-=-ry—y"ywMyroro ri 
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Applicando la (348) alle coppie di travi 4, & ed l, A, si ottiene il sistema 


\ 24(G0+ 2416: = ( 


| 2311G,+ 20.6 =(- 


ossia 
\ 21660 + 204" G = 


| 201:(G,+@)— 20M! 


Risolvendo, si ricava 


do _ 9 
12? 19) Go 
di _ Bc. 
E i 255) Go 3 
12 
7Y La 


rgu—Lo,. 


’ dò 


GoG 


1 _ MB. GaG+ 9) ha 
Ho 8 ‘GlG+ +99 


8 GlG+ G)+ GG” 


In sommità del piedritto agisce il momento 


Li 
di wi-e-, 


È GoGa 


8° GolG1+ G)+ GG” 


Noti M; ed M2', si calcolano P,, Ts Ty. 
ticali A, B, C. 

Noto M, alla sommità del piedritto, si 
ottiene la reazione orizzontale H = M,/h alla 
base D di esso (fig. 414 b). Nell’appoggio A si 
ha una reazione uguale e contraria. In realtà 
nel nostro caso M, risulta negativo, per cui 
la H ha il senso opposto a quello indicato. 


Ti, e quindi anche le reazioni ver- 


Fig. 414. 


Esercizio 306. — Studiare il sistema della fig. 415 a). 


LA 


Fig. 415. 


a) 1° soluzione. Se l’incastro superiore del pie- 
drito si opponesse all’abbassamento della sommità D, 
il sistema sarebbe sei volte iperstatico; però di solito 
il piedritto è sostenuto soltanto in E, e quindi i vin- 
coli sovrabbondanti sono soltanto cinque. 

Assumiamo come incognite i momenti M,, Mi, MU 
e i momenti d’incastro Mi, M., My, riguardandoli, ad 
es., tutti positivi se destrogiri (fig. 415 b). Quindi, se 
percorriamo il piedritto da D verso 0’ e da E verso 0”, 
e la trave da C verso B, i momenti M{, Mt’, M, sono 
momenti flettenti negativi. 

Applichiamo l'equazione dei quattro momenti (348) 
alle coppie di travi h,, l e h,, l (se l’applicassimo inol- 
tre alla coppia %,, fs», otterremmo un’equazione consa- 
guenza delle prime due): 


(Ma — 23)G: + (2, — M,)G = 0 
(ME — 221/)G,+ (QU, — MH) =0. 
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Le tre travi hanno un estremo incastrato; perciò applichiamo la seconda 
delle equazioni supplementari (347) ai due piedritti e la prima di esse alla trave 
(v. anche es. 243): 


2M,— Mi=0, 2M,— M!'=0, M,-2M4,=0; 


da cui 
BLA uu! M 
M=3, L=. h=5F- 
Sostituendo, le due equazioni precedenti diventano 
5 M@+5MG=0, 5 M'G+3 UG=0. 
Infine, i momenti M,, 3, M{' sono legati al momento esterno M = — Pu 
dalla condizione di equilibrio 
M,+ M+ M=- Pa. 
Risolvendo queste ultime tre equazioni, si ottiene 
Pa G G 
M,=- — p Mi M3, Mi M È 
i Ta 
Gi Ga 


Noti i sei momenti, si possono calcolare gli sforzi di taglio in C, 0’, 0" e le 
reazioni verticali e orizzontali. Inoltre, se il piedritto è validamente sostenuto 
anche in D, si può determinare come si ripartisce sui due piedritti (es. 57) il peso 
P+ T, agente nel nodo. 

b) 22 soluzione. Il sistema si può calcolare mediante una sola equazione a 
un’incognita, facendo uso della (314) e della seconda delle (b) dell’esercizio 254. 
Decomposto il sistema nella trave e nel piedritto (il punto 0 è impedito di spo- 
starsi verticalmente nella trave e orizzontalmente nel piedritto), la coppia esterna 
M=- Pa si ripartisce su di essi nelle due coppie M, ed M,, definite dal- 
l'uguaglianza delle rotazioni di C appartenente alla irave e al piedritto: 


MG _ Mo, _G:G: i M_ Gi 
one iiangoi pp 
Si ottiene perciò n 
; GIG: Pa__ 
M= HM Gg+G)+ 9% 151248 
1 Ga 


c) 3° soluzione. La coppia esterna — Pa si ripartisce in tre coppie M., 
Mi, M? che interessano la trave e le due parti del piedritto. Avendo pre- 
sente la (314), l'uguaglianza delle rotazioni di C, appartenente alle tre parti, 
si esprime con 

l h, h, 


coat) SIA 
453 7 Meg, 9 


ossia Me IS 
Wi. Wies We 


Mi 
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dove W = 4EJ/I, W, = 4E,J,/h,, Wa = 4EyJs/h, sono le rigidezze delle tre travi 
che concorrono in CO (n. 454). 

La coppia esterna — Pa si ripartisce dunque proporzionalmente alle rigi- 
dezze delle tre parti, e si ottiene 


Li 1 
U=<Lorptmino e-ntra 
i o 2 
Mi =- Paz Pr: 


Trovati i momenti in C, la (313) dà i momenti d’incastro in B, D, E. 

Questo procedimento, applicabile ogni volta che il punto di concorso delle 
diverse travi non si sposta, trova continuo impiego nello studio dei telai eom- 
plessi (Cap. XX, B). 


Esercizio 807. — Studiare il portale a due piani della fig. 416, soggetto al carico 
P nel punto di mezzo di EY e a pressioni triangolari (dovute a liquido o a terra) 
sui tratti inferiori dei piedritti. 

Soluzione. Il sistema è sel volte iperstatico; tuttavia, per la simmetria della 
struttura e dei carichi, le reazioni sovrabbondanti diverse fra loro sono soltanto 
quattro (*). Inoltre, per tale simmetria e se si trascurano 
le variazioni di lunghezza delle varie parti, i nodi 0, D, 
E, F non si spostano nè orizzontalmente nè verticalmente. 

Assumiamo come incognite i momenti M, in A, Mi; 
ed M(' sotto e sopra il nodo C, ed M, in E. 

Applichiamo la seconda delle (347) alla trave 1 in- 
castrata in A: 


2M,- I) + (4-MW)=0, 


ossia 


90 _ QU 40% 


PI Pig. 416. 
10 15 15 a 


2M,+ Mi 

Applichiamo la (348) alle coppie di travi 1 e 2, 1 e 3, 2 e 4, osservando che 

all’inizio e alla fine della trave 3 il momento flettente è M{— M{' e che 
My,= My: 


ve 70 
(+ 2M1)G, + (217 + 1)G,= — La e, 


(+ 220)G: + [2(L; — 200) + (AI — MG, = — Tg, 


vo 1 
(+ 211): + @4,+ 1G,= — E e, 


(*) Il sistema si può rendere isostatico mediante sei cerniere in 4, B, 0", C””, E, F (tento 
Ja parte inferiore quanto la superiore diventano archi a tre cerniere). Ma per la simn: etria si 
ha Mf, = My ed M; = M,. 
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Ricavati i momenti, si può calcolare il taglio 7, in A, che è la compononte 
orizzontale della reazione; il taglio 7 sotto e 7, sopra il nodo C, la cui diffe. 
renza è lo sforzo normale nella trave 3; e il taglio 75 in E, che è lo sforzo nor- 
male della trave 4. 


Esercizio 808. — Risolvere l’esercizio 301 mediante l’equazione dei quattro 
momenti. 
Soluzione. Al cedimento é, corrispondono momenti d’incastro perfetto sol. 
tanto nelle prime due campate, che per il caso q) del n. 237 c) sono misurati da 
_ 6EId, 3}, _ 6EJÒ, 3ji _ 6ESÒ, i 6EIÒ, 


HW=- GI, n=, 


Sostituendo nella (348), si ottiene 


2M,1+ (24, + M,)l pr (-1+ + e 1 ? 
(M1+ 20M) + 2M,1 = SIDE (1-2=- 6 Da 


Queste due equazioni coincidono con quelle trovate nell’esercizio 301. 


B) Le TRAVI GERBER. 


251. Generalità. 


Come si è detto nel n. 69, le travi Gerber sono travi sostenute da 
più di due appoggi e rese isostatiche da tante articolazioni quanti sono 
gli appoggi intermedi o sovrabbondanti, distribuite secondo le avver- 
tenze del n. 69 a). Le più usate sono quelle a quattro appoggi, con 

le cerniere collocate come in a) o in 


& ZD ES 3 Db), fig. d17. 
a) & lx a) B Queste travi, introdotte da Gerber 
ATTI nel 1866 e molto diffuse specialmente 
A D (A ce 5) B in Germania e in America, presentano 
il notevole vantaggio di essere insensi- 
Rie: dl: bili ai cedimenti degli appoggi (n. 69 b); 


mentre nelle travi continue il regime 
statico può venire profondamente alterato anche da piccoli cedimenti, 
spesso inevitabili e imprevedibili. Quindi il comportamento della trave 
Gerber risulta più sicuro, e nello stesso tempo il calcolo è più facile 


— rr 
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Anche le travi Gerber risultano economiche circa come le travi con- 
tinue (n. 241). Infatti, se in una trave continua soggetta a carichi fissi si 
creano delle cerniere nei punti dove M = 0, la trave Gerber che ne 
risulta ha lo stesso regime statico. Di più, può convenire di collocare 
le cerniere in modo da ridurre i momenti sugli appoggi, che di solito 
sono più elevati dei momenti positivi. 

Infine, esse presentano un montaggio molto più semplice. Per 
contro consentono però una rigidezza alquanto minore all’azione di 
carichi dinamici. 


252. Il calcolo delle travi Gerber. 


a) Come si disse nel n. 69 a), le reazioni degli appoggi si possono 
calcolare scrivendo le due equazioni generali di equilibrio, contenenti 
tutte le forze agenti e tutte le reazioni, e tante equazioni ausiliarie 
(n. 66 «) quante sono le cerniere, esprimenti che il momento flettente 
si annulla nelle cerniere stesse. 

Più semplicemente, si possono separare le varie parti della trave in 
corrispondenza delle cerniere, sostituendo queste con le reazioni mutue; 
si ottengono così delle travi isolate, alcune a due appoggi e altre a due 
appoggi con uno o due sbalzi (fig. 76). 

Graficamente, si ottiene direttamente il diagramma del momento 
flettente per l’intera trave, quando siano già tracciati i diagrammi 
semplici per ogni campata, ossia i poligoni funicolari che collegano i 
carichi agenti su di esse: Infatti, dovendo essere M = 0 nelle cer- 
niere D ed (fig. 418), la retta di riferimento per la campata centrale 
passa per i punti d’incontro 
del diagramma semplice con 
le. verticali per le cerniere. 
Questa retta determina i mo- 
menti M, ed M, sugli ap- 
poggi; quindi risultano deter- 
minate anche le rette di rife- 
rimento per la prima e per la 
terza campata. (Il diagramma 
M così ottenuto si può poi 
modificare, riferendolo a una 
retta orizzontale). Se dai poli Fig. 418. 

0,, 0,, Oz relativi ai tre poli- 

goni funicolari si mandano poi le parallele alle tre rette di riferimento 
trovate, si ottiene lo sforzo di taglio all’inizio e alla fine di ogni cam- 
pata (n. 199 d), nonchè le reazioni 4, C,, C+, B degli appoggi. 
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Infine, nel caso di carichi mobili è conveniente studiare la trave 
mediante la linea d’influenza (Cap. XVIII). 

b) Giova osservare che gli effetti di un carico non si estendono, 
di solito, all’intera trave. Ad es., nelle travi del tipo a) (fig. 417) un 
carico agente nel tratto DE sollecita l’intera trave AB; un carico nel 
tratto C,D sollecita la trave da A fino al carico; un carico nella cam- 
pata AC, sollecita soltanto la campata stessa. Invece nella trave del 
tipo b) un carico agente nella campata CC, sollecita soltanto la cam- 
pata stessa; un carico nel tratto DC, sollecita la trave dal carico fino 
a Cs; un carico nel tratto AD sollecita la trave da A fino a Cs. 

c) L’abbassamento del punto di mezzo delle campate aventi una o due 
cerniere non si può calcolare mediante la (335), perchè, salvo il caso in cui le 
cerniere coincidano coi punti di momento nullo della trave pensata continua, 
la linea elastica presenta delle cuspidi in corrispondenza delle cerniere. Perciò 
l'abbassamento si deve calcolare sommando la deformazione del tratto conì- 
preso fra le cerniere con le deformazioni degli sbalzi (che si ottengono tenendo 
conto della deformazione delle campate adiacenti). 


Esercizio 809. — Su quale tratto delle travi della fig. 417 deve agire un carico Y 
uniforme per rendere massimo M, su 0, e che valore ha questo? 

Soluzione. Nel caso a) M, è dovuto ai carichi agenti fra 0, ed E, per cui 
si deve caricare tutto questo tratto. Gli altri carichi eventuali non hanno 
influenza su M,. 

Se CD = a e DE = 1, si ha 


À a? A+ a)a 
VA -La “ d È ja. 


___Nel caso b) si deve caricare il tratto 40, e il risultato è lo stesso, se 
AD=4 e DCO, =a. 


Esercizio 810. — Nella trave della fig. 419, caricata uniformemente, deter- 
minare la posizione delle cerniere che rende uguali in valore assoluto il massimo 


Q 
Pn a FL IZ : IL 
ue Uh Ri LE ha ih — 


Fig. 419. Fig. 420. 


momento fiettente positivo nella prima campata e quello negativo sull’ap- 


poggio 01. 
Soluzione. Posto a/l, = m, i due momenti in questione risultano 
I PN Li ki 
max M = L= 9 5 at _ Lamp, 
SE D) 2 
a dg (ai Tea d 


Mi 4m 
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Per la condizione del problema, dev'essere 


(1- m) = 4m, ossin m?—6m+1=0; 


da cui m=3—2V2= 0,172. 
Questo rapporto non dipende da 7,, perchè i carichi agenti sulla campata 
centrale non hanno influenza sui due momenti considerati. 


Esercizio 311. — Nella trave della fig. 420, caricata uniformemente, deter. 
minare le posizioni delle cerniere e degli appoggi intermedi che rendono uguali 
in valore assoluto i massimi momenti fiettenti positivi nelle due campate e quello 
negativo sugli appoggi intermedi. 

Soluzione. Posto a/l, = m, il momento massimo nella campata centrale e 
quello sull’appoggio C, risultano 


— 2a)? È 
max M = alal =La — 22m), 
8 8 
= 2 2 
M, a 3 2a) a D = di 4m(1-m). 


Uguagliando i valori assoluti, si ottiene 
(1- 2m) = 4m(1—- m), ossia 8m°— 8m+1=0; 


da cui m= (2—- 2/4 = 0,146, indipendente da 7, perchè i carichi agent* 
su i, non hanno influenza sui due momenti considerati. 
Posto l/l, = n, la reazione dell’appoggio A vale 


gli n-m+ m? 
2 n 


CA M,_qnl, _ gli 
Ato pi eo eg I) è 


Quindi, per la (228), il momento massimo nella prima campata risulta 


AI Rf mtn, 


max My 55 8 2A 


Uguagliando al valore assoluto di M, si ottiene 


(eg 


) = 4m(1—- m). 

Sostituendo il valore di m già trovato, si ha l'equazione 
8n°— 4V/2n -— 1=0, 

da cui n= (2+/2)/4= 0,854. 


Poichè risulta n=1— mm, ossia h = — a, la campata laterale è uguale. 
a quella centrale diminuita della lunghezza di uno sbaizo. 


O. BELLUZZI - Scienza delle costruzioni - I 28 
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C) LE TRAVI SU APPOGGIO ELASTICO CONTINUO. 


253. Generalità (5). 


Consideriamo una trave appoggiata per tutta la lunghezza su di 
un suolo elastico tale che la sua reazione in ogni punto sia proporzionale 
all’abbassamento che subisce la trave nell’inflettersi. In alcuni casi il 
suolo elastico può reagire tanto verso l’alto (se la trave si abbassa), 
quanto verso il basso (se la trave si alza); come avviene quando la 
trave è interrata profondamente nel terreno (7). In altri casi il suolo 
è capace di reagire soltanto verso l’alto, come nel caso di una trave 
semplicemente appoggiata sul terreno. Se la deformazione non supera 
un certo limite, l’ipotesi della proporzionalità della reazione allo spo- 
stamento è all’incirca verificata anche per gli ordinari terreni di fon- 
dazione. 

Il comportamento elastico del suolo è caratterizzato dal modulo del 
suolo E, che rappresenta la reazione del suolo nell’area di 1 emq quando 
l'abbassamento è di 1 cm, e che si misura perciò in kg/em®. Per un 
suolo sabbioso X vale in media 2 kg/cm? (può variare da 1 a 4 kg/em?); 
per un suolo ghiaioso il valore è più incerto e può variare da 4 a 
12 kg/cm?, ma nel caso di ghiaie compatte o conglomerate può essere 
assai maggiore. Valori attendibili di X si ottengono soltanto mediante 
l’esperienza diretta (8). 

Nel caso di una trave appoggiata, in molti punti isolati, come ad es. 
una rotaia appoggiata sulle traversine, i risultati che seguono sono an- 
cora applicabili con sufficiente approssimazione, purchè la distanza 
degli appoggi sia piccola in confronto della lunghezza d’onda 4 (n. 255). 

Può sembrare strano che il terreno, che costituisce di solito il suolo sul 
quale appoggia la trave, reagisca proporzionalmente alla deformazione che su- 
bisce, ossia si comporti elasticamente. Tuttavia, l’esperienza mostra che tale 
ipotesi è abbastanza bene verificata; mentre è anche confermata dal fatto che le 
traversine ferroviarie affondano nella massicciata ad ogni passaggio di un asse 
pesante e si rialzano subito dopo. D'altra parte l’attitudine del terreno a tra- 


(*) Gli elementi della teoria di queste travi furono sviluppati da E. WINKLER: Die Lehre 
von der Elasticitit und Festigkeit, Praga, Dominicus, 1867, pag. 182. Altre notizie si trovano nella 
bibliografia alla fine del capitolo. 

{*) Nelle stesse condizioni si trova anche una striscia generica di parete, parallela all’asse, 
G1 un tubo a parete sottile soggetto a pressione radiale variabile lungo l’asse. Infatti, essa ricevo 
dalla parete adiacente una reazione radiale, proporzionale in ogni punto allo spostamento ra- 
diale della striscia (Cap. XXVIII, 4). 

(*) Per maggiori particolari si veda il Cap. XXXII. 
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smettere a grandi distanze le onde sonore e le onde sismiche conferma le pro- 
prietà elastiche del terreno stesso. 

Si può osservare che l’abbassamento di un punto del suolo non dipende 
soltanto dal carico agente in quel punto, ma anche dai carichi agenti nelle vici. 
nanze (°). Tuttavia, l'abbassamento di un punto diminuisce molto rapidamente 
se si allontana il carico; così che esso dipende principalmente dai carichi agenti 
nell’immediata vicinanza, e soltanto in piccola misura da quelli più lontani. 


254. L'equazione della linea elastica. 


a) Se b è la larghezza della trave, la reazione su 1 cm della sua 
lunghezza, quando l'abbassamento è di 1 cm, è f = Kb, e si misura 
in kg/em®. Perciò quando l'abbassamento è n, a 


la reazione ripartita è 


(4) r=fn. SEE esa 
Se la trave è soggetta a un carico ripartito | 

rivolto in basso, di intensità q (fig. 421), la r=fa 

forza ripartita complessiva per unità di lun- Fig. 421. 


ghezza è q-r=q— fn. Quindi, se la trave 
è prismatica e omogenea (EJ costante), l'equazione differenziale (2: 
della linea elastica diventa 


LI 
(349) EJ La =aq- fn, ossia EJy” + fn = q. 


Se invece EJ è variabile, per le (233,), (222) si ha in generale 


di 
(3491) da (EJn'')+Pn=q. 
b) Nel caso di g=0, la (349) diventa EJy” + fn = 0, ossiù 


(b) qu + 4an=0, avendo posto do =; 


(a è l'inverso di una lunghezza). 
L’integrale generale di questa equazione è 


(350) 7 = Ciesen ax + Ce cos ar + Cye- sen ae + Cl, e cos a , 


come si verifica facilmente derivando quattro volte e sostituendo 
nella (6); Ci, 0, C3, C, sono quattro costanti d’integrazione da deter- 
minare mediante le condizioni ai limiti. 


{) K. WIEGHARDT: Ueber den Balken auf eiustische» Unicriaze, « Zs. f. angew. Math. u_ 
Mech, », 1922, pag. 165. 
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La (350) si può anche scrivere nella forma 


:(350,) n= D, sen aw senh ax + D, sen ar cosh aw + 
+ Da cos ar senh ax + D, cos ar cosh ax, 


essendo le costanti D legate alle C dalle relazioni seguenti 


D,=C,- Ca, D,.=l0,+0, Ds=l.- Ca, Di = 0,+ 0, 


; 


D, + Di Ds + D, Di — D Di — DI 
A "> ? O. = = e = 43 di 0,= La 8° 
= e) Nel caso di g costante, la (349) diventa 
(e) p + dan = I, ossia NV + dat (a -—+) =V 
EJ p i 


| e l'integrale generale è 
greta 3 Pri =" 
(351) SÉ + es*(C, sen ax + Cl, cos ar) + e-<(Cssen a + C, cos ada). 


d) Ottenuta l’equazione 7 = (7) della linea elastica, si dedu- 
cono l’inclinazione g, il momento flettente M, lo sforzo di taglio Y e 
la reazione r_mediante le relazioni 

5 AA 


A SNMTZA TA 
(352) (0=n) U=- EIN, = - 590°) = Mr) 
nelle qualì e derivate hanno le seguenti espressioni 


(4) n' = ae[(C,— 03) sen az + (0, + C+) cos ag] + 
+ ae[— (Cs + (4) sen ae + (03 — C.) cos ar], 


(e) n°" = 2ae(— C, sen ar + €; cos ar) + 2a%e<(C, sen ax — 3008 ax), 


(Î) n'"= 2a*e[— (0, + C.) sen ar + (C, — Co) cos ax] + 
+ 2a8e=[(03 — C4) sen ae + (03 + (4) cos aa]. 


255. Trave di lunghezza infinita. 


Consideriamo la trave soggetta a un carico P concentrato in un 
punto qualsiasi (fig. 422 a), e supponiamo che il suolo sia reagente 
anche verso il basso. La trave di lunghezza infinita è un caso particolare 
di quello che studieremo nel n. 256; tuttavia cominciamo da questo, 
per la sua semplicità e per le utili indicazioni che fornisce. 

Poniamo l’origine delle coordinate nel punto d’applicazione di P. 
È evidente anzitutto che a distanza infinita da P, ossia per 2 = 00, 
si ha 7 = 0; per cui nella (350) devono mancare i termini crescenti 
(cioè quelli con e"), e rimanere soltanto quelli decrescenti (con e-22); 
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quindi dev'essere C, = C, = 0. Inoltre, sotto P la tangente alla linea 
elastica è orizzontale, ossia per @ = 0 si ha 7’ = 0; quindi per la (d) 
dev'essere Cs = 0, = C. Perciò la (350) diventa 


n= Ce-(sen ar + cos ar). 


L'unica costante C si determina osservando che per x = 0 si ha 
T =— P/2; oppure mediante la con- 
dizione che la somma delle reazioni 
sia uguale a P: 


oppure 


ta 
2|bndo =P; 
Ù 


per cui risulta 


Dee P = Pa Fig. 422 
SREIT2R" 
Pertanto, la linea elastica è rappresentata dall’equazione (!°) 
P 2P. 1 
(353) 7= DI. ece(sen ax + cos ac) = ware ec sen (ar +4) i 


2} 


ed è una sinusoide smorzata, per la presenza del fattore e. La lun- 
ghezza d’onda 7 è definita da aZ = 27 da cui 


2n 4EJ 
(354) == 2a Fo 
Il momento flettente è dato dalla seconda delle (352) e risulta 
2 
(355) M -Lo- (cos ax — sen ax) siii e c08 (ar +4). 


In particolare, sotto il carico (x = 0) si ha 


Pa P Pa 


(356), (357), (358) = 3 Mn => Tma=5* 


Questi risultati molto semplici, rigorosi per la trave di lunghezza 


(2°) Per il modo con cui si sono determinate le costanti C, la (353) e la (355) valgono con- 
siderando x positiva sia a destra che a sinistra di P. 
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infinita, sono sufficientemente approssimati anche per una trave finita (#1), 
purchè non sia molto più corta della lunghezza d’onda 7. Inoltre, il 
principio della sovrapposizione degli effetti consente di utilizzare questi 
risultati anche per lo studio di condizioni di carico più complesse. 


Nella fig. 422 b) sono rappresentate le variazioni di » e di M, a meno dei 
fattori costanti Pa/2f e P/4a. Nella tabella seguente sono riportati alcuni valori 
dei fattori variabili f,(ax) = e-®(sen ar + cos 12) ed fs(ax) = e-®(cos ax — sen ar): 
ar I Î e" 7 = 
an h h av h 1A | h f 


0 1 1 0,9 0,5712 | — 0,0657 | 7 | — 0,0432 | — 0,0432 
0,1 | 0,9907 | 0,8100| 1,0 0,5083 | — 0,1108 | 3,5 | — 0,0389 | — 0,0177 | 
0,2 | 0,9651 | 0,6398 | 1,2 0,3899 | — 0,1716 | 4,0 | — 0,0258 0,0019 

0,3 | 0,9267 | 0,4888 | 1,4 0,2849 | — 0,2011 | 4,5 | — 0,0123 0,0085 | 
0,4 | 0,8784 | 0,3564 | 2/2 0,2079 | — 0,2079 | 5,0 | — 0,0046 0,0084 
0,5 | 0,8231 | 0,2415 | 1,8 0,1234 | — 0,1985 | 5,5 0,0000 0,0058 | 
0,6 | 0,7628 | 0,1431 | 2,0 0,0667 | — 0,1794 | 6,0 0,0017 0,0031 
0,7 | 0,6997 | 0,0599| 2,5 | — 0,0166 | — 0,1149 | 2x 0,0019 0,0019 
7/4 | 0,6448 | 0 3,0 | — 0,0423 | — 0,0563 | 6,5 0,0018 0,0012 | 


Esercizio 812. — Una barra di ferro di sezione quadrata di 5 cm di lato, 
lunga 8 m, è vincolata a un suolo elastico di modulo K = 10 kg/em? e sopporta 
nella parte centrale tre carichi uguali P = 2000 kg, distanti fra loro d = 0,80 m 
(fig. 423). Calcolare l'abbassamento e il momento fiettente sotto il carico cen- 
trale. 

Soluzione. Si ha f = 10 + 5 = 50 kg/em?. Il mo- 
mento d’inerzia della sezione è JY=54/12=52,1 cm* 
Quindi 


Fig. 423. 


4 
50 
= TT. = pr 
a Ve i io sg = 0018385 em. 


La lunghezza d’onda risulta % = 27/0,018385 = 342 cm; per cui essendo È 
notevolmente maggiore di 4, si possono applicare con buona approssimazione 
i risultati del n. 255. 


(1) Infatti, i fattori variabili e“ (sen az + cos &x) ed e“ (cos ax — sen «r) contenuti nelle 
espressioni di n e di .M diminuiscono molto rapidamente al crescere di ar; quindi gli effetti 
n, M, r del carico P diminuiscono altrettanto rapidamente al crescere della distanza x da P. 
Ad. es., mentre per x = 0 i due fattori sono uguali a 1, per ar = x, cioè per x = 2/2, si ri- 
ducono a — 0,0432; e per ax = 2x, cioè per 2 = ., si riducono a 0,00187. Pertanto, a una certa 
distanza da P la trave rimane praticamente inerte; quindi la presenza delle parti lontane intfiui- 
sce poco sugli effetti che P produce nelle sue vicinanze (v. anche i nn. 256 e 257). 
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L’abbassamento di A è la somma di quelli dovuti a ciascun carico: essendo 
A0=2x= 80 cm e ax = 1,47, per la (356) e la (353) risulta 


Na = 2000 — O.0TBR05 [1+ 2e-4‘°(sen 1,47 + cos 1,47))= 


= 0,3677(1+ 2 - 0,2519) = 0,553 cm. 


Il momento flettente si ottiene in modo analogo dalle (357) e (355): 
2000 

4 - 0,018385 

= 27196(1 — 2 - 0,2056) 16013 kgem. 


M,= [1+ 2e-197(cos 1,47 — sen 1,47)] = 


Esercizio 318. — Una trave di lunghezza considerevolmente maggiore di c, 
è caricata uniformemente su di un tratto intermedio di lunghezza ec (fig. 424). 
Calcolare l’abbassamento e il momento flettente in un punto $ del tratto cari- 
cato, distante a e b dagli estremi del tratto stesso. 

Soluzione. Un carico elementare q de distante 
% dal punto S produce in S un abbassamento 
e un momento flettente 


dn = 1 5 c e722(sen ax + cos ar), qua 
Fig. 424. 
dM = mu da e-*2(cos ax — Sen ax). 


Perciò l'abbassamento e il momento flettente in S dovuti all’intero carico risultano 


a b 
n= 15 2 eca(sen ar + cos ax) da + 1% 37 (sen ar + cos ar) da = 
=L2- e — ed Ù 
=3p02 erza cos aa — ed cos ab) 
a d 
Ma | i -a2(cos ax — sen ax) da + l£ £ graz (cos ar — sen ax) de = 
Ù ò 


= ia (e-casen aa + ed sen ab) è 


Se S è il punto di mezzo del tratto c, si ha 


Mo È (1 eca0!2 cos 5) 3 Mo = Da eo! sen si . 

Se il tratto cè molto lungo e se 4 ed sono considerevoli, esa ed e-® sono piccoli, 
e l'abbassamento diventa approssimativamente g/8; ossia il tratto centrale si 
abbassa circa ugualmente in tutti i punti, e s’inflette quindi in misura trascura- 
bile; cioè il carico g è trasmesso direttamente al suolo. 

Agli estremi del tratto e, ad es. a sinistra, sihaa=0,b=c, et cos aa= 1; 
o se il tratto e è lungo, si ha anche e-2° cos ace = — 0. Quindi l'abbassamento ri- 
sulta approssimativamente g/2f, ossia metà di quello della zona centrale. 
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Esercizio 314. — Una trave molto lunga è soggetta a una forza P e a una coppia 
M applicate a un’estremità O (fig. 425). Determinare lo spostamento e la rota- 
zione in 0. 

Soluzione. Anche in questo caso, essendo 7= 0 per x = 00, nella (354) 
dev'essere C, = C, = 0; quindi si ha 


n= e-x(C, sen ar + C, cos ar). 


Inoltre, per x = 0 dev'essere EJ” = — M, EJy!!=-—T=P; quindi, per 
le (e), (}), risulta C, = M/2@EJ, 0j=(P— aM)j2a*EJ. Pertanto, si ottiene 
n= i [a M sen ax + (P — aM) cos ax], 

eur 
g=— 5eBI [P sen ax + (P — 2aM) cos ax]. 


All’estremo O della trave, ossia per x = 0, risulta 


_P-aM P— 2aM 
I="sapg* ® Babi © 


(359), (360) 


Questi risultati trovano applicazione nello studio di tubi cilindrici lunghi 
(Cap. XXIII, D), con le estremità vincolate a fondi piani o sferici. 


256. Travi a lunghezza finita. 


Consideriamo una trave di lunghezza finita, soggetta a un carico P nel punto 
di mezzo (fig. 426). Il suolo si riguarda capace di reagire nei due sensi. 


P, 
\M 


” 
Fig. 425. Fig. 426. 


La linea elastica è rappresentata dalla (350), dalla quale si deducono le altre 
quantità mediante le (352). Assunta l’origine O degli assi nel punto di mezzo 
della trave, le condizioni che determinano le costanti C,, 0, 03, €, sono le 
seguenti 


perr=0: p=0, T=_- EJy"=_-P/2; 
pere=12: M EJy'=0, T EJn"=0. 


La seconda di queste condizioni equivale alla condizione di equilibrio Z8ndx = P. 
Tenendo conto delle (d), (e), (f), si ottiene un sistema di quattro equazioni, dal 
quale si ricava 


erPa 
ap 


Pa 


(02 = rrAgli 


P. P. 
0,="% = 7%» CA 
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essendo 
Ò sen al + cos al — eal è 2- sen al + cos al + eval 
1 sen al + senh al’ È sen al + senh al ÙÒ 
Co=2—- 01; C= 24 0a. 


Note le costanti, possiamo calcolare n, g, M, T, r in qualunque punto della 
trave. In particolare, nel punto caricato si ha 


(361), (362) 1=530+%), Mna = (1-0) 


Alle estremità della trave (x = 1/2) risulta, mediante alcune riduzioni, 


4 cos ohi cosh SI 
363 See dove c= o s. 
(363) Na = Mw = 3B ©» © sen al + senh al 


Nella tabella seguente sono raccolti alcuni valori (!°) dei coefficienti c,, 02, 0, 
che mostrano come varia il comportamento della trave al variare di l: 


al C | | e | al | CA 0 e 

ua — — | — - | | _ ' 

0) 1 | 00 3,0 | — 0,0885 | 0,0904 0,0656 
0,05 0,9750. | 39,0000 | 40,0000 | 2 | — 0,0903 | 0,0903 0 

0, 0,9500 ; 19,0001 | 20,0200 | 4,0 | — 0,0538 0,0800 | — 0,2360 
0,5 0,7498 3,0031 3,9952 | 5,0 | — 0,0093 0,0444 | — 0,2684 
1,0 0,5028 1,0248 1,9628 | 6,0 0,0034 0,0161 — 0,1984 
7/2 0,2399 0,3659 1,1348 | 2n 0,0037 0,0112 | — 0,1732 
2,0 0,0789 0,1785 | 0,7352 | (ce) 0 0 0 


Quando la trave è di lunghezza considerevole, questi risultati differiscono 
poco da quelli relativi alla trave di lunghezza infinita, come si era accennato 
nel n. 255. Le espressioni (361) e (356) di } differiscono per il fattore 1+- c», e le 
espressioni (362) e (357) di Ma» differiscono per il fattore 1— c,. Ad es., 
per al = x (cioè 1 = 4/2) entrambi i fattori valgono 1,090, quindi le (356), (357) 
danno risultati in difetto dell’8,25 %; mentre per al = 2 (cioè 1 = 4) il primo 
vale 1,011 e il secondo 0,996, e quindi il risultato della (356) è in difetto del- 
1°1,1 % e quello della (357) è in eccesso di 0,4 %. 

Se la trave è sufficientemente lunga, la zona centrale si abbassa, mentre quelle 
laterali si alzano. La lunghezza della zona che si abbassa varia con la lunghezza 

della trave, da un minimo x/a quando anche la trave è lunga Z = 2/a (363), a 
un massimo 37/2a quando 1 = co (fig. 422). 


(*) Una tabella più estesa si trova a pag. 46 del volume di K. HayasBI: Theorie des 
Trigers aut elastischer Unterlage, Berlino, Springer, 1921. 
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257. Travi semplicemente appoggiate sul suolo elastico. 


In questo caso il suolo reagisce soltanto verso l’alto dove la trave si abbassa, 
mentre non reagisce dove si alza. 
i<E E Consideriamo la trave soggetta a un carico P 
nel punto di mezzo. 
a) Per studiare in modo semplice questo caso, basta 
osservare che, per la (363), le estremità della trave 


ene non si spostano se Z=z/a= 7/2 (4= 2n/a lun- 
i Î ghezza d’onda nel caso di 7 = co). Perciò se 1< 4/2, 
; i 5) ogni punto della trave si abbassa (fig. 427 a), e il 


rele = 
h= comportamento è lo stesso che si ha nel caso del 
Fig. 427. suolo reagente nei due sensi (n. 256). 


Se invece 7> 7/2, il tratto centrale lungo 7/2 si 
abbassa, mentre i due tratti rimanenti si alzano liberamente (fig. 427 Db), qua- 
lunque sia la lunghezza della trave (se si fa astrazione dal peso di questa); e 
quindi non contribuiscono a ripartire il carico sul terreno. 

In questo caso la lunghezza appoggiata vale dunque 
4 
n EI 
(364) p=i= 4,443 | Ta 
I coefficienti delle (361), (362) diventano 1-+ e, = 1— ci = cigh 2/2; quindi 
risulta 


(365), (366) 7 


E 


Pa n 
tgh n 0,273 a 


= 


P P 
Ta Mar = 730 


ctgh 3 0,545 


Esercizio 315. — Trave di legno di sezione quadrata di 20 em di lato, lunga 
4 m, vincolata a un suolo di modulo X = 5 kg/cm* e soggetta a un carico 
P = 1200 kg nel punto di mezzo. 
Soluzione. Si ha 8 = 5 + 20= 100 kg/em?, Il momento d’inerzia della sezione 
è J= 13333 cm. Quindi risulta 
4 


bo. 100 » AI Ò 
a= Vea = 0,01225 em, al=4,90>a. 


a) Se il suolo è capace di reagire nei due sensi, applicando i risultati del 
n. 256 si ha 
© = 0,01214, c,=0,0480, ca =1,9879, ci =2,0480, c=— 0,2718. 
Nel punto caricato risulta 


pe 1200 - 0,01225 
— 2 - 100 

____ 1200 

— 4- 0,01225 


1,0480 = 0,077 em, 
Mraz 0,9879 = 24193 kgem, 


Tmax = 100 - 0,077 = 7,7 kg/cm, Cioelono fa = 0,385 kg/cmq. 


F 
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Alle estremità si ha uno spostamento 


_ 1200 - 0,01225, 
Na 2 - 100 


0,2718) 0,020 em. 


Se si serive l'equazione della linea elastica e si uguaglia a zero, si ottiene 
un'equazione trascendente, dalla quale si ricava per tentativi il valore di ax, 
per eni è 7= 0. In tal modo risulta az) = — 1,88, ossia 2 = 153,5 em; quindi 
la lunghezza del tratto che si abbassa è l = 307 cm. 

5) Se il suolo è capace di reagire solo verso l'alto, il tratto che appoggia 
risulta lungo 4, = #/a = 256,5 cm, mentre i due tratti laterali lunghi 71,7 cm 
si sollevano liberamente. 

Nel punto caricato risulta 


j = 0,545 1200 + 0,01225 _ 0,080 em, Mas = 0,273 1200 _ 26743 kgem, 
0,01225 
8,0 : 
Tmax = 100 * 0,080 = 8,0 kg/m, Gterreno S 39 0,400 kg/emq . 


Nel caso a) la parte che si abbassa preme il suolo 
con una forza complessiva maggiore di P, causa le rea- 
zioni laterali verso il basso. Tuttavia, la max o sul suolo 
risulta minore che nel caso b), perchè il tratto 4, che si 
abbassa è più lungo. 


Esercizio 316. — Trave soggetta a due carichi P 
uguali, concentrati alle estremità (fig. 428 a). 

Soluzione. Assunta l’origine degli assi nel punto di 
mezzo della trave, le condizioni che determinano le 
costanti C,, C,, 03, C, sono le seguenti 


perax=0: my = 0; T=- EJy"=0; 
per x = 1/2: M EJn!'=0, T=—-EJy"=P. Fig. 428. 


Dalle prime due si ricava 


ossia 


Geedo G=% 


Dalla terza condizione, tenendo conto di questi risultati, si ricava. 


C,= Ci cio ot E x 
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Infine, dalla quarta condizione si ricava 


P sen a senh C: opa 82 s senh ù 
o a . e 0 
Di 48EJ, al al al al 8 senal+senhal i 
sen — cos — + senh — cosh— 
2 2 2 2 
® quindi 
al al 
sPa SF cosh A 


a 


B ' sen al + senh al U- 


Note le quattro costanti, si possono calcolare n, g, M, T, r in ogni punto. 
In particolare, nel punto di mezzo si ha 


svadi & ch 
IDRO! NAST E 
Motta $ sen al + senh al” 
al al 
op sen > senh > 


n 2 die cin È 
Me = —ARBIO, a senal+ senh al" 

L’abbassamento n si annulla se al = x; perciò se Z> x/a e il suolo reagisce 
soltanto verso l’alto, esiste un tratto centrale della trave che non appoggia. 

L’abbassamento alle estremità risulta 


4Pa sen?4 senh® S + cos? È cosh*% 
Na 9 Ta sen al + senh al Di 


Questo tipo di trave si presenta nelle fondazioni continue, come pure nel 
caso di un bullone di collegamento (fig. 428 b). 


Esercizio 817. — Trave soggetta a un carico P nel punto di mezzo, appog- 
giata su di un suolo elastico e sostenuta nei punti estremi A e B da due appoggi 
non cedevoli (fig. 429). 

Soluzione. Oltre alle quattro costanti d’integrazione della (350), è incognita 
anche la reazione R in A e in B. Le condizioni ai limiti sono le seguenti 


per e=0: pn =0; 
per x=1/2:  n=0, M EJn'=0, T EJy'" R. 


Inoltre, si ha la condizione di equilibrio 
- UE) 
2(/Bnax+ r)=P. 


(i) 


Ottenute le quattro costanti, si conoscono 7, M, r in ogni punto della trave. 
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Le reazioni degli appoggi risultano 


al al 
cos7 cosh 3 


RESP od cosh al ° 


Nel punto di mezzo della trave si ha 


Pa _, senh al — sen al » P__senhal+ sen al 
2f cosh al + cos al” È 40 cosh al + cos al” 


f 


Ad es., se al = 1 si ha nel punto di mezzo 


Pa È. 
f= 0,1802 >’ HM = 0,9680 Ii 
mentre in mancanza degli appoggi A e 2 le (361), (362) danno 
7 Pa P 
h= 2,0248 SR = 11,2f, M,= 0,4979276 = 0,51 M. 


Le reazioni R si annullano se al =, 3x..., cioè se 1= 7/2, 34/2.... Se 
1> 4/2, R è negativa. 


Esercizio 818. — La trave AB ha un tratto centrale 4 rigido (perchè, ad es.,. 
facente corpo con un pilastro sovrastante) e due tratti laterali elastici (fig. 430). 


Fig. 429. Fig. 430. 


Sul tratto rigido agisce un carico P concentrato nel punto di mezzo (oppure 
distribuito in modo qualsiasi, ma avente la risultante nel punto di mezzo). 

Soluzione. Oltre alle quattro costanti d'integrazione della (350), è incognito 
anche l'abbassamento costante 7 del tratto rigido d. Assunta l’origine degli assi 
nel punto 0, le condizioni ai limiti sono le seguenti: 


perx=0: n =, o =0; 
per a=a: M EJny'=0, T=_- EJq"=0. 


Inoltre, si ha la condizione di equilibrio 
53 
2 | Bn dor +fnd=P. 
D) 


Le quattro costanti risultano 


Pa , Pa;; 
ET) CE Cs= ET; €33 Ca 


dA 
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essendo ci, c2, cj, c, delle frazioni aventi i numeratori formalmente uguali a 
quelli di 61, €», ca, c, del n. 256, ma con 2aa al posto di al; mentre il denomina. 
tore è 

4 = sen 2aa + senh 2aa + ad(cos aa + cosh? aa). 


Perciò la soluzione diventa quella del n. 256 se d = 0. 
In particolare, si ottiene 


- Pa 
n= Fi (cos? aa + cosh? aa), 
P 
Mnas = Mxo = Tod (cosh aa — cos aa), 


je cos aa cosh aa 
Mm = Zi ® 
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Lo studio di numerosi e interessanti casi di travi su appoggio classico con- 
tinuo, con applicazioni a diversi problemi sulle fondazioni, è svolto estesamente 
nel volume di K. HavasHI: Theorie des Trigers auf elastischer Unterlage, Ber- 
lino, Springer, 1921. Il regime statico delle travi continue su molti appoggi ela- 
stici è studiato nel Cap. III del secondo volume, seconda parte, dell’opera citata 
di H. MirLer-BresLau. Per le applicazioni ai problemi relativi alle rotaie e 
alle traversine ferroviarie si vedano le numerose memorie di H. ZIMMERMANN, 
oppure dello stesso: Berechnung des Oberbaues, Cap. III del secondo volume del 
«Handbuch der Ingenieurwissenschaften », Lipsia, Engelmann, 1896; la me- 
moria di J. W. SCHWEDLER: Beitrige zur Theorie des Eisenbahnoberbaues, « Zs. Î. 
Bauwesen », 1889, pag. 86: e le memorie di S. TIMosHENKO in « Atti Ist. di strade 
e comunicazioni », Pietroburgo, 1915, e in « Secondo congresso intern. di Mec- 
canica applicata », Zurigo, 1926, nonchè il n. 2 del secondo volume dell’opera 
Strength of materials, Londra, Macmillan, 1936. Ulteriori risultati relativi a di- 
versi casi particolari si trovano, ad es., nel Cap. 22 del primo volume dell’opera 
di K. BryER: Die Statik im Eisenbetonbau, Berlino, Springer, 1933, che con- 
tiene anche un’ampia bibliografia delle principali ricerche sull’argomento. Per 
il calcolo delle travi su suolo elastico sono molto utili le tavole di K. HavasHI: 
Sieben-und mehrstellige Tafeln ece., Beriino, Springer, 1926, che danno i valori 
non solo di e, di e-= e delle funzioni iperboliche, ma anche dei prodotti di 
queste ultime per le funzioni circolari. 


CapiroLo XIII. 


SFORZO NORMALE E FLESSIONE 


A) SFORZO NORMALE ECCENTRICO, 


‘259. Generalità. 


Si ha questa sollecitazione composta quando una trave è soggetta 
a una 0 a più forze parallele al suo asse geometrico; ciò che si verifica 


frequentemente nei pilastri, quando 
in sommità agisce un carico P ee- 
centrico (fig. 431 a), oppure quando 
la sommità è collegata con un’altra 
struttura che le trasmette una for- 
za P centrata e un momento M 
(fig. 431 b). Talvolta la forza P può 
essere di trazione (fig. 431 c). 

I due casi della fig. 431 a) e b) 
sono equivalenti, poichè la forza P 
eccentrica si può trasportare nel ba- 
ricentro della sezione, aggiungendo 
una coppia M = Pe, se e è l’ec- 


Fig. 431. centricità della forza. In entrambi 
i casi si hanno due sollecitazioni: 
sforzo normale N = + P e momento flettente M = Pe. 


Se si trascura il peso proprio del pilastro, N, e ed M sono costanti 
in tutte le sezioni; altrimenti M è costante, mentre N aumenta ed e 
diminuisce al crescere della distanza della sezione dall’estremo A. 

Supponiamo per ora che la trave non sia molto lunga rispetto alle 
dimensioni della sezione; cioè che sia poco flessibile. Quindi la defor- 
mazione laterale è trascurabile rispetto all’eccentricità e del carico, e 
questa non viene perciò modificata dalla deformazione. Il caso delle 
travi snelle, sensibilmente deformabili, sarà studiato nel Cap. XIII, B). 


n 
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260. Considerazioni intuitive. 


11 comportamento della trave si comprende facilmente: Lo sforzo 
normale N la fa accorciare (o allungare se è di trazione), quindi una 
sezione generica subisce una traslazione da ab ad a,b, (fig. 432); il mo- 
mento flettente M fa ruotare la sezione intorno a un asse baricentrico 
(n. 125 c) di traccia no da a,b, ad a,b,. Perciò lo spostamento com- 
plessivo della sezione (che rimane piana) da ab ad a,b, è una rotazione 
intorno ad un asse di traccia », parallelo a n, non baricentrico. 

Se la traslazione è considerevole e la rotazione è piccola, l’asse n 
è lontano da » e può essere esterno alla sezione (fig. 432 a); nel caso 
opposto, l’asse n è prossimo a n, e taglia la sezione (fig. 432 Db). Nel 
primo caso tutte le fibre longitudi- 
nali si accorciano (0 si allungano 
se N è di trazione) e la tensione 
o è di compressione (o di trazione) 
in tutti i punti della sezione. Nel 
secondo caso n divide la sezione in 
due parti, una compressa e l’altra 
tesa, e nei punti di n è o = 0; 
quindi n ha la proprietà cinema- Fig. 432. 
tica dell'asse neutro (asse di rota- 
zione della sezione) e anche la proprietà statica (luogo dei punti nei 
quali è o = 0). Nel primo caso, invece, n ha soltanto la proprietà ci- 
nematica dell'asse neutro. 

Per la conservazione delle sezioni piane e per la legge di Hooke, 
al o in un punto generico è proporzionale alla distanza y, dall’asse 
neutro (fig. 433). 

Alle stesse conclusioni si giunge mediante considerazioni statiche 
equivalenti alle considerazioni cinematiche precedenti: La tensione ge- 
nerata da N si può rappresentare col diagramma aba,d;, e quella gene- 
rata da M col diagramma a,b;4b»; sovrapponendo gli effetti, si ha il 
diagramma delle o complessivo aba,b, lineare, e la o si annulla nei punti 
dell’asse neutro n effettivo (fig. 432 b) o fittizio (fig. 432 a). 

L’asse n, baricentrico parallelo all'asse neutro n si chiama asse di 
flessione (è l’asse che sarebbe neutro se fosse N = 0, cioè se agisse sol- 
tanto M). 


261. La relazione fra il centro di sollecitazione e l’asse neutro. 


a) La risultante delle forze esterne che precedono una sezione $ 
è, come si è detto, uno sforzo normale eccentrico N passante per un 
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punto X, detto centro di sollecitazione, distinto dal baricentro G della se- 
zione (fig. 433 a). (La retta GX, traccia del piano d’azione del momento 
M = Ne, è l’asse di sollecitazione). Per l’equilibrio fra le forze esterne 
e le tensioni interne agenti sulla sezione, la risultante delle dA deve 
coincidere con la N eccentrica, quindi deve incontrare la S nel punto 
X. Perciò X è il baricentro delle forze od4 
agenti nelle aree 4A, o anche delle quan- 
tità proporzionali y,44, che sono i mo- 
menti statici delle aree dA rispetto all’asse n. 
Dunque X è il baricentro dei momenti sta- 
tici della sezione rispetto a n, ossia (n. 88} 
è l’antipolo di n rispetto all’ellisse centrale 
d’inerzia della sezione; e pertanto l’asse 
neutro è l’antipolare del centro di sollecita- 
zione. 

Nella fig. 433 a) si è supposto che la 
flessione fosse retta (nn. 125 a e 135 c); 
ma il ragionamento, e quindi anche la relazione trovata fra X ed n, 
non cambiano quando la flessione è deviata, ossia quando X non è 
sopra uno degli assi principali d’inerzia della sezione (fig. 438). 

I casi particolari del solo sforzo normale o del solo momento flettente sod- 
disfano anch'essi a questa proprietà generale, poichè nel primo caso X è in G, 
e l’asse neutro intorno al quale ruota la sezione è la retta all’infinito del suo piano, 
che è l’antipolare di G; mentre nel secondo caso X è il punto all’infinito dell’asse 
di sollecitazione s (n. 33 b), e l’asse neutro è il diametro coniugato di s, che è Vanti- 
polare di X. 

b) Dato il centro di sollecitazione X nel piano della sezione $, si ot- 
tiene dunque l’asse neutro costruendo (n. 92 a) l’antipolare di X. Quando 
però interessi soltanto decidere se n taglia o no la sezione, ossia se 
questa è parte compressa e parte tesa, oppure se è tutta compressa 
(o tutta tesa), non occorre determinare n: infatti, per la proprietà del 
nocciolo centrale d’inerzia (n. 96), se X è interno al nocciolo n è esterno 
alla sezione; se X è esterno al nocciolo, n taglia la sezione; se X è sul 
contorno del nocciolo, n è tangente al contorno della sezione, e nel 
punto di tangenza si ha o = 0. 


Fig. 433. 


Esercizio 819. — Una trave di sezione quadrata di lato a è soggetta a pres- 
sione eccentrica, col centro X di sollecitazione sopra una diagonale e con eccen- 
tricità e = d/4. Determinare l’asse neutro. 

Soluzione. Il nocciolo è un quadrato (n. 98 5) i cui lati tagliano le diagonali 
del quadrato dato a distanza 4/12 dal centro; quindi X è esterno al nocciolo e 
l’asse neutro taglia la sezione, che presenta perciò una zona compressa e una tesa. 

L’asse neutro n è normale.alla diagonale che è asse di sollecitazione, e la sus 
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distanza dò dal centro è tale (nn. 89a o 91d) chein valore assoluto si ha 


_ 12 dia 
e d/4 


ed= 0, da cui ò 


i 
i. 


262. Il calcolo delle tensioni. 


a) È questo il più semplice dei casi di sollecitazione composta 
(n. 179), poichè entrambe le sollecitazioni N ed M producono in ogni 
punto di una sezione retta delle tensioni normali c, che si sommano 
algebricamente. Perciò, ricordando le espressioni (81) e (121), in un 
punto generico della sezione si ha 


N. My 
(367) o=73+7- 

Il primo termine, di valore costante, è dovuto al solo sforzo nor- 
male centrato. Il secondo, variabile linearmente, è dovuto al solo mo- 
mento flettente; quindi y è la distanza del punto generico dall’asse 
di flessione », (non dall’asse neutro n) e J è il momento d’inerzia della 
sezione rispetto @ no. 

Se si pone M = Ne, J = Ao°, la (367) diventa 


N . 
(368) o -Z(1 + roi (Rankine) 


Considerando ancora positive le o di trazione, le espressioni (367), (368) 
danno in ogni caso, com'è facile verificare, la o in valore e segno, purchè siano 
N positivo se di trazione, M positivo se produce trazione nella regione dove y 
è assunta positiva, ed e positiva se è dalla parte delle y positive. Tuttavia è oppor- 
tuno esaminare anche direttamente in quali regioni della sezione le o parziali 
dovute a N e a M risultano dello stesso senso o di sensi opposti. Esse sono dello 
stesso senso nei punti che si trovano, rispetto a », dalla stessa parte di X, e di 
senso contrario negli altri punti. Nei punti compresi fra n, ed n prevale la o do- 
vuta a N. 

b) Si noti che nei punti dell’asse di flessione n, e in particolare 
nel baricentro G, essendo y = 0, si ha 


N 
(369) GT 7 Imedias 


qualunque sia il centro X di sollecitazione. Ciò è dovuto al fatto che M 
non produce tensione nei punti di ny. 

Pertanto, conoscendo l’asse neutro n, si ottiene immediatamente 
il diagramma delle tensioni (fig. 433 b) portando in una determinata 
scala la tensione Omezia = N/A in corrispondenza di G e congiungen- 
done l'estremo con 0. Oppure più rapidamente, si deducono dalla 
Omedia la 6 in un punto generico e la mi, mediante una proporzione. 
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c) I punti neutri dell’asse neutro n hanno da », una distanza y, che indichiamo 
con è, per la quale risulta o = 0; cioè per la (368) 


a 
(370) 14-90, da cui eò=— 0°, s=-£| 


La costanza di y = d e la sua espressione confermano che tali punti sono sopra 
una parallela a » 0 che n è l’antipolare di X (nn. 8940 91 d). 

d) Per la proporzionalità di o alla distanza y, dall'asse neutro (n. 260), si 
può anche esprimere la o mediante formule monomie contenenti y,. Due di 
esse risultano dalle condizioni di equilibrio alla traslazione secondo l’asse della 
trave (per cui ZodA = N) e alla rotazione intorno a n (per cui ZodA - Yn = 
= M;), e ponendo c = 0,Yn. Una terza si ottiene dalla (368) sostituendo, per 
la (370), 1 con — ele. Si ottengono_così le tre, espressioni 

È 


tal 
a uf 


Myn N\__ MY 
ga eo 


i î —_} 


(871), (372), (373) (fo dI ‘o 


nelle quali M, è il momento-di N rispetto all'asse n, S, ed Jn sono il momento 
statico Aò e il momento d’inerzia 4(9* + d*) della sezione rispetto all'asse n. 


Esercizio 820. — In una trave di sezione circolare determinare Gmaz quando 
l’eccentricità è e = 7/4, 1/2, r. 
Soluzione. Se e = 1/4, X è sul contorno del nocciolo © quindi n 
è tangente alla sezione nel punto opposto a X. Dal diagramma 
delle tensioni si deduce che nel punto più lontano da n la o è doppia 
del valore che ha in G; cioè Omas = 2N/A = 20media - 


o A 
di Se e= 7/2, X è sul contorno dell’ellisse centrale d’inerzia e 
quindi n è tangente all’ellisse nel punto opposto; perciò risulta 
Omar = SO media * 
Se e=r, n è tangente al nocciolo nel punto opposto; quindi 
risultà Omar = SOmedia - 
ip 


Esercizio 821. — Una barretta di sezione circolare, soggetta a 
una trazione assiale P, ha un tratto di sezione dimezzata (fig. 434). 
Fig. 434. Calcolare le tensioni estreme in una sezione di tale tratto. 
Soluzione. Il centro X di sollecitazione è nel centro del circolo, 
ossia sul contorno della sezione dimezzata; quindi l’asse neutro è tangente al 
nocciolo di questa. Per il risultato dell'esercizio 48 e per la (21), la distanza di # 
dal baricentro G della sezione risulta 


r pia 0,1646r. 
3a 


Dall'esame del diagramma o si deduce che le tensioni estreme valgono 


, _ 0,5890 vu 0,4110 


° = 0,1646 Omodia = 3,58 Omedia > 9.7 0,1646 Omedia = — 2,50 Omedia: 


| 
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P P 
PARIS. n 
la 1,167» ti 5,00 —. 


262. La condizione di resistenza. 


I valori estremi della o si hanno nei punti della sezione più lontani 
dall'asse no, dal quale distano y' e y” (y' del punto nel quale il solo 
momento M produce trazione, e y'' del punto nel quale M produce 
compressione). Quindi si ha 


i, N ,My'_Nl ey' 
=T+ 7 =a0+5) 

(874) N My! N TÀ 
e y" ey 
"toa t+ 10) 


Se l’asse neutro n non taglia la sezione, questa è tutta compressa, 
oppure tutta tesa; quindi per la resistenza dev'essere nei due casi 
[o"| <k", oppure o’ < k'. Se invece n taglia la sezione, si ha una 
regione tesa e una. compressa, per cui dev'essere contemporaneamente 
o' <k' e|o'|=<k". 

Se nelle (374) si tiene conto delle relazioni (65) g@* = — y'w' = — y"w", 
essendo w' e w" i raggi vettori del nocciolo situati sull’asse s (col segno — in evi- 
denza, perchè y e w sono da parti opposte), si ottiene 


N e N C 9 
(375) = (i = i). o'=3(1- 2) (Ritter) 
Se invece si tiene conto della relazione 9° = — ed, si ottiene 
N y N y! 3 
’ n 
(376) =3 (1 È ha o"=F(1-4 ). (Navier) 


Anche queste espressioni danno in ogni caso o’ e c'’ in valore e segno, purchè 
w', w" e è si computino positivi quando sono dalla parte delle y positive. 


Esercizio 822. — Una trave a T N 24 (fig. 435) è soggetta a una trazione di 
20 t con eccentricità di 18 em. Calcolare le tensioni estreme. 

Soluzione. Dalle tabelle si ha A = 46,1 cmq, J = 4246 emi; gli a; 
altri dati sono M = — 360000 kgem, y' = — 12 em, y” = + 12 cm. i 

Usando le prime delle (374) si ottiene 


20000. (— 360000)(— 12) 
n 
‘46,1 + 4946 + 1451 kg/emq 


20000 , (— 360000)12 vt 
46,1 1 4246 583 kgjemq . Fig. 435. 
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Gli stessi risultati si ottengono anche usando le seconde delle (374), 0 le (375), 
o le (376), nelle quali si porrà o = 9,60 cm, e = — 18 cm, w = + 7,68 cm, 
w' = — 7,68 cm, d = + 5,12 cm. 


Esercizio 823. — Quale sforzo massimo si può esercitare col torchietto della 
fi. 436, senza superare nella costola il limite di elasticità? 
Soluzione. Con le dimensioni della figura si ha 


2-48 1-23 


A=6cemq, Tao E) =10cm'i, W=5cem}. 


Se la tensione al limite di elasticità è 0, = 2000 kg/cmq, 
dev'essere 

P8 
5 


+ = 2000 kg/emq, da cui P= 1132 kg. 


Esercizio 324. - Un tubo di calcestruzzo avente 
d,= 60 em e d; = 50 cm è compresso parallelamente al- 
l’asse. Qual’è la massima eccentricità ammissibile per non 
avere trazione, e per quale valore di P si ha o’ = 30 kg/cmq? 

Soluzione. Per la (80) si ottiene 


ata ET 12,7 cm. 


L'area della sezione è A = 864 cmq. Essendo l’asse neutro tangente al con- 
torno della sezione, si ha 
P ca 


o'=27%: da cui Pi=A='15 + 864= 12960 kg. 


Esercizio 325. — Un palo di ferro tubolare (d, = 16 cm, 
d; = 14 cm), lungo 2 = 3 m, è incastrato al piede con un’ineli- 
nazione di 30° rispetto alla verticale (fig. 437). Calcolare le mas- 
sime o provocate da un peso P = 1400 kg applicato in sommità. 

Soluzione. Il palo è soggetto a uno sforzo normale di com- Fig. 437. 
pressione P cos 30° = 1212 kg, a uno sforzo di taglio P sen 30° 
e a un momento flettente che nella sezione d’incastro ha il massimo valore 
PI sen 30° = 210000 kgem. 

La sezione ha A = 47,1 cmq, J = 1331 em!, W = 166,4 cmì. 

Le tensioni massime risultano 


— 1212 210000 


" d 5, 2 288 k 
toni 166,4 25,7 — 126 1288 kg/cmq 
, _— 1212, 210000 _,,, BC 
e do + 166,4 7 25,7 + 1262 = + 1236 DI 


Gli effetti dello sforzo di taglio si possono trascurare. 


| 
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Esercizio 826. — Un pilastro di muratura (peso specifico ym = 1600 kg/me) 
di sezione quadrata di 60 x 60 cm, alto 7,50 m, sopporta in sommità un carico 
P= 12 t agente in un punto X di una mediana, con eccentricità «= 10 em. 
Determinare le condizioni statiche della sezione in sommità, e di quella alla base 
tenendo conto del peso proprio. 

Soluzione. Il punto X è un vertice del nocciolo, quindi nella sezione in som- 
mità l’asse neutro coincide con un lato del quadrato. Si ha perciò 

P. 12000 


o' 0, o 27 2 3600 6,67 kg/emq. 


Il pilastro pesa 0,60 - 0,60 - 7,50 - 1600 = 4320 kg; quinai lo sforzo normale 
alla base è N = — 12000 — 4320 = — 16320 kg. Il momento flettente è uguale 
a quello in sommità, perchè il peso del pilastro non produce momento; cioè 
M = 12000 - 10 = 120000 kgem. Quindi l’eccentricità nella sezione di base è 
e= 120000/16320 = 7,35 cm, e la sezione risulta tutta compressa. Le tensioni 
estreme si possono ottenere mediante le (374) o le (375), o più semplicemente 
aggiungendo alle tensioni che si hanno in sommità quelle dovute al peso 
proprio. Questo provoca una compressione uniforme o = — ymn4I/A=— ynl = 
= — 0,0016 - 750 = — 1,20 kg/emq; quindi risulta 


o'=0—1,20=— 1,20 kg/emq, o”=—6,67— 1,20=— 7,87 kg/emq . 


264. Caso della sollecitazione deviata. 


a) Quando il centro X di sollecitazione non è sopra uno degli 
assi principali d’inerzia della sezione, la flessione dovuta al momento 


Y 


Fig. 438. Fig. 439. 


flettente M, avente l’asse di sollecitazione s = GX (fig. 438), risulta 
deviata. L’asse di flessione n è il diametro coniugato di s, e l’asse 
neutro n è parallelo a no. 

L’asse neutro n è ancora l’antipolare del punto X, come si rico- 


nosce ripetendo il ragionamento del n. 261 a) e sostituendo i momenti 
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statici s,dA4 a quelli y,4A4. Perciò anche il nocciolo della sezione 
conserva la sua funzione di elemento indicatore, posta in luce nel 
n. 261 db). 

Le espressioni (367) ... (376) sono pure valide, essendo M = Ne e 
misurando parallelamente a s le lunghezze o, w', w', è, nonchè le 
distanze dalle quali dipende J e le distanze s. 

b) Come si vide nel n. 137 Bb), è preferibile però sostituire due 
flessioni rette alla flessione deviata. Se e. ed e, sono le distanze di X 
dagli assi principali 2 e y (fig. 439), si hanno uno sforzo normale N cen- 
trato e due momenti M, = Ne,, M, = Ne,; per cui la tensione in un 
punto di coordinate y e 2 risulta 


N My Mg 


(377) o=F EA DA dè Tu 
oppure 

N( CY, CE 
(878) c=F|1 +9 d) 


Per stabilire i segni dei tre termini è opportuno esaminare anche 
direttamente qual’è, nei quattro quadranti, il senso delle o prodotte 
dalle tre sollecitazioni (v. anche n. 137 db). 

e) Applichiamo la forza N in un punto u= X di coordinate e, = Yu» @y = %u 
e calcoliamo la 0,, provocata in un punto v di coordinate yy, 2, poi applichiamo 
invece la N nel punto v (e,=%» e =) ® calcoliamo la o,, provocata in u. 
Per la (378), otteniamo nei due casì 
N N 


Yue 4 4 lo) _N(14 Vola n), 
om= (14 ++) e 1(1+ dì s): 


per cui si ha 
vu = uv * 
Lo stesso risultato si deduce anche facilmente dal teorema di Maxwell 
(n. 334). 


d) Per le (378), le coordinate y, 2 dei punti dell'asse neutro (c = 0) sono 
legate dalla relazione 


che, com'è noto, è l’equazione della retta antipolare del punto X di coordi- 
nate e, ed e, rispetto all’ellisse centrale d'inerzia della sezione, di equazione 
Yy Fal 


Z=1; 
til) 2 * 
L= 2 


ciò che conferma quanto si è trovato nel n. 261 a). 
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Esercizio 327. — Una trave di ferro a T N 26 ad ali larghe (Differdingen) 
è compressa eccentricamente con P = 10 t nel punto X 
(fig. 440). Calcolare le tensioni nei punti a, d, c, d e determi- 
nare l’asse neutro. 

Soluzione. Dalle tabelle si ha 

A = 115,6 cmq, 
J,= 14352 cm', 
J,= 4261 em'. 


Fig. 440. 


Evidentemente N produce compressione dappertutto, M, pro- 
duce compressione al di sopra dell’asse #, M, produce compressione alla destra 
dell’asse y. Per cui si ottiene 


10000 10000 - 40 - 13 10000 - 18 - 13 


998,0 kg/cmq 


Ca 7 TI56 14352 —— 4961 
10000 , 10000 - 40 - 13 , 10000 - 18 + 13, 
= 156% 14352  * 461 F820,0 
0, = — 86,5— 362,3 + 549,2 =+ 100,4» 
03 = — 86,5+ 362,3 — 549,2 =- 2734 è». 


L'asse neutro taglia gli assi y e 2 in due punti che distano da G di (n. 264 d) 


14352 4261 
v=— {6 (#0) = >10 mm, *=— 156 18 = 2:09 om. 


Esercizio 828. — Una barra di sezione rettangolare è tesa eccentricamente 
e X coincide con un vertice del rettangolo. Determinare le tensioni estreme. 

Soluzione. L'asse n è il lato del nocciolo opposto a X, la cui distanza, da @ 
parallelamente all’asse s= GX, è d/12, se d è la diagonale. Perciò, impiegando 
ad es. la (371), si ha 


Td bd 
«LT I oo sN 
(ea PI A’ o VI DE 
12 12 


265. I momenti di nocciolo. 


a) Di solito interessa conoscere soltanto le tensioni estreme o’ e 0!” 
nei punti a e b più lontani dall’asse neutro (fig. 441), che si ottengono più 
semplicemente nel seguente modo. Indichiamo con 7 ed A, le distanze 
di X dai punti m ed n nei quali l’asse s incontra il nocciolo, detti punti 
di nocciolo. Per ottenere la o nel punto a trasportiamo la forza N 
nel punto m opposto ad a e aggiungiamo una coppia di momento 
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M,,= Nhn. Per effetto della N agente in m, l’asse neutro è la tan- 
gente in a al contorno; quindi in a si ha o =0. Resta l’effetto della 
coppia M,, che agisce come un momento flettente. Analogamente, per 

ottenere la o nel punto db trasportiamo la N in 


SI 5 n e aggiungiamo la coppia M, = Nh,. Risultano 
così le espressioni monomie 
7 1 Un8' ti Ms" 
(379) SETA o T.° 
i 0 
To Introducendo i moduli di resistenza W'=Jn;: 8, 
Wi=JTn:85 si ha anche 
2 , Um nr Mn 
(380) °=w» o'=- fai. 
@ 
I momenti M,, ed M, della N (cioè delle forze 
TG; 46, esterne che precedono la sezione) rispetto ai punti 


di nocciolo m ed n si chiamano momenti di nocciolo, 
e si assumono positivi quando comprimono la parte alta della sezione. 
Essi risultano dello stesso segno quando X è esterno al tratto mm (nel 
caso della figura sono entrambi positivi se N è di compressione), di segno 
opposto quando X è interno. Corrispondentemente, o’ e o'’ risultano di 
segno opposto, o dello stesso segno. 

b) Il vantaggio delle espressioni monomie (380), rispetto alle (367) che sono 
binomie, si manifesta principalmente quando si studiano i massimi effetti pro- 
dotti da carichi mobili, cioè quando nella sezione considerata N ed M possono 
variare: infatti, impiegando le (367) si dovrebbe procedere per tentativi, poichè 
in generale la somma dei due termini non diventa massima quando è massimo 
N oppure M; mentre impiegando le (380) basta rendere massimo M, per la d', 

d M, per la o’ (come vedremo nel Cap. XVIII). 


Ysercizio 329. — Calcolare le tensioni estreme in un pilastro di sezione cir- 
colare di 60 cm di diametro, soggetto a una compressione di 22 t con ecceniri- 
cità di 5 cm. 

Soluzione. Il raggio del nocciolo è di 7,5 cm. Perciò i momenti di nocciolo 
risultano 


M,= — 22000 - 25 = — 55000 kgem, —M,= 22000 - 12,5 = 275000 kgem. 
La sezione ha W = 21206 cm3; quindi si ottiene 


— 55000 _ pp RT e Lig A 
31206 — 2,59 kg/emq, o’= = — 12,97 kg/cmq. 


(dibA 


o = 
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266. Sezione rettangolare. 


Nel caso della sezione rettangolare, il centro X di sollecitazione è 
spesso sopra una delle mediane. Ad es., il carico gravante su di un muro di 
spessore » e di lunghezza qualsiasi può non essere centrato rispetto 
allo spessore, ma di solito è uniforme nella lunghezza; per cui, stu- 
diando un tratto di muro di lunghezza d qualunque (ad es. d = 1), 
il punto X è a metà della dimensione b, pur non essendo a metà delia 
dimensione È. 

Il tratto mn compreso fra i punti di nocciolo è lungo 4/3 (n. 98 a) 
e si chiama il terzo medio (cioè interno). L'asse neutro risulta esterno 
alla sezione, 0 la taglia, secondo che X è interno o esterno al terzo medio. 

a) Si abbia dunque una sezione rettangolare di lati d e %, sog- 
getta a uno sforzo normale N, di solito di compressione, agente in un 


Fig. 442. 


punto X della mediana lunga %; e supponiamo da prima che X-.sia 
interno al terzo medio (fig. 442 a). Indicando con e l’eccentricità GX 
ed essendo Gm = Gn = 4/6, si ha (n. 265 a) Rn=h/6—e, h 
= h/6 + e; per cui risulta (in valore assoluto) 


ni 


(., M,_ Nh6—e) N h6—e h/6 — e 
coi \ x W DRT6 — bh h6 — medio” hj6 
f »n_ Mn _N(Mh6 +e) N h6+e h/6 + e 
TW dle bho 16 — media” 1J6 


Per ottenere graficamente o’ e o” si porta la Gmegia in GG, e si 
proiettano da G, i punti m ed n in X' e in X” sulla verticale per Y. 
Dai triangoli simili nXX', mGG, risulta che YX' = 0'; e dai trian- 
goli simili nXX", nGG, risulta che XX" = o”. Si può quindi dise- 
gnare il diagramma delle o per tutti i punti della sezione. 

b) Se X è nell’estremo m del terzo medio (fig. 442 b), si ha 
e= h/6 e risulta o’ = 0, 0” = 2 Omeaia Anche eseguendo la costruzione 


Ì 
Ì 
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grafica, risulta YX'=0, XX" =26G,. Il diagramma delle o è 
triangolo, con ordinata nulla nell’estremo della sezione opposto a X, 
che è la traccia dell’asse neutro. 

Basta quindi un’eccentricità %/6 perchè la Gmaz sia doppia della 
Omedia Uniforme che si avrebbe se il carico fosse centrato. 

c) Se X è esterno al terzo medio (fig. 442 c), si ha e > 4/6; per 
cui la o' cambia segno, e risulta 0! > 20media Eseguendo la costru- 
zione grafica, l’ordinata di X' diventa negativa ed il diagramma risulta 
intrecciato, con ordinata nulla in corrispondenza dell’asse neutro. 

In particolare, se e = &/4, risulta Omar = 2,50medias S€ e = h/2, cioè 
se il centro di sollecitazione è nel punto di mezzo di uno dei lati b, 
risulta Omar = 40meaia (10 stesso risultato si ha anche se X è nel punto 
di mezzo di uno dei lati %). Se X è esterno alla sezione, risulta 
Circa PAT rugia» 


Esercizio 380. — Due lamiere, soggette a tensione uniforme o, sono colle- 
gate mediante un coprigiunto semplice, dello stesso spessore s (fig. 443). Calco- 
lare le tensioni estreme nella lamiera del coprigiunto. 

Soluzione. Nella lamiera del coprigiunto l’eccentricità è e = 5 e la Omedie è 

uguale alla o nelle lamiere principali. Perciò, scam- 
DSS ANSI biando o’ con 0'’ perchè N è di trazione, le (381) danno 


dr oro 8/6+8 


Fig. 443. 


Esercizio 331. -— Calcolare lo spessore d che deve avere una diga di mura- 
tura di sezione rettangolare e di altezza % (fig. 444 a), affinchè nella sezione 
alla base si abbia in prossimità del paramento a 
monte o' = 0. 

Soluzione. Un tratto di diga di lunghezza uni- 
taria (1) è soggetto al peso proprio G = ynlbl, 
agente a metà dello spessore b, e alla spinta idro- 
statica S = 14(y3/2) = yah8/2, agente all’altezza 
1/3 sopra la base della diga. 

Affinchè risulti c' = 0, la risultante di G e di Fig. 44. 

S deve passare per l’estremo n del terzo medio; 
ossia devono essere uguali i valori assoluti dei momenti di G e di $ rispetto ad n: 


da cui b= 17 
'm 


Si ha inoltre uno sforzo di taglio, che si considera separatamente. 


(®) La b e la & delle (381) corrispondono qui rispettivamente a 1 e a d. 


| Dee 
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Se il peso specifico della muratura è y,m = 1600 kg/me, risulta 


1000 


1600 = 079%. 


b=h| 


Se ym = 2250 kg/me, risulta d = 0,67 R. 


Esercizio 332. — Idem, nel caso di una diga di sezione triangolare (fig. 444 b). 
Soluzione. Il peso proprio è G = yn1bh/2, agente secondo la verticale per m, 
mentre la spinta S è la stessa dell’esercizio 331. Perciò la condizione diventa 


Ymbh D_v dh ; = ne 
5 = 3: da cui b= 1}. 


A parità del peso specifico y, e dell'altezza %, lo spessore alla base risulta 
uguale a quello della diga rettangolare. 

Esercizio 388. — Diga di sezione triangolare. Determinare lo spessore d alla 
base, affinchè in corrispondenza del paramento a monte si abbia una o di com- 


pressione oa” = o di valore assegnato. _ 
Soluzione. Deve risultare | M,/W |= 0, ossia 
Ymb*h/6 — 7ah9]6 _ 1 da cui b= ste è 
15/6 z Im = 0/h 


Il regolamento italiano sulle dighe a gravità prescrive che sia una deter- 
minata frazione m della pressione idrostatica alla profondità &, cioè che sia 
a=mMmyh (con m scelto fra 0 e 1, secondo i casi). Si ha allora 


Per m= le ym = 2250 kg/me risulta è = 0,89. 


Esercizio 384. — Una trave di ghisa di sezione rettangolare di lati è = 5 em 
e.h.= 12 cm è soggetta a compressione in un punto X esterno al terzo medio 
della mediana ®. Per quale eccentricità e si raggiungono contemporaneamente 
i. carichi di sicurezza %' = 250 kg/emq e %” = 1000 kg/cmq e per quale valore 
di N? 

Soluzione. Per le (381) si deve avere 


GLI _ h/6+e 2 ua Di BE 
Pigi da cui e=3glh= 312 = 3,83 em. 
Si ha poi 
h/6+ 54/18 __ 8 
17,200 Ste ia 3 
0° = Omedia 16 3 Tmedia 3 


Omeia = 3 o, N =-i 1000 - 5 12— 22500 kg. 
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267. La deformazione della trave. 


Si hanno le due deformazioni dovute alle due sollecitazioni N ed .M{; 
cioè una variazione Al della lunghezza dell’asse geometrico e una rota» 
zione relativa @ delle due sezioni estreme, espresse da 


NI MI 
de = figo: Tago 
o, più in generale, da 
(N de M da 
sa=/Fr: ve I - 
Ù 


Nel caso della sollecitazione deviata si hanno due rotazioni intorno 
agli assi 2 e y; e quindi 


NI Mal 


Ul 
Ea ®%=I: 


»=5I, 


Le sezioni si conservano piane, come nei casi della sola N o della 
sola M. La variazione di lunghezza di una fibra longitudinale diversa 
dall’asse si ottiene sommando algebricamente 41 con la variazione 
dovuta alla flessione; oppure si deduce dalla tensione della fibra, ed 
è espressa da el = ol/E. 


4l= 


2 


Esercizio 835. — Una barra di ferro di sezione rettangolare (b = 4 cm, 
h= 10 em) è posta fra due blocchi rigidi che la 
- 2 toccano soltanto nei lembi v e v (fig. 445), perchè 
Pr i le sue estremità sono tagliate obliquamente. Deter- 
120002: minare il regime statico e la deformazione per ef- 

2) eg fetto di un riscaldamento At = + 30°. 
Soluzione. Se la barra fosse libera, si allunghe- 

Fig. 445. rebbe di aldt. 

Lo strato di fibre longitudinali uv non può allun- 
garsi; quindi lo sforzo normale N che nasce secondo uv è tale da produrre un 
accorciamento 
h N NM h NI NI 


4 4 


rospo FA 3EI 3 Boh FA” 


uguale all’allungamento predetto. Per cui risulta 
= — EAa4t[4 = — 2 - 10% - 40 - 0,000012 - 30/4 = — 7200 kg. 


La tensione massima vale (n. 266 c) 


IT, 


o 40media = 4(— 7200/40) 720 kg/emq. 
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Si può anche ottenere direttamente 0” deducendola dalla e lungo uv: 
e=—adt, o = — Eadt = — 720 kg/cmq. 


La variazione di lunghezza dell’asse e l’angolo di flessione risultano 


41 = aldi+ Trnetie ] — 0,000012 - 200 - 30 — IA 200 = 0,054 cm, 
36000 - 200 Al 0,054 _ 
Db= 5 108: 333,3 > 0,0108, oppure D= = 5 > 0,0108. 


La freccia in mezzaria è f = ME/8EJ = 0,27 cm. 

Usando un procedimento di successive approssimazioni, si può tener conto 
dell’incurvamento delle fibre uv, per effetto del quale in realtà si allungano di 
duo = = 2,5f2/l (n. 192 d). 


268. Il lavoro di deformazione. 


Come si è visto nel n. 188, il lavoro di deformazione di N e di M 
è la somma dei lavori parziali; ossia è nullo il lavoro mutuo o indiretto 
(n. 333 a), perchè la deformazione D dovuta a M non fa compiere 
lavoro a N, e viceversa. Perciò si ha 


N MI ” N? de " M® de 
T=on4 taz; pwol) L=/opa (ar: 


i 


Esercizio 886. — Confrontare il lavoro di deformazione di N con quello di M. 
Soluzione. Il lavoro della flessione è 


M? NI e e 
Tu = 557 354 daN 


Perciò si ha Imz Ly secondo che ez 2 (8). 


(*) Allo stesso risultato si giunge partendo dall’espressione generale (96;) del lavoro e te- 
mendo conto della (367) : 


Chi 1 {2 My): 
r-fav-Sa + 0) aeda = 


NMdr 
=[iraf a + [Er] frad +[74r, fvad = fit 


(*) Nella maggior parte delle travi pressoinfiesse delle ordinarie costruzioni (ad. es. nei 
telai, Cap. XX) la flessione è dovuta principalmente alle forze esterne normali all’asse, e si 
hanno di regola delle eccentricità M/N rilevanti. Perciò in questi casi Ly è trascurabile ri- 
spetto a La. La stessa cosa non si può dire per gli archi (n. 326 d). 
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269. Materiali non resistenti a trazione. 


a) La muratura e il calcestruzzo hanno una resistenza scarsa e 
incerta alla trazione, per cui è prudente non fare assegnamento su tale 
resistenza. Inoltre i corpi aventi una faccia spianata e semplicemente 
ppoggiata su di un altro corpo piano non presentano alla trazione al 
cunaa resistenza (ad es., i pilastri costituiti di blocchi sovrapposti senza 
malta, le fondazioni poggianti sul terreno, ecc.). 

Ciò non ha importanza e non modifica i risultati precedenti, quando 
la sezione è sollecitata a compressione dentro il nocciolo centrale di 
inerzia, perchè allora la sezione è tutta compressa; invece altera sostan- 
zialmente il regime delle tensioni, quando X è esterno al nocciolo, perchè 
in questo caso solo una parte della sezione è compressa (*) e una parte 
rimane inerte, non potendo reagire a trazione. 

Supposto dunque XY esterno al nocciolo (5), si deve pertanto determi- 
nare l’asse neutro n,, 0 retta separatrice, che limita la zona di sezione 
reagente A,. In questa zona la o varia proporzionalmente alla distanza 
Y. dalla retta n,; perciò n, è l’antipolare di X rispetto all’ellisse 
d’inerzia della sola zona reagente. Quindi la distanza yy di X da n, 
è legata al momento d’inerzia J, e al momento statico 8, di A, rispetto 

a n, dalla relazione (59) 


J, 
(382) =: 


r 


In alcuni casi può anche giovare alla de- 
terminazione di n, l'osservazione che X dev’es- 
sere sul contorno del nocciolo della zona rea- 
gente, essendo n, un lato di tale zona. 

b) Sezione rettangolare. Se X è sulla me- 
diana parallela ai lati & ed è esterno al terzo 
medio della mediana (fig. 446), la retta sepa- 
ratrice n, è normale alla mediana, cioè la zona 
reagente è un rettangolo di lati d e &,. Per 
l'osservazione fatta in a), X deve coincidere con un estremo del terzo 
medio della mediana #,; quindi, detta « la distanza di X dal lato d 
più prossimo, si ha è, = 3u. Il diagramma delle tensioni è un triangolo 
col vertice su n,; la tensione massima risulta 


N 
25 -3u° 


(883) Omaz = 2Omodia = 


(*) In particolare, la zona reagente è più piccola di quella che sarebbe la zona compressa 
se lavorasse anche la zona tesa, e la 0mgz risulta più elevata. 

@) Il centro X di sollecitazione deve però essere interno alla sezione, altrimenti questa è 
tutta inerte, e l'equilibrio non è possibile (cioè si ha il ribaltamento). 


| Fre 
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___ 


c) Sezione qualsiasi. Spesso la sezione ha un asse di simmetria 
(fig. 447) e su di esso si trova il centro X di sollecitazione, che si sup- 
pone esterno al nocciolo dell’intera sezione. La retta separatrice n, è 
normale all’asse di sollecitazione e si determina mediante la costruzione 
seguente: Divisa la sezione in striscie parallele a n,, di aree ©w,, ©» ...; SÌ 
applicano delle forze parallele nei loro baricentri, misurate dai segmenti 
2,1 = 0a, 2, = ©s/a ... (aree ridotte alla base a), che si portano sopra 
una retta delle forze. Quindi, con polo P arbitrario, si costruisce un po- 
ligono funicolare (nella figura, il primo lato coincide con la prima proiet- 
tante), si proietta orizzontalmen- 
te il centro X sul primo lato in 
X', e si traccia una retta X'ed di 
compenso, cioè tale che l’area 
tratteggiata sia nulla. La paral- 
lela alle forze per d è la retta sepa- 
ratrice n,. Infatti, in virtù della 
costruzione di Mohr (n. 83 »), 
detta 2 l’area compresa fra il 
poligono funicolare, il primo lato 
e la retta n,, che è uguale all’area Fig. 447. 
del triangolo X'de, siha J,=2ab2, 
se b è la distanza polare. Inoltre (n. 72 d) si ha S, = ab - de. Quindi, 
se yx è la distanza di X da n,, risulta soddisfatta la relazione (382): 


_22 _ab22 _J 


Va 7 de © abde — 


Si traccia poi il diagramma delle o del quale sono note due ordi- 
nate: c = 0 nei punti di n, e 0 = Omegia = N/A, in corrispondenza del 
baricentro G, della zona reagente A, (l’area A, si ottiene sommando 
le © delle striscie fino a n,, mentre G, è definito dal punto G, d’incontro 
del primo lato del poligono con l’ultimo lato utile). Si ottiene così 
la Omas (*). 

d) Se la sezione non ha un asse di simmetria, sul quale si trovi X, non si 
conosce a priori la direzione dell’asse n,. Si procede allora per tentativi, attri- 
buendo a n, una direzione arbitraria, e si costruisce la zona reagente 4, come nel 
caso e); quindi si determina il baricentro dei momenti statici di A, rispetto a n, 
che deve coincidere con X. Se ciò non avviene, si ripete la costruzione cam- 
biando la direzione di n, (7). 


(*) Per la sezione circolare piena o anulare (camini in muratura) si ottengono la retta se- 
paratrice n, © la Omax» Per diversi valori dell’eccentricità e del rapporto tilro, mediante due ta- 
belle riportate nel manuale HiiTTE (2* ed. ital, Milano, Hoepli, 1926, vol. 1°, pagg. 709-710). 

(*) Per il caso della sezione rettangolare sollecitata in un punto X qualsiasi, si veda ad es. 
lo stesso volume (nota 6), pagg. 708-709, che indica anche la bibliografia. 
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Esercizio 837. — Un pilastro di muratura che ha la sezione della fig. 448, è 


compresso in X da 135 t. Calcolare la Gmax- 
Soluzione. Indicando con yx la distanza di X dalla retta 


rr 2000m — separatrice incognita, si ha 
60m E 1 

rx Bi I, = -5 [200(yx + 60)° — 80 (yx — 40)], 
eo 1 
s S, = 5 [200(yx + 60)? — 80(yx — 40)]. 
5 [Le 2 
| hi Uguagliando 7,/S, a yx, si ottiene l’equazione 
ai 3y%x — 444007x — 2416000 = 0, 

da cui 
Fig. 448. 


Yx = 143,0 cm. 


Con questo valore risulta $, = 3696540 em?; quindi per la (371) si ottieno 


135000 + 203 
3696540 


mag = = 7,41 kgjemq. 

Esercizio 838. - Per quale posizione di X la zona reagente di una sezione 
circolare si riduce a metà, e quanto vale la Gar? 

Soluzione. La retta separatrico n, è un diametro, rispetto al quale l’area rea- 
gente ha i momenti (22) 


E 7 (27)? 2: 
J,= 3? S, SD) 3 ad) 
Perciò la distanza di X da »,, ossia dal centro del circolo, risulta 
ari 7 
sla z:8t,. Sio,segr. 


Vx 7 area — 16° 


La tensione massima vale (21) 


P,roy® dor $8 RP, 
Omo S meta dra n° 2 


Se il materiale reagisse anche a trazione, con tale eccentricità l’asse neutro 
‘disterebbe dal centro 0,4244r, e si avrebbe omar = 3,36P/x72. 


B) PRESSOFLESSIONE E CARICO DI PUNTA. 


270. Pressoflessione nelle travi snelle. 


a) Riprendiamo lo studio di una trave compressa parallelamente 
all'asse (fig. 449 a), supponendo ora che essa sia molto lunga rispetto 
alle dimensioni della sezione, e quindi sensibilmente flessibile. In questo 


| pe 
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caso gli spostamenti dei punti dell’asse non sono più trascurabili ri- 
spetto all’eccentricità e del carico, per cui le distanze della retta d’azione 
di questo dai baricentri delle varie sezioni risultano aumentate per 
effetto della deformazione (fig. 449 b); quindi, contrariamente a quanto 
si è fatto nei Capp. X, XI, XII, XIII A), è necessario calcolare il 
momento flettente considerando la trave deformata (*). 

La deformazione delia trave fa dunque aumentare l’eccentricità del 
carico e il valore di 1 nelle varie sezioni (l'aumento è nullo nella se- 
zione in sommità ed è massimo nella sezione al piede). Quindi l’in- 
fiuenza dannosa dell’eccentricità sul valore di 0mas; già constatata nelle 
travi corte (n. 266 c, es. 320 e 328), risulta ora 
aggravata, e spesso la resistenza della trave può 
risultarne compromessa. 

Nel caso in cui la forza eccentrica agisca in- 
vece per trazione (es. 342), la deformazione fa 
diminuire le distanze della forza dai baricentri 
delle sezioni, e quindi anche il momento flet- 
tente; per cui la sua influenza è tale da miglio- 
rare le condizioni statiche della trave. 

3) Consideriamo una trave di sezione co- 
stante, incastrata al piede, e soggetta in sommità Fig. 449. 
a una forza P parallela all’asse geometrico (*), 
che incontra le sezioni in un punto dell’asse principale d’inerzia y 
(flessione retta) con eccentricità e (fig. 449 a). Se f è lo spostamento 
elastico (fig. 449 b) dell’estremo superiore (freccia), in una sezione gene- 
rica S si ha M = — P(e + f— n); perciò l'equazione differenziale deila. 
linea elastica è 


EJyn'=-M=-PM-e-]). 


Ponendo 


(384) RI = a, (a è l'inverso di una lunghezza) 


(*) Nel caso delle travi infiesse da forze normali all’asse, la fiessione di questo fa variare 
le distanze delle forze dal baricentro di una sezione in misura molto più piccola degli sposta- 
menti trasversali dei punti dell'asse (perchè gli spostamenti longitudinali sono appunto molto. 
più piccoli, n. 192 d); e quindi si calcola M considerando la trave indeformata (nn. 4 e 191 a). 
Invece nel caso di una forza P parallela all'asse, Ja flessione di questo fa aumentare le distanze 
di P dal baricentro delle sezioni in una misura che è dello stesso ordine di grandezza degli 
spostamenti trasversali dell'asse. E se la trave è esile (ad es. una molla), questi spostamenti pos- 
sono essere considerevoli, pur mantenendosi piccolissime le deformazioni interne e e y che ne 
sono la causa. 

@) Per il caso di più forze parallele all’asse, agenti in punti posti a varie altezze, si veda la 
mia nota: Sulla pressoflessione multipla nelle lunghe travi in varie condizioni di vincolo, « Il Moni- 
tore tecnico », novembre 1927. 
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essa diventa 
n'=-—dlm-e-f), 
e il suo integrale generale è 
m= C,sen ax + C, cosar +e + f. 
Infatti, si ha 


q = a0,c08 an — al, sen ax 


n'=_— aC, senar— al, cosa = — a(n—-e— f). 


Le costanti C, e C, sono determinate dalle condizioni di vincolo: 
per x = 0 dev'essere 7 = 0 ed y/=0. Risulta perciò C, = 0, C2.= 
=— (e + f), e l'equazione diventa 


n= (e + fi(1— cos ax). 


È ancora incognita la freccia f, che si ricava scrivendo che per 
x =l si ha y =}. Si ottiene così 


e 
(385 ) e+fa= cos al = 088° al, 
1— cos al 
(386) fi=@ AV ali e(sec al — 1). 


Pertanto l’equazione della linea elastica, che è una sinusoide, risulta 


(387) n= sal 008 ar). 


cos di 


271. Osservazioni. 


a) Per piccoli valori di P, e quindi di al, nella (386) si può sosti- 
tuire cos o col suo sviluppo in serie limitato ai primi due termini 
(cos al = 1— a?l?/2); per cui il numeratore della frazione diventa a/2, 
mentre il denominatore si può porre uguale a 1. Quindi tenendo conto 
della (384), si ottiene 

2/2 a 
(a) hi= e =, 
che è (260) la freccia di una mensola sollecitata dalla coppia M, = Pe. 
Perciò, se si fa crescere P partendo da zero, da prima ia freccia 
‘cresce circa proporzionalmente al carico. In seguito, per valori mag- 
giori di al, la f cresce più rapidamente di P, in modo sempre più accen- 
tuato, come risulta usando la (386); e ciò perchè M cresce non solo 
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per il crescere di P, ma anche per il crescere della deformazione. Infine, 
quando cos al si annulla, risulta f = 00; ciò che avviene quando 
al = 2/2, ossia quando P raggiunge il valore 


n EJ 
{388) Pe=T E: 


Per questo particolare valore di P, detto carico critico di Eulero 
(v. nota 22), non esiste alcuna configurazione equilibrata, e la trave 
si piega fino al suolo. 

b) Mancando la consueta proporzionalità fra le deformazioni 
(ad es. la freccia f) e il carico P, non vale in questo caso il principio 
della sovrapposizione degli effetti. Per cui la deformazione dovuta a 
più carichi non è uguale alla somma delle deformazioni dovute ai carichi 
singoli. Anche i teoremi generali di Maxwell e di Castigliano (Cap. XVI), 
fondati sulla proporzionalità suddetta, non valgono in questo caso. 

In particolare, quando si voglia tener conto anche del peso proprio 
del palo non si possono sovrapporre gli effetti singoli, ma si devono 
studiare contemporaneamente (1°). 

e) Per ogni valore di un angolo p compreso fra 0 e 2/2 si ha con buonis- 
sima approssimazione (1!) 
14 0,25(492/22) 


seep= TT  dpla > 


Sostituendo g con al e tenendo conto della (384)e della (388), si ha 4g*/n? = 
= 402/n® = P/Pg. Quindi le (385), (386) diventano 


2386 G-È) 


Un’altra formula approssimata (!) per il calcolo della freccia f si ottiene 
osservando che 1,25fe = Pel?/1,974EJ differisce pochissimo dall’espressione (a) 
della freccia fo dovuta al solo momento M, = Pe; per cui si ha 


(389), (390) 


(391) ale, 


Il fattore di amplificazione 1:(1— f) dipende soltanto dal rapporto P/Pr; 
ad es., se P = Pp/3, si ha f= 1,5fo. In seguito (n. 290) vedremo che una for- 
mula analoga si può usare anche n altri casi. 


(®) 0. BeLLuzzi: Sul modo di tener conto del peso proprio nel calcolo della pressoflessione, 
«Annali d. Lav. Pubbl. », 1928, n. 12. 

(®) Per 9 = 0,1 - 0,5 - 1,0 - 1,5 i valori esatti di sec @ e quelli approssimati sono rispet- 
tivamente 1,00502918 - 1,1394939 - 1,8508157 - 14,1368 e 1,00508667- 1,1409305 - 1,8518467 - 
13,9370; e gli errori sono di 0,06 - 1,26 - 0,56 per mille in eccesso e di 1,41 per cento in difetto 
Per 4 = x/3 l'errore è nullo. Quindi l’approssimazione è ottima per piccoli valori della freccia 

Ii soli che interessano, perchè quando f diventa grande si esce di solito dal campo di validità 
della legge di Hooke). 

(?3).J. PERRY: « The Engineer », 10 e 24 dicembre, 1886. 
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Nella tabella seguente sono riportati alcuni valori di / calcolati mediante la 
formula esatta (386) e le formule approssimate (390) e (391): 
| al i (88) | B=P|Pr | i 890) | {9 | 
E | | n 
| | | 
L'Aoi iI 0,005021-e | 0,004053 | 0,005087-e | 0,005020- e | 
| 0,5 0,1395 e | 0,1013 | 0,1409 e | 0,1391 e 
Î 1,0 0,8508 e | 0,4053 0,8518 e 0,8407 è | 
1,5 13,14 e | 0,9119 | 12,94 e 12,77 e 
1/2 (co) | 1 (ce) | (ce) | 


d) Nel caso della fig. 450, ciascuna metà della trave si comporta come la 
trave studiata nel n. 270. Quindi valgono gli stessi risultati già 


P ottenuti, purchè si ponga 7/2 al posto di 1. 
@ 
Ù 272. La condizione di resistenza. 
| a) La sezione più affaticata è quella al piede della 
a trave, nella quale si ha, in valore assoluto, 
P ip 
Pe 
5 = Tera 
Fig. 450. (392) M=P(e+ f) scrl 


Perciò in essa la Omas di compressione risulta 


P Pe P e CR 
(395) mae = "FT + WI cos al Z| + 1 800 ( I] 5) ) 


essendo w' il raggio vettore del nocciolo (n. 97) corrispondente al punto 
più compresso del contorno della sezione. 

b) Nel caso attuale, la consueta condizione di resistenza G,a, «+ È 
non è valida. Ricordiamo (n. 14) che la condizione generale di resi- 
stenza è che esista un margine ragionevole di sicurezza fra il valore 
della forza esterna P e il valore P, che provoca la rottura, margine 
caratterizzato dal coefficiente s di sicurezza; e che solo quando sussiste 
la proporzionalità fra le tensioni interne e le forze esterne è lecito tra- 
Sferire tale condizione dalle forze alle tensioni. Infatti, se P produce 
una o = £ e se K = 0/s, si ha la rottura solo quando o diventa 0, 
cioè s volte %k, e quindi per la supposta proporzionalità, solo quando P 
diventa s volte P. Per cui il grado di sicurezza è lo stesso fra P e P, 
o.fra 0-e 0; cioè 8 — P.|P = 0,/k. 

Nel nostro caso, invece, la o non cresce proporzionalmente a P, 
bensì più rapidamente di P, perchè se si raddoppia P, nella (392) 
cresce anche il fattore e + f, e quindi M diventa maggiore del doppio 
(oppure nella (393) cresce anche sec al). Perciò se si pone Gmaz = %y 
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si ha il voluto grado di sicurezza s fra la o attuale e la c,, ma si ha 
un grado di sicurezza minore fra il carico P attuale e il carico di rot- 
tura P,, perchè o diventa s volte maggiore prima che P diventi s volte 
maggiore. (In particolare, se al è prossimo a 7/2, basta aumentare 
poco P per far crescere moltissimo c.) 

Pertanto, affinchè sia rispettato il grado di sicurezza s per la forza 
esterna, si richiede che la o data dalla (393) raggiunga un valore peri- 
coloso solo quando P diventa sP. Non è lecito però porre o = 07, 
perchè il comportamento del materiale cessa di essere elastico assai 
prima della rottura, e quindi non sono più validi i risultati del n. 270 b). 
Si considera invece la o, di snervamento, perchè questa tensione com- 
promette già la resistenza della trave, e fino a essa si ha un comporta- 
mento all’incirca elastico. Quindi la condizione di resistenza è 


sP 
(394) Fu 


A 1 +, see(l pa) CU 0 


Per il ferro e per gli acciaia o, varia rispettivamente da 2400 a 
3000 kg/cmq e da 3000 a 5000 kg/emq, e si può assumere s = 2,5 + 3. 
La ghisa e il legno non presentano lo snervamento; tuttavia nella (394) 
si può assumere rispettivamente o, = 600 - 800 kg/emq e o, = 200 
kg/emq, con s = 4 ed s = 5. 

Dalla (394), o dalla (394,), si può ricavare il carico pericoloso sP; 
quindi, se si conosce P si deduce qual’è il coefficiente s di sicurezza (veri- 
fica), se si fissa s si ottiene il carico P ammissibile. Si risolve anche 
il problema di progetto, fissando una sezione di tentativo e calcolando 
come sopra il carico pericoloso sP. 

Queste travi si possono anche calcolare mediante il metodo 
(v. n. 283 d). 

c) Per quanto si è detto nel n. 271 c), la condizione (394) assume anche 
la forma seguente 
ci 


Ù Pi 
Pg (==) 


E e. l+t SI] 


(384,) Z:(1 +e 


d) Quando %' < k", oppure y' > y'', è necessario verificare la resistenza 
anche al massimo sforzo o’ di trazione. 


Esercizio 389. — Un palo tubolare di ferro di diametri d, = 20 cm e d, = 
= 18 cm, lungo 6 m, è compresso eccentricamente con P = 2500 kg. Calcolare 
la massima eccentricità ammissibile e la freccia. 

Soluzione. Dalla (394) si ricava 


e= (5 _ 1) w"' cos (1/55). 
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Le caratteristiche del palo sono A = 59,7 cmq, J = 2701 emi, w= 4,52 cem. 
Supposto a, = 2700 kg/cmq e assunto s = 3, si ottiene 


2700 - 59,7 “3 2500 © 
e=| 72500. — 114,52 cos (600 Zi n toa 


= 20,49 - 4,52 cos 0,690 = 71,4 ecm. 


Per la (386), la freccia risulta 


1— cos 0,398 
f= 71,4 —6080,398 = 6,05 cm. 


S1 osservi che la compressione unitaria massima è soltanto 


_ 2500 (i LTLA 


Tinass 59,7 + 459 sec 0,398, 759,5 kg/emq ; 


se P aumenta nel rapporto di 1 a 3, questa tensione aumenta nel rapporto di 
1 a 3,56, diventando 2700 kg/emq. 


Esercizio 340. - Determinare il carico massimo che si può fare agire sul palo 
dell’esercizio 339 con l’eccentricità di 10 cm. 

Soluzione. Se si impiega la (394), si ottiene un’equazione trascendente, dalla 
quale si ricava P per tentativi. Se invece si usa la (394), si ottiene l'equazione 
algebrica di secondo grado 


(394,) B:(1- 0,265) B.(1+5+)+ = 


Iì carico critico di Eulero (388) vale 


282,1 - 106 + 2701 — 
au ao" = 38876 kg. 


Pg = 


Quindi l'equazione diventa 
0,424882 — 7,35878, + 4,1463 = 0, 


e le sue radici sono f, = 0,5831 e #, = 16,7396. 
Da = sP/Pg si ricava P= f,Pg/s. Dei due valori di P, la trave sop- 
porta il minore, cioè quello relativo al minore fi,: 


P= 0,5831 - 38876/3 = 7556 kg. 


La Gmex calcolata mediante la (393), risulta 490 kg/cmg; essa aumenta ne! 
rapporto da 1 a 5,5 fino a 2700 kg/emq, se P diventa triplo. 

Se non si tenesse conto della deformazione, con % = 1000 kg/cmq si trove- 
rebbe un carico ammissibile P = 18584 kg. 
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Esereizio 841. — Determinare la linea elastica di una trave prismatica, inca- 
strata in basso, caricata verticalmente in alto e inclinata di un piccolo angolo 
rispetto alla verticale (fig. 451 a). 

Soluzione. Il momento flettente in una sezione generica (fig. 451 b) è 
M=- P(e+gl+j— n) e perciò l'equazione differenziale 
della linea elastica diventa 


EJn'=—Pn-e-gl-f). 
Con la posizione (384) P/EJ = af, l’integrale generale è 


n= C, sen ar + Cy cos ar + e+ gpl+ f. 


Le condizioni di vincolo che determinano le costanti sono: 
per a = 0, n= 0 ed y'= 9; per cui risulta C, = g/a, 0O,=— (et gl+tf). 
Quindi l'equazione diventa 


n= È sen ar + (e+ gl + f)(1— cos ax). 


Inoltre, per ® = / risulta n = gl + f, per cui si ottiene 


2+ (p/a) sen al 


et plat cos al 


ve e(1 — cos al) + (g/a) sen al — gl cos al 
_ cos al di 


Infine, il momento massimo risulta in valore assoluto 


e+ (p/a) sen al 
cos al Hi 


Mar = P(e+gl+j)=P 


Esercizio 842. — Studiare la linea elastica di una trave prismatica incastrata 
a un estremo e tesa all’altro estremo con un carico P agente con eccentricità e 


(fig. 452 a). 
Soluzione. In una sezione generica (fig. 452 b) il mo- 
mento flettente è M=— P(e-{+ mn); perciò l'equazione 


della linea elastica diventa 
n'=aln+e-f), 


e il suo integrale generale è 


n= Ce +4 Cee —-e+f. 
Le costanti sono determinate dalla condizioni di vincolo: per x = 0, p= 0 
ed y' = 0; per cui C, = C,= (e— f)/2. Quindi l'equazione risulta 


n=(e-f) (E La ere 1) (e— f)(cosh ar — 1). 
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Per x = si ha n= f, per cui si ottiene 


e 


: cosh al — 1 
cosh al’ 


cosh al 


ci | j 


La freccia tende a e quando P, e quindi cosh al, diventano grandissimi. 

Il momento flettente varia dal valore massimo Pe nella sezione caricata al 
valore minimo P(e — 7) nella sezione incastrata. 

Gli stessi risultati si potevano ottenere dalle (385), (386) cambiando P in 
— P, e quindi a in ia, cos al in cos ial = cosh al. Il cambiamento di segno nel. 
l’espressione di f si ha perchè dalla (386) si ottiene f negativa, com'è giusto con 
gli assi della fig. 449; mentre con gli assi della fig. 452 la f è positiva. 

Si può anche usare una formula approssimata analoga alla (391), che si ottiene 
da quella cambiando P in — P: 


lo dk «cn im — 
(891,) fmi, (h=s57> P=x: 


dove Pg = (n8/4)EJ/I2 non ha qui il significato di carico critico. 


273. Le travi caricate di punta. 


a) Supponiamo ora che nella trave della fig. 449 a) l’eccentri- 
cità e del carico tenda a zero. AI limite, l’espressione (386) della freccia 
diventa 


Perciò, finchè la frazione ha valori finiti, la freccia è nulla, cioè la trave 
rimane rettilinea; ma quando risulta cos al = 6, ossia al = 2/2, ’espres- 
sione assume la forma indeterminata f=0- 00, e quindi la freccia può 
essere diversa da zero. Per la (384), la condizione al = 1/2 si verifica 
quando 


a 
(395) Pia opa 


In questo caso JY è il minimo momento d’inerzia Jmin della sezione, 
perchè, mentre nel caso del carico eccentrico la trave deve inflettersi 
nel piano di sollecitazione che contiene P, e quindi J è il momento 
d’inerzia rispetto all’asse baricentrico normale a tale piano, nel caso 
del carico centrato la trave s’inflette nel piano di minore rigidezza. 

b) L’espressione (395) è uguale alla (388); quindi, se il carico 
eccentrico agisce nel piano di minore rigidezza, il carico critico ha lo 
stesso valore nei due casi, ossia non è influenzato dall’eventuale eccen- 
tricità. La differenza di comportamento consiste nel fatto che col carico 
eccentrico la trave comincia a inflettersi anche per piccoli valori di P; 
quindi la freccia cresce con P, e quando P = P., la freccia diventa teo- 
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ricamente infinita (spesso però la trave cede molto prima, perchè 12 Omax 
raggiunge lo snervamento). Invece col carico centrato la trave si man- 
tiene rettilinea finchè P <P. e quando P=P., la trave s’'inflette 
improvvisamente con una freccia che può essere considerevole. 


c) In una trave caricata eccentricamente si fa agire P nel piano di mag- 
giore rigidezza, per utilizzare la massima resistenza della trave. Perciò, se l’ec- 
centricità e non è grande, è possibile che la trave, prima di cedere per la flessione 
in tale piano, s’infletta per carico di punta nel piano normale di minore rigidezza. 
Ciò accade se P'z calcolato mediante Jmin risulta minore del carico sl ricavato 
dalla (394); nel qual caso P non deve superare P'p/s. 


274. Considerazioni intuitive sul carico di punta. 


a) La deduzione di P., fatta nel n. 273 a) presenta qualche lato 
debole. Anzitutto fa apparire il carico centrato come caso limite del 
carico eccentrico, e lascia quindi supporre che il fenomeno della fles- 
sione sia dovuto a un residuo, sia pure molto piccolo, dell’eccentri- 
cità e. Inoltre, l’espressione indeterminata f = 0 + co può avere un 
valore diverso da zero, ma non è detto che debba essere tale; quindi 
non risulta che la flessione avvenga con certezza. Infine, nel caso del 
carico perfettamente assiale non ci dice nulla intorno alla natura e 
alla causa del fenomeno. 

È preferibile perciò studiare direttamente il caso del carico di punta, 
e conviene anzi premettere alcune considerazioni qualitative, che met- 
tono in luce l’essenza del fenomeno stesso, e lo fanno prevedere come 
inevitabile, anche nel caso del carico perfettamente centrato. Tali con- 
siderazioni, nonchè i successivi chiarimenti (nn. 278, 279), sono giusti- 
ficate dall’importanza dei fenomeni d’instabilità (n. 286); e d'altra 
parte giovano a far meglio comprendere 
anche la maggior parte dei fenomeni 


P iP. 
della stessa natura, che studieremo nel 
Cap. XXVI. n 
b) A tal fine, consideriamo una Ss 8 
trave vincolata diversamente da quella 
a) d) e) 
iP P 


della fig. 449 a), e cioè munita di due 
cerniere alle estremità e soggetta a una 
forza P di compressione (fig. 453 a). Sup- 
poniamo la trave perfettamente rettilinea Fig. 453. 
e omogenea, il carico esattamente assiale, 
l’assenza di forze laterali (trave verticale) e le cerniere prive d’attrito. 
In tali condizioni la configurazione rettilinea è certamente equilibrata, 
poichè in ogni sezione $S si ha soltanto uno sforzo normale N che pro- 


d) 
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voca delle o uniformi (fig. 453 b), la cui risultante passa per il baricentro 
della sezione e coincide con la P esterna. Ma, pur sussistendo l’equi- 
librio, esso può essere stabile, oppure instabile. Per decidere, basta mo- 
dificare di poco la configurazione equilibrata mediante una causa per- 
turbatrice estranea, e vedere se al cessare di questa il sistema riprende 
la configurazione iniziale, oppure si scosta maggiormente da essa. 

Supponiamo dunque di inflettere momentaneamente la trave, e di 
togliere poi la causa estranea che l’ha inflessa. La forza P non incontra 
più le sezioni nel baricentro (fig. 453 c), e quindi si ha un momento 
flettente esterno M, che tende a incurvare maggiormente la trave. 
Contemporaneamente, essendo la trave ineurvata, alla primitiva ten- 
sione uniforme di compressione si aggiunge un’altra distribuzione di 
tensioni (fig. 453 d) equivalente a una coppia interna M,, che tende 
a raddrizzare la trave. Se risulta M, << M, l'equilibrio è stabile e la 
trave si raddrizza; se M,> M; l'equilibrio è instabile e la trave s'in- 
curva ulteriormente. 

Osserviamo ora che il momento interno M; in una sezione gene- 
rica dipende unicamente dalla curvatura 1/r della trave in quel punto, 
ossia dall’entità della deformazione impressa, e non dipende dal valore 
di P; quindi per una data deformazione ha un valore determinato 
M,= EJ = — EJy". Invece il momento esterno M, = Py dipende 
dalla deformazione n e anche dal carico P. Perciò se P è molto piccolo 
risulta certamente M,< M,; e l’equilibrio è stabile; se P è molto 
grande risulta M,> M; e l'equilibrio è instabile. Esiste pertanto un 
certo valore P,, per il quale risulta M, = M;: in tal caso, e se la defor- 
mata è tale che sia M, = M,in tutte le sezioni, l'equilibrio è indifferente, 
ossia sono possibili anche configurazioni equilibrate curvilinee, oltre a quelia 
rettilinea (‘) che è sempre equilibrata. Interessa appunto l’equilibrio 
indifferente, perchè è allora che ha inizio spontaneamente ia flessione 
laterale. 

c) Si è così riconosciuto che nel carico di punta il fenomeno della 
flessione laterale non è dovuto soltanto alle inevitabili imperfezioni 
della trave e del centramento del carico, nel qual caso comincia a 
manifestarsi anche per piccoli valori di P, e cresce gradatamente al 
crescere di P; ma si verifica anche se manca qualunque imperfezione, 
nel qual caso è dovuto al fatto che quando P raggiunge il valore P., 


(!) Questo fatto non contraddice e non infirma la proposizione fondamentale della Teoria 
della elasticità, stabilita da Kirchhoff nel 1859, sulla unicità della soluzione del problema dell’e- 
quilibrio elastico (n. 332). Infatti, essa vale quando sia verificata l’ipotesi degli spostamenti infi- 
nitesimi, che non alterano il sistema delle forze esterne; mentre nel caso presente si è visto che 
è necessario tener conto degli spostamenti (che possono essere considerevoli pur essendo picco- 
lissime le deformazioni e) nel calcolare il momento flettente, perchè ne modificano profondamente 
il valore. Si veda in proposito R. v. Mises: Ueber die Stabilitàtsprobleme der Elastizitàitstheorie, 
- 78. f. angew. Math. u. Mech. », 1923, pag. 418. 
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e lo supera anche di poco, l'equilibrio della configurazione rettilinea 
diventa instabile. Naturalmente non risulta da ciò che in quest’ultimo 
caso la trave debba inflettersi; tuttavia, come in tutti i casi di equi- 
librio instabile, è estremamente improbabile che essa rimanga retti- 
linea (come è estremamente improbabile che un pendolo senza attrito 
rimanga fermo con la massa nella posizione più alta). In pratica poi, 
le inevitabili imperfezioni, sia pure piccolissime, favoriscono l’inizio 
del fenomeno. 

Appena P raggiunge il valore P., la flessione ha inizio, e bastano 
aumenti anche piccolissimi di P per farla crescere molto, come si vedrà 
nei nn. 275 b), 279 b) e nel Cap. XXXIII. Quindi le tensioni interne 
aumentano rapidamente e (salvo il caso di molle d’acciaio flessibilissime) 
raggiungono ben presto lo snervamento. Perciò l’inizio dell’instabilità. 
equivale alla completa cessazione della resistenza, ossia al collasso della 
trave. 

d) Si conclude pertanto che finchè l'equilibrio è stabile, la trave 
si deforma soltanto accorciandosi ed è soggetta alla sola sollecitazione 
di compressione semplice; e che l'instabilità si manifesta col sorgere 
di una nuova deformazione (la flessione laterale), che provoca una 
nuova sollecitazione (il momento flettente). Un fatto analogo si verifica 
nella maggior parte dei numerosi fenomeni d’instabilità più generali che 
studieremo nel Cap. XXXIII e che costituiscono la classe più importan- 
te. Tuttavia esiste un’altra classe di tali fenomeni, che si manifestano 
con altre caratteristiche e per motivi di altra natura (v. Cap. XXXIII). 


e) Il confronto che si è fatto in b) fra il momento flettente interno M, e quello 
esterno M, non è nuovo, poichè ogni volta che si scrive l’equazione differenziale 
della linea elastica EJ!" = — M si pone appunto la condizione che sia M, = M,. 
Tuttavia, il risultato di questo confronto è ben diverso nelle travi caricate normal. 
mente all'asse e in quelle caricate di punta. Infatti, nel primo 
caso M, in una sezione di ascissa x ha un valore invariabile 
(Px/2 nel caso di un carico P concentrato in mezzaria) qualun- 
que sia l’entità della deformazione della trave (purchè sia abba- 
stanza piccola, n. 191 a); mentre il momento M; è nullo finchè 
la trave è rettilinea, e cresce insieme con la deformazione » 
(fig. 454 a). Quindi per una certa entità n della deformazione, Mi 
M; diventa uguale a M,, allora si ha l’equilibrio, certamente 
stabile. Invece nel secondo caso, finchè la trave è rettilinea si le] 7 
ha M,= M;= 0, per cui sussiste l’equilibrio; ineurvandosi la 
trave, I, ed M; crescono insieme (fig. 454 b), e per qualunque 
valore della deformazione è sempre M, < M; se P < Per, oppure è sempre 
M,> M; se P>P.,. Quindi la trave incurvata non è in equilibrio, tendendo 
a raddrizzarsi se M, < M,, o a incurvarsi maggiormente se M,> M;. Soltanto 
per P = P., si ha M,= M; anche nella trave deformata, e perciò l’equilibrio 
è indifferente. 


Fig. 454. 
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275. Lo studio diretto del carico di punta. - 


a) Consideriamo una trave prismatica, vincolata con cerniere sferi- 
che alle due estremità e soggetta a una forza P assiale di compressione 
(fig. 455). Supponiamo che l’equilibrio sia indifferente (n. 274 d), cioè che 
oltre alla configurazione equilibrata rettilinea, sia equilibrata anche una 
configurazione curva. Ciò richiede che il momento interno M; 
sia uguale a quello esterno M,, e si esprime scrivendo l’equa- 
zione differenziale della linea elastica EJmag!=— M. 

In una sezione generica si ha M = Py; quindi l'equazione 
risulta 


iP 


EI minn''=— Pn, 


ossia 


ny'=_—- 0, essendo a = 


|P i L’integrale generale è 
SR: 498. n= 0, sen ax + 0, cos ar, 
e la sua derivata è 
y' = al, cos ax — al, sen ax. 


Per a = 0 dev'essere 7 = 0; quindi si ottiene C, = 0, e l’equa- 
zione diventa 


(a) q=(C,senar. 
Per a =! dev'essere n = 0, ossia 
(b) 0=C;senal. 


Questa condizione è soddisfatta se C, = 0, cioè se la trave rimane 
rettilinea, come già si sapeva; oppure se sen al = 0, cioè se 


(db) al=na. (n numero intero) 
Per n = 0 si ha al = 0; ciò che non può essere, poichè a ed / sono 


diversi da zero. La prima soluzione accettabile si ha per n=1, ed 
è al = a, ossia al? = n°; per cui dev'essere 


(396) Py = ri — Pg. (1° = 9,8696... = — 9,87) 
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È questa l’espressione del carico critico, trovata da Eulero (#). 
Se P è minore di questo valore, non è sen a = 0, e quindi per la (0) 
dev'essere 0, = 0; ossia l’unica configurazione equilibrata è quella 
rettilinea, e l'equilibrio è stabile. Dunque Pr è il minimo valore di P 
per il quale avviene che, tenuto conto delle condizioni di vincolo, non 
siano necessariamente nulle tutte le costanti €. 

La costante C, della (a) è la freccia f della linea elastica, perchè è 
il massimo valore che acquista 7 quando sen a# = 1; ciò che avviene 
per 0 = 1/2, ossia per ax = al/2 = x/2. Perciò la (a) si può scrivere 


(397) n=fsenax. 


b) Se ora si tenta di determinare f mediante la condizione che 
per ® = 1/2 sia 9' = 0, si trova 


0=afcos5, ossia O=.af +0; 


condizione soddisfatta qualunque sia il valore di f. Perciò la freccia 
rimane indeterminata; ossia quando P = P., l'equilibrio è indifferente 
per qualunque valore della freccia. 

Questa conclusione non corrisponde però alla realtà, perchè quando 
la trave comincia a infietiersi, occorre far crescere P oltre P.,, sia 
pure di poco, per produrre delle freccie considerevoli; e ad ogni valore 
di P > P., corrisponde una f determinata. L’incongruenza è dovuta al- 
l’impiego dell’equazione approssimata EJy'' = — M, che vale soltanto 
per deformazioni piccolissime e che perciò non può interpretare il feno- 
meno quando f ha valori considerevoli. 

Si osservi tuttavia che il valore (396) di P., è esatto nonostante 
l’impiego dell'equazione approssimata, perchè esso corrisponde all’inizio 
dell'instabilità, e quindi a deformazioni ancora piccolissime. 


Pertanto, l'indifferenza dell’equilibrio va intesa nel senso che finchè P è molto 
minore di P,, la trave reagisce validamente a delle forze trasversali tendenti a 
infletterla; e che reagisce sempre meno man mano P si approssima a P., (cioè 
occorrono forze trasversali sempre minori per infietterla nella stessa misura); 
finchè quando P = P., bastano delle forze insignificanti per infletterla consi- 
derevolmente. 

Se si studia la linea elastica mediante l’equazione esatta EJ/= M 
(v. Cap. XXXIII), si ottiene la relazione fra f e P > P.,. Finchè f è abbastanza 


(**) L. EULER: Methodus inveniendi lineas curvas marimi minimive proprieiate gavdenies:; 
Add. I, De curvis elasticis, Losanna, 1744, pagg. 245-310; Sur Za force des colonnes, « Mém. do 
l’Acad. de Berlin », T. XIII, 1759, pagg. 252-282. V. anche G. L. LAGRANGE: Sur la force des 
ressorts pliés, * M6m. de Acad. de Berlin », T. XXV, 1771; Sur Za figure des colonnes, « Miscel 
lanea Taurinensia », T. V, 1770-1773. 
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piccola rispetto a 7, si può usare l’espressione approssimata 


a ob ossia P = Pe +È.5) 
Per maggiori valori di f la relazione è più complessa. 

Appena la flessione ha inizio, la f cresce da prima molto rapidamente, anche 
per piccolissimi aumenti di P; ossia df/dP = co, come risulta anche dalla (398) 
(linea ab della fig. 471). Questo spiega perchè per P = Py la f risulta indeter- 
minata. Ad es., per P = 1,01Pg si trova f = 0,091, cioè quasi un decimo della 
lunghezza della trave; per P = 1,05Pg si trova j = 0,207. Più avanti però, cre- 
scendo molto f, occorrono aumenti di P, assai maggiori per far crescere f; cioè 
a rigore l'equilibrio ridiventa stabile (purchè si tratti di molle d’acciaio flessi- 
bilissime, altrimenti sopraggiunge lo snervamento). 

c) La seconda soluzione della (d,) si ha per n= 2, ossia 
per al = 22; per cui si ottiene 


(398) fi= 


n 


(399) Py = de Pi min 5 


cioè un carico critico quadruplo del precedente. In tal caso, per 
x = 1/4, 1/2, 31/4 la (397) dà rispettivamente 7 = f, 0, — f, e la 
linea elastica risulta costituita da due semionde di sinusoide, 
come nella fig. 456 a). Questo risultato è soltanto teorico, perchè 
Fig. 456. già per il primo valore (396) di P,, la trave cede. Per realizzare 
questa configurazione occorre fissare il punto di mezzo C della 
trave per impedirgli di spostarsi; in tal caso la trave rimane rettilinea finchè P 
non ha raggiunto il valore (399). Si osservi che nel punto O si ha un flesso, ossia 
M = 0; per cui ciascuna metà della trave si comporta come se fosse incernierata agli 
estremi, ossia come la trave della fig. 455. Infatti, se si applica la (396) con la 
lunghezza 1/2, si ottiene la (399). 
Analogamente, per n = 3 si trova 


(399,) Py = 998 Pimin, 


e la trave si deforma con tre semionde (fig. 456 b). 


Esercizio 848. — Quale compressione assiale può sopportare con sicurezza 
una trave di ferro a L N 20, lunga m 3 e snodata alle estremità? 
Soluzione. Il minimo momento d'inerzia della sezione è Jmin = 117,0 cm$; 
quindi la (396) dà 
pena ZO 


3006 = 26945 kg. 


Assumendo il coefficiente di sicurezza s = 3,5 si può comprimere la trave 
con P=-— 7700 kg. 


Esercizio 344. — Determinare il lato che deve avere un palo di legno di 
sezione quadrata, lungo 3,50 m, incastrato alla base e libero in sommità, per 
sopportare un carico assiale di 5000 kg col grado di sicurezza s = 8. 
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Soluzione. Il carico critico deve risultare P., = 8 - 5000 = 40000 kg. 
Dalla (395) si ricava 


P.;1} _ 40000 - 3502 


sai GNET ZAT- 10 


19840 cm'. 


Avendosi J = a4/12, il lato del quadrato dev'essere a = — 22 cm. 


Esercizio 845. — Un palo alto 4 m, incastrato al piede e libero in alto, è 
costituito da una trave di ferro a TL N 30. Calcolare il carico che esso può sop- 
portare con l’eccentricità di 60 em, essendo piano di sollecitazione quello di 
massima rigidezza, e volendo un coefficiente di sicurezza s = 3. Verificare la 
stabilità nel piano normale. 

Soluzione. Le caratteristiche della trave sono A = 69 cmq, Jmaz = 9800 cm', 
Jmin = 459 emi. Il raggio vettore del nocciolo, situato sull’asse di sollecitazione 
risulta w = 9,47 cm. 

Supposto oc, = 3000 kg/emq, per la (394) si ha l'equazione 


3P 3P ) 
Cul |+s toa 2 bi (s00]/ aa 18000; 


che risolta per tentativi dà P = 8610 kg. 
Per la flessione nel piano di minima rigidezza si ha 


2,1 - 109 - 459 
og — = 14900 kg. 


P.r= 2,47 
Quindi, rispetto al carico di punta, il coefficiente di sicurezza è soltanto 
= 14900/8610 = 1,73. 


Esercizio 846. — Determinare la sezione del puntone AB di un paranco 
(fig. 457), essendo il peso da sollevare P = 5000 kg. 
Soluzione. Gli sforzi nelle aste valgono 10000 kg nella AC 
e — 8660 kg nella AB. Volendo un coefficiente di sicurezza 
s = 3,5, il puntone deve avere 
3,5 - 8660 » 450? 


Si ERO OR DONA ca 4 
TI min = 9,87 - 2,1 - 108 296 em'. 


Fig. 457. 


Usando due ferri a [7 N 14 (A=20,4 cmq, Jmin=62,7 cm*) 
e interponendo fra essi a intervalli delle piastre di 8 mm di spessore, risulta 


I min = 2(62,7 + 20,4 - 2,15°) = 314 omf. 
In tal modo si ha P., = 32140 kg e il coefficiente di sicurezza è s = 3,71. 
Esercizio 847. — Determinare il carico critico di una trave prismatica cor 


cerniere alle estremità, utilizzando il corollario di Mobr. 
Soluzione. Essendo M = Pn, la linea elastica rappresenta anche il dia- 


O. BELLUZZI - Scienza delle costruzioni - I 3! 
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gramma M, a meno del fattore P. Perciò, se M*7/, è il momento flettente fittizio 
mm mezzaria della trave ausiliaria prodotto da tale diagramma, si ha (n. 210 5) 


P 
i= gpl 
Sappiamo già che la linea elastica è una sinusoide; quindi l’area racchiusa 


fra essa e la corda è Q = ?fl/x, mentre la distanza del baricentro di metà del. 
l’area (fig. 458) da un’estremità è d = l/x. Risulta perciò 


a 1 fe Pj 
wont :1-D © quindi 1-3: 
da cui 
EJ 
P=Pn= Gr. 


Se invece non si conosce la linea elastica, e si suppone ad es. che 
sia una parabola di freccia f, si ha Q = 2f1/3 e d = 51/16. Quindi 


fl 5 _5f 5Pfl? bI 
316 48” 48EJ° Par 0 R' 
con un errore in difetto del 2,73 %. 

Questo procedimento si può usare per successive approssimazioni, sia anali- 


ticamente (1) che graficamente (!9), e riesce specialmente utile nel caso di travi 
di sezione variabile o di travi compresse di più carichi agenti in diversi punti. 


M* 1/9 


Esercizio 348. — Una trave di ferro a TN 14, lunga m 2, è vincolata 
mediante cerniere sferiche alle estremità a due massi non cedevoli. Per quale 
aumento di temperatura /t ha inizio la flessione laterale della trave? 

Soluzione. Lo sforzo normale X provocato nella trave dall'aumento di tem- 
peratura è definito dall’equazione 

ZI 


Ga alli, da cui X= EAadi. 


L’instabilità dell’equilibrio elastico ha inizio quando X raggiunge il carico 
critico (396), ossia quando 


EAadt= a o, ; 
da cui 
J mi rm 
= qè — a — na en 
(400) At = © APa =” Pa * 


(4) F. ENGESSER: Ueber die Knickfestigkeit von Stiben verdinderlichen Trigheitsmomentes, 
« Za, Oesterr. Ing. u. Arch. Ver. », 1909, pag. 544. V. anche 1893, pag. 506. 

() L. VIANELLO: Graphische Untersuchung der Klickfestigheit gerader Stibe, « Zs. ».1).I. è, 
1898, pag. 1436. 


SFORZO NORMALE E FLESSIONE 483 


Coi dati dell’esercizio si ha a =0,000012, 0%min = Umin/A = 35,2/18.2 = 
= 1,934 cm?; quindi risulta 
1,934 


Ater = 9,87 3008 - 0,0000138 = 3°°>8- 


Esercizio 349. — Determinare il carico critico di una trave pri- 
smatica, vincolata con cerniera in sommità e con incastro al piede 
(fig. 459). 

Soluzione. La cerniera impedisce lo spostamento orizzontale in 
sommità, e perciò reagisce con una forza H, il cui senso si determina 
pensando che in un punto © si ha un flesso, ossia M = 0. 

In una sezione generica si ha M = Py— H(1— x); quindi l'equazione dif- 
ferenziale della linea elastica risulta 


Fig. 459. 


EJn'=-Pn+H1—2), 
ossia, ponendo P/EJ = a, H/EJ = 0, 
n'=-an+ 0(1-- 2). 
L’integrale generale è 
(a) n= O, sen az + 0, cosar + È, (1-2), 


e la sua derivata prima è 


0 
n = al; cos ar — al, Sen ar — — 


Per a = 0 dev'essere 7 = 0 ed 7/ = 0, per cui si ha 0, = 0/a8, C° = — 0l/af, 
e l’equazione (a) diventa 


[) ol 0 
n= Sena 0084 (0-2). 
Per a =! dev'essere 7 = 0, e per conseguenza 
0 = SL sona Losa, 
a a' 


ossia 

(b) tgal= al. 

La più piccola radice di questa equazione si trova nel terzo quadrante ed è 
al = 4,4934; per cui risulta a? = 20,19 e 


DI min 
(5) 


EJ min 
D: Me gara 


(401) P., = 20,19 2,04622 


Rimane indeterminato 9, e quindi anche la reazione H, che aumenta insiome 
con la deformazione. 
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Esercizio 850. — Studiare la deformazione di una trave caricata di punta, 
avente una leggera curvatura iniziale (fig. 460). 
Soluzione. Se fa è la massima ordinata della curva iniziale, che per sembli- 
cità supponiamo abbia l’equazione 


T y=fen®P, 

Yy per la (125) l'equazione della linea elastica è 
lg i 

d? di 
| EI(CI- Ta) --u=-Pn; 
0 1 ossia, posto P/EJ = dè, 
È, El n 

Fig. 460. y'=— dn fo FS27: 


L’integrale generale, come si verifica facilmente, è 


a 
NL 
n= C,senarx + 0, cos an + fo 7 FEST x 


Per x = 0 dev'essere n = 0, per cui risulta C, = 0. 
Per x = 1 dev'essere 7 = 0, ossia 


(a) C,senal=0. 


Se è nullo il fattore sen al, si ha al = x; quindi nell’equazione della linea ela- 
| stica il fattore di sen (2/1) diventa infinito, come pure le ordinate n. Uiò 
richiede che sia P = P,, = PEJ/R = Pr, come (396) nel caso della trave ret- 
tilinea. Quindi una leggera curvatura iniziale non modifica il valore di P,,, come 
si è visto anche per l’eccentricità del carico (n. 273 b); però in questi due casi, 
a differenza del caso ideale del carico centrato e della trave rettilinea, la trave 
| s’inflette già per valori piccoli di P, e può quindi sopraggiungere lo snervamento 
anche per P < Pe. 

Quando P < Pe, nella (a) dev'essere nullo l’altro fattore 0,, per cui l’equa- 
zione della linea elastica risulta 


(0) 


no 
pori sen “E . 


Per x = 1/2 si ottiene la freccia (rispetto alla retta d’azione di P) 


| (0) feti op (=5) 


che tende all’infinito per P tendente a Pr. 

Dal confronto della (c) con la (389) si riconosce che in questo caso e in quello 
| del carico eccentrico i momenti flettenti massimi Pf e P(e+ f) risultano uguali 
se fo = (1+ 0,268)e; ossia se fo = 1,26 quando P Per © B+1. Perciò una 
curvatura iniziale f, è dannosa come un'eccentricità iniziale e = — 0,8fo; ® 
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quindi la verifica delia resistenza si eseguisce come si è detio nel n. 272 d), ponendo 
e= 0,8f. Se si hanno un’eccentricità e una freccia di curvatura fo, si possono 
sostituire con un’eccentricità e' = e + 0,8fo. 


Esercizio 851. — Una trave AB (fig. 461 a) di ferro a 1 N 16 (disposta con 
l’anima normale al piano del disegno), lunga 4 m, articolata alle estremità, è 
caricata di punta. Il suo punto di mezzo è vincolato al punto di mezzo di un filo 
di ferro di 1 mm di diametro, lungo 5 m, teso fra i punti C e D, che ne ostacola 
la flessione. Determinare P.,. 

Soluzione. Se la trave s’inflette con una freccia f, ad es. verso destra, la metà 
di sinistra del filo deve allungarsi di f, ed esercita perciò 
sulla trave una reazione cf proporzionale all’allungamento 
(c è la forza che lo fa allungare di uno). Il momento 
flettente nella metà inferiore della trave (fig. 461 Db) è 
M=Pn- (cH/2)x; per cui si ha 


VI ESA cd ; flo e AD LI d 
EJn Put 5%» ossia N/= nta 5p®. 
L'’integrale generale è 
n= C0,sen ar + 0, cos ar + a. Fig. 461. 


Per «= 0 e per x= 7/2 dev'essere rispettivamente 7 = 0 ed 7 = f, per cui 
risulta 


So ol = 
%= fa (a! 15)» Va0 


Sostituendo le costanti nella derivata ’ e ponendo n'=0 per x =//2, si 
ottiene la condizione perchè l’equilibrio sia indifferente: 
al al _ 2aP 


(a) 3-t&7=> 


Per facilitare la risoluzione per P, trasformiamola così (al/2 = y): 


v—tgy _2aP. 8 _ 16 _,EJ __16Pg 


(i) P el ad" E nel” 


essendo Pg il carico critico per la trave non vincolata nel punto di mezzo. 

Coi dati dell’esercizio si ha J = 54,7 cm', per cui Pz = 7086 kg, mentre il 
coefficiente del filo è c = 2,1 - 108 - 0,00785/250 = 66 kg/cm. Perciò la (a) di- 
venta 


v_ 467 
= 0,435. 
P 


Risolvendo per tentativi si ottiene y = 2,074; quindi si deduce 


al EJ EJ 
77308, Pa =17,2 7 = LUG 


1,74Pp. 
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Perciò la presenza del debole vincolo elastico (!) costituito dal filo di ferro fa 
aumentare il carico critico del 74 %. 


Esercizio 352. — Determinare il carico critico per una trave lunga 4, vincolata 
con cerniere alle estremità, e avente due tratti estremi, di uguale lunghezza c, note- 
volmente più rigidi del tratto centrale 7, sì che si possano ritenere indeforma- 
bili (18) (fig. 462). 

Soluzione. Riferendo la deformata agli assi x ed 7 della figura, in una sezione 
generica del tratto 1 si ha M = P(7+ cp), essendo 9 l’angolo di ui 
ruotano i tratti estremi; e quindi si ottiene l’equazione 


EJn'=- P(n+ ce), ossia n’=—@amn— dep. 
L’integrale generale e la sua derivata prima sono 
n= 0, senar + O, cosar— ep, n' = a0, cos ar — al, sen ax, 


Per w = 0 dev'essere 7 = 0, 7' = 9, per cui si ha C, = p/a, C, = 69, 
e quindi 


Fig. 462. n" = (cos ar — ac sen ar). 


Il carico P,, è determinato dalla condizione che sia 7 = 0 per a = 1/2; per 
cui dev’essero 


9 (cos 1 — arsen 0) = 0. 


Se p = 0 la trave rimane rettilinea; s’inflette se è nullo invece il secondo fat- 
tore, cioè se si ha 


t al_,3 5 did l 1-20 (0= 4%) 
dea aree iliale Tmeigri 26 Do. * Ti 

Noto , si risolve questa condizione per tentativi, ottenendo il valore di al/2, 
dal quale si deduce P,,. Il risultato si può esprimere con 


per = 0,05 -0,10 - 0,15 - 0,20 - 0,25 - 0,333 - 0,40 risulta = 1,002 - 1,012 - 
1,042 - 1,099 - 1,200 - 1,565 - 2,334. 


Esercizio 853. — Determinare il valore di P,, per una trave incastrata al piede 
e libera in alto, formata di due tratti di momenti d’inerzia diversi (fig. 463 2). 


(1) Questi e altri casi di travi con vincoli elastici supplementari sono studiati in modo più 
ampio nella mia nota: Contributo allo studio della stabilità dell'equilibrio di aste compresse, « An- 
nali d. Lav. Pubbl. », 1929, n. 12. 

, (6) V. la inia ricerca citata nella nota 17. Una soluzione approssimata si trova in T. v. Ki 
MAN: Untersuchungen iber Enickfestigkeit, « Forsch. auf d. Geb. d. Ingenieurwesens », n. 81, 
Berlino, ed. V.D.I., 1910. 


fo 
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Soluzione. a) Le equazioni differenziali della linea elastica nei due tratti a e d 
sono 
EJ n'=P(f—-n),  Eln'=Pj-n). 
Ponendo P/EJ,= aî, P/EJ,= aj, gli integrali generali risultano 


n= €, sen ag 4 C, cosa +f, n 


Cz sen ag + O, cos gr + f. 
La quattro costanti sono determinate dalle seguenti condizioni: per ® = 0 
il primo integrale deve dare 7 = 0 ed 7" = 0; per x = il secondo integrale deve 
dare n= /; pere = ai due integrali devono dare la stessa n. Si ottiene così 
cos q31 c0S Gpl 
sen a,b 


cos ya sen azl 


Ci, 0a I, =] sen qb 


> % 
Infine, il carico critico è determinato dalla condizione che per x = a i due 

integrali diano la stessa 7’: 
af sen ga = 4,03 cos ga — aj0, sen a ; 


ossia, sostituendo le espressioni di 0, e 0, 


(a) tg agtgab= ®. @ 
da 
Noti a, db, Ja, J, si danno a P diversi valori di tentativo, L ») 
fino a soddisfare la condizione (a). _d% 
Il carico si può scrivere nella forma 7 îp 
x EJ, Fig. 463. 
(6) Pr = 7 ui ° A ig 


dove il fattore x dipende dai valori di a/l e di J,/J,. Alcuni valori di x sono dati 
dalla seguente tabella (1°): 


} | D 
dg | 0,2 | 0,4 0.6 | 0,8 
ce z 
0,2 2,80 | 4,22 6,69 | 9,33 
0,4 | 5,09 | 668 8,51 | 9,67 
0,6 6,98 | 8,19 9,24 9,78 
0,8 8,55 | 9180 | 9,63 | 9,84 


b) Nel caso di una trave articolata alle estremità (fig. 463 b) e avente due 
tratti estremi d più esili del tratto centrale a, ciascuna metà di essa si comporta 
come la trave della fig. 463 a). Il valore di P,, è dato dalla (8), ma senza il divi- 
sore 4, e x è dato dalla stessa tabella. 

È evidente che le travi a) e b) sono più adatte delle travi di sezione costante 
per resistere al carico di punta, perchè hanno J maggiore dove il momento flet- 
tente è maggiore (20). 


(*) S. TIMOSHENKO: Theory of elastic stability, New York, Mc Graw-Hill, 1936, peg. 130. 

(**) Per le travi di sezione variabile con continuità si vedano: J. CAasE: The Strength 0f ma- 
terials, Londra, Arnold, 1938, Cap. XIX; J. RATZERSDORFER: Die Knickjestigkeit von Sliben 
und Stabwerken, Vienna, Springer, 1936, 3% parte. V. anche il Cap. XXVI. 
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Esercizio 354. — Determinare il carico critico di una trave di sezione costante, 
mediante una prova a flessione. 

Soluzione. a) Supponiamo che la trave sia articolata agli estremi, ma che non 
si possa impiegare la (396) perchè non si conoscono EeJ. 

Applichiamo in mezzaria della trave una forza P, normale all’asse e misu. 
riamo la freccia f. In tal caso si ha (273) 


i BE " _Pil 
f= 385 da cui EJ min = 8; È 
Sostituendo nella (396), si ottiene 
Lal 1 Ù 
( DA = — — = — 
(402) Poi PT: P, 7 — 0,2P, 7° 


b) Se la trave è incastrata agli estremi si ritrova la (402), perchè il fattore 
numerico dell’espressione (406) di P,, è 47° invece di 7°, mentre il divisore del- 
l’espressione (327) di f è 4 - 48 invece di 48. 

Si può pertanto ritenere che la (402) si possa usare con buona approssima- 
zione anche per travi in condizioni intermedie alle due, cioè imperfettamente 
incastrate e con grado d’incastro sconosciuto (naturalmente la prova si eseguisce 
in opera); ciò che costituisce il pregio più notevole di questo procedimento. 

e) Infine, la (402) si può usare, benchè soltanto in modo approssimato, 
anche per travi di sezione variabile. Ad es., per una trave come quella della 
fig. 463 b), avente a/l = 0,4 e TyJT, = 0,6, il coefficiente numerico di P,, è 
x = 8,19, mentre calcolando f mediante il corollario di Mohr si ottiene il divi. 
sore 6000/143; per cui il coefficiente della (402) risulta 0,1952 invece di 0,2 (er- 
tore in eccesso del 2,46 %). 


Esercizio 355. — Idem, nel caso di una trave in opera, già soggetta a una com- 
vressione P sconosciuta. 

Soluzione. In questo caso il procedimento riesce molto più utile, perchè con- 
sente di determinare di quanto può ancora crescere la compressione P scono- 
sciuta, prima di raggiungere P,, (pur essendo, come prima, sconosciute anche 
le caratteristiche della trave). 

Si giunge nel modo più semplice (?!) al risultato, pensando la trave scom- 
posta in due travi parallele di momenti d’inerzia J, © Js, tali che per la prima 
il carico critico sia P e per la seconda P.,, — P. Così che la prima è în equilibrio 
indifferente, e non richiede alcuna forza trasversale per inflettersi; quindi la 
forza P,, che si applica in mezzaria serve per inflettere la seconda, alla quale 
perciò è applicabile la (402): 

L 
7° 


Come la (402), questa espressione è corretta per le travi prismatiche, artico- 


(403) P.,,- P=-=0,2P; 


(®) L. F6PPL: Aufgaben cus technischer Mechanik; Oberstufe, Miinchen. Oldenbourg, 1932, 
pag. 59. 
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late o articolate alle estremità; ma si può usare con sufficiente approssimazione 
anche per le travi di sezione variabile. 

Il procedimento può servire anche per pilastri verticali in opera, applicando 
a essi una forza P, orizzontale, che si può misurare mediante un dinamometro; 
e, come si è detto, riesce utilissimo specialmente quando non si conoscono le 
caratteristiche del pilastro, le sue condizioni di vincolo e la compressione P alla 
quale è già soggetto. 


Esercizio 856. — Determinare il carico critico per la trave della fig. 455 tenendo 
conto anche dello sforzo di taglio. 
Soluzione. Si ha (n. 275 a) 


M=Pn, da cui ri py, Spy". 


Sostituendo nella (246), si ottiene l'equazione differenziale che tiene conto anche 
della deformazione dovuta al taglio: 


ossia 
P) PA P == 
937 ENI Py64)97 7 


Questa equazione è formalmente uguale a quella del n. 275 a), salvo la diversa 
espressione di af; per cui risulta 


Po — _ 0 Inn 
1- Pory/GA n° 
Da questa relazione si deduce 
si Pr _ 2 EI min 
(404) Pa = ia (Pa = at fino) 


Il carico critico dato dalla (396) (o dalla (408) se si sostituisce 7 con %) risulta 
quindi diminuito, ma in misura insignificante, perchè il divisore di correzione 
differisce pochissimo dall’unità. Invece l’infiuenza del taglio risulta sensibile nel 
caso delle travi a struttura reticolare Cap. XXVI). 


276. Travi vincolate in diversi modi. 


a) Trave incastrata al piede e libera in sommità (fig. 464 a). Questa 
trave si comporta come una metà della trave della fig. 455; perciò, 
se si pensa di svincolarla al piede e di raddoppiare in basso la sua 
lunghezza, alla trave lunga 27 che risulta si può applicare la (396). 
Quindi si ottiene 

EJ min n EI min 


(405) Pa= le “1° RO 
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Si ritrova così l’espressione ricavata nel n. 273 @). 

b) Trave in ita al piede e articolata in 
sommità (fig. 459). È stata studiata nell’esercizio 
349; il carieo P., è dato dalla (401). 

c) Trave incastrata agli estremi (fig. 464 Db). 
La trave s’infiette secondo un’onda completa di 
sinusoide, con due fiessi nei punti r ed s. Gli 
incastri reagiscono con momenti M, tali che 
l'insieme di P e di M, equivale a una P' pas- 
sante per i punti di flesso. Perciò il tratto rs, 
lungo 2/2, si comporta come la trave della fig. 455; 
quindi, applicando la (396), si ottiene 
EI min 
Ue 
Lo stesso risultato si ottiene anche osser- 
| Fig. 464. vando che ciascuno dei quattro tratti lunghi 7/4 
| si comporia come la trave della fig. 464 a); 
per cui a essi si può applicare la (405), con 7/4 al posto di 7 (v. anche 
l’es. 357). 
d) Riassumendo, i quattro casi principali che s'incontrano nella 
pratica sono quelli della fig. 465; e il carico critico vale rispettivamente 
n EJ EJ EJ EJ 
ap pi 29° italo rat) 


(406) ping 


(407) Pa 


Il II si chiama caso fondamentale, perchè è il più frequente. 


P iP P 


I I H Vv 
Fig. 465. 


Nelle quattro espressioni di P,, si può porre lo stesso coefficiente 
numerico 7° del II caso, se si scrivono nel modo seguente 


"3 EJ EJ EJ EI 
(407) Pe=2 go © Papa? ® Pr 


Perciò, se in luogo della vera lunghezza / si considera una lunghezza 


i 
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fittizia lo, detta lunghezza libera di flessione, si può scrivere l’espres- 
sione unica 


(408) Pa = (22) 
essendo rispettivamente nei quattro casi 
(409) he=21,; 4, Oil, 05% 


In pratica, il III e il IV valore di Z, devono essere opportunamente 
aumentati (n. 277 a). 


Esercizio 857. — Determinare direttamente il carico critico per una trave 
vincolata come nel IV caso (fig. 464 b). 

Soluzione. Gli incastri reagiscono con un momento M,, per cui in una sezione 
generica è M=Pn— M;; quindi si ha 
CIPE SI 


w=- qrtajg= nt, 


e l'integrale generale è 
n= €, sen ar + C, cos ax + 4 A 
Per 2 = 0 dev'essere 7 = 0 ed 7' = 0, da cui C, — 0 e 0, = — 0/a8; e perciò 
n= i (1— cos ar). 


Il carico P,, è determinato dalla condizione che sia 7 = 0 per x = 1 (oppure 
dalla condizione che sia 7 = 0 per x = 1/2). ossia (0/a)(1 — cos al) = 0. Se fosse 
6/a = 0, la trave rimarrebbe rettilinea; quindi dev'essere 


1- cosaà=0, da cu @d=2x, P.,,= 42 og 5 


Esercizio 858. — Determinare il carico critico per una trave avente le estre- 
mità incastrate, ma libere di spostarsi trasversalmente (fig. 466 a). 

Soluzione. La trave si deforma come mostra la figura; se 3; è il momento col 
quale reagiscono gli incastri, in una sezione generica si ha M = Py M, e 
quindi 

ice 
di Ei" EJ 


an +0. 


L’integrale generale, le costanti C,, C, e l'equazione della linea elastica hanno 
le stesse espressioni trovate nell’esercizio 357. 


(*) Questo valore limite del carico critico si indica spesso con Py (carico critico di Eulero) 
per distinguerlo dall’effettivo carico critico P, che provoca il collasso della trave, il quale, per 
diverse circostanze (n. 278 d), può essere minore di P,. 
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Il carico P,, è determinato dalla condizione che sia y' = 0 per 2 = 1; ossia 
(0/a) sen al = 0. Se fosse 0/a = 0, la trave rimarrebbe ret- 
tilinea; quindi dev'essere 


senal= 0, da cui Pa= > 


come per la trave del II caso. 

Allo stesso risultato si giunge osservando che ciascuna 
metà della trave si comporta come una trave del I caso; 
per cui vale la relativa formula, con //2 al posto di 1. 

Questa condizione di vincolo si ha nel caso di più pi- 

Fig. 466. lastri incastrati alla base e vincolati in sommità a una 

trave di grande rigidezza, libera di spostarsi orizzontal- 

mente (fig. 466 b). Se invece la trave non potesse spostarsi, i pilastri sarebbero 
vincolati come nel IV caso, e P., sarebbe quattro volte maggiore. 


Esercizio 859. — Le due aste verticali di un telaio (?*) rettangolare (fig. 467) 
sono compresse da due forze uguali P. Determinare il valore di P.,. 
Soluzione. a) Se l'asta orizzontale superiore non è libera di spostarsi oriz- 


p 
M 

a) 

Mo lp P 
Fig. 467. 


zontalmente rispetto a quella inferiore, l’instabilità si manifesta con deforma- 
zione simmetrica (fig. 467 a). In tal caso si ha M = Py — M,, e quindi 


y'=— (P/[EJ)p+ MEJ, ossia n'=—@n+0; 
n = C,senax+ C; cos ar+ 0/8. 
Per x = 0 dev'essere n = 0, per cui 0, = — 0/a?; per ® = 1/2 dev'essere 7° = 0, 
per cui C, = — (0/a?) tg (al/2). Quindi l’esprresione di 7’ risulta 
0 al 
IAS 03 & Lo 
Vi (tg 3 008 ax — sen ar). 


Infine, per « = 0 dev'essere 7' = p, dove pg = Mj,/2E,J, è l'angolo di cui 
ruotano le estremità delle travi orizzontali per effetto delle coppie M;; per cui 


(*) Per la stabilità dei telai si veda, ad es., il $ 19 del volume di J. RATZERSDORFER citato 
nella nota 20. 
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si ottiene la condizione 


i EJl, al Gi al 


2 EJl 2 Ga 


(G. Gi pesi elastici) 


Se la rigidezza delle aste orizzontali è molto minore di quella delle aste ver- 
ticali (G, molto maggiore di G), tg (al/2) ha un grande valore negativo e al/2 
è poco maggiore di x/2; quindi P,, risulta poco maggiore di quello corrispon- 
dente al II caso (n. 276 d). Nel caso opposto (G, molto minore di G), tg (al/2) 
ha un piccolo valore negativo e al/2 è poco minore di x; quindi P,, risulta poco 
minore di quello corrispondente al IV caso. 

Se G1= G, e in particolare se il telaio è quadrato e le quattro aste hanno 
la stessa sezione, si ha 

tg = S, d = 2,029, P.,= 16,47 52, L= 0,7741. 

b) Se l’asta orizzontale superiore può spostarsi orizzontalmente, il telaio 
cede come indica la fig. 467 b), e si ha ancora M = Pn — M;; quindi si ritrova 
la stessa equazione differenziale, e l’integrale generale è lo stesso del caso a). 

Per x = 0 dev'essere 7 = 0 ed 7 = g, per cui 0, = — 0/a?, C, = g/a. Inol. 
tre, per x = ! dev'essere 7’ = g, per cui, ponendo (303) g = M,l;/6E,J1, si ot- 
tiene la condizione 


Se G,= G, e in particolare se il telaio è quadrato con le aste della stessa 
sezione, si ha 
al 1 al al EJ 


o =3 7° 5 = 1192, Par = 5,687» lb = 1,3181. 


Esercizio 860. — Determinare P,, per una trave prismatica caricata di punta, 
articolata alle estremità e impedita di spostarsi 


in un punto € intermedio (fig. 468) (2). P P 
Soluzione. Se l, + la, l’inflessione provoca due A i B 
reazioni V, e V, normali all’asse, dello stesso ” A i n 


ie 13 
senso, e legate dalla relazione Vl, = Val, che UnA 
risulta annullando i momenti rispetto a 0. Fig. 468. 


Assunti i due sistemi di assi indicati nella 
figura, in un punto generico di ciascuna campata si ha M, = Pn1+ Vity 
My = Pg + Vo; quindi risulta 


EImn"=— Pm Vit,  EIn"" = — Pm Vota 3 
V, 
n= 0; sen ax + Dj cos ax; P x, = Ca sen ar, + D, cos ax, P dog 


(*) Per un esame più esteso della stabilità delle travi continue, con appoggi rigidi o ela- 
stici, si vedano, ad es., la parte 6° del volume di J. RATZERSDORFER (nota 20) e i nn. 19 e 20 
del volume di S. TIMosHENKO (nota 19). 
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Per x, = 0 e per 2,= 0 dev'essere y, = 0 ed 73= 0, per cui D=D,=0. 
Inoltre per x, =, e per 2, =, dev'essere 7, = 0 ed 73=0, per cui 0, = 
= V,l,/P sen al, e C, = Vl./P sen al,. Quindi si ottiene 

Vi ( L Vi ( ly 


sen ax, — ® Ù - 
Mm P\sen al, % ) * #7 P\sen aly 


sen a%a a) . 


Infine, la tangente alla linea elastica in O dev'essere unica, per cui n5(1,) — 
= — n5(l,). Risulta così fra le incognite V, e V, il sistema di due equazioni 
lineari omogenee 


Vil Vil =0 
V,(al, cig al, — 1) + Vs(al, ctg all — 1)= 0. 
La soluzione V, = Y, = 0 corrisponde alla trave rettilinea e non interessa. Il 


sistema ammette altre soluzioni, ossia la trave s’inflette, se è nullo il determi- 
nante dei coefficienti; cioè se è soddisfatta la condizione 


al.(ctg al, + cig als) = hth 2 


Se si pone Z, = %l,, la condizione d’instabilità diventa 


1+% 


(a) al, (ctg al, + ctg kal,) = E° 


Noto %, si ricava per tentativi la più piccola radice al,, dalla quale si ha P.se 
Ad es., per k= 2 si ottiene al, = 1,928, e quindi 
EJ EJ EI 


Par= 3,727 = 1407 = 83575: 


per % = 1,5 si ottiene al, = 2,426, e quindi gli stessi coefficienti diventano rispet- 
tivamente 5,89 - 13,2 - 36,8 (29). 


277. Osservazioni. 


a) I quattro casi considerati nel n. 276 sono ideali, perchè in 
pratica le supposte condizioni teoriche di vincolo sono di solito 
lungi dall’essere realizzate, non avendosi nelle ordinarie costruzioni 
delle cerniere e degli incastri pressochè perfetti. Perciò riesce incerto 
assegnare a una trave la giusta lunghezza libera di flessione l, da intro- 
durre nella (408). Nel I e nel II caso queste imperfezioni hanno poca 


(3) Per X = 1 si può essere indotti a ritenere che sia ctg Xal, = ctg al,, per cui si otterrebbe 
la soluzione al, = 4,4934 e P,, = 2r*EJ/lî = 8=*EJ/L?; soluzione che varrebbe se le due cam- 
pate s’inflettessero dalla stessa parte, con la tangente in C coincidente con l’asse x (III caso). 
In realtà però ctg al, è sempre di segno contrario a ctg Kal,, per cui la (a) è soddisfatta per 
al, = x, diventando essa 7(— 0 + 0) = 2; quindi la più piccola soluzione è Py = EJ? = 
= 4R'EJ/L*® (n. 275). 
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importanza; anzi nel II l'attrito delle cerniere è favorevole alla sta- 
bilità. Invece nel III e nel IV caso non è lecito assumere L = 0,77 ed 
ln = 0,57, perchè ciò equivale a fare assegnamento su incastri perfetti, 
e quindi su di un valore di P., doppio e quadruplo di quello del caso 
fondamentale; mentre in realtà i cedimenti immancabili degli incastri 
riducono il valore di P.,, e quindi obbligano ad assumere 4 tanto 
maggiore quanto più gli incastri sono incerti. Talvolta si studia l’effet- 
tiva influenza degli incastri (es. 359); perciò di solito si assume invece 
lo = 0,807 nel III caso, ed 4, = 0,707 + 0,751 nel IV. 

Nel caso delle aste delle travi reticolari, i vari tratti del corrente superiore 
compresso si comportano come fossero articolati alle estremità, benchè siano 
continui coi tratti adiacenti, perchè si deformano come nella fig. 469 (v. nota 25); 
perciò si assume Z, = l, trascurando il lieve impedi- 


mento alla rotazione opposto dalle aste di parete, 
perchè meno rigide dei correnti. Invece per le aste 
di parete compresse (montanti o diagonali), vincolate 


ai correnti che hanno maggiore rigidezza, si assume Fig. 469. 
L= 0,81 (88). 

Si noti inoltre che le travi tozze sono meno sensibili di quelle snelle all’azione 
benefica degli incastri (nn. 280, 281 d); per cui un eventuale errore nella valu- 
tazione di , ha un’importanza tanto minore quanto meno ia trave è snella. 


b) Calcolato il carico critico, il carico P che si può applicare con 
sicurezza alla trave è una frazione di P., 
Pa 


(410) Pa, 


essendo s il grado o coefficiente di sicurezza (n. 14 a). Il valore di s 
dipende dall’importanza che l’asta compressa ha nella costruzione di 
cui spesso fa parte e dal carattere della costruzione stessa. Per le travi 
di ferro si assume di solito s = 3 + 4, che si riduce a 2,5 quando pre- 
vale il fattore economico. Per le travi di legno si assume 

s=8- 10. 
c) Per aumentare la stabilità delle travi caricate di 
punta è necessario aumentare il momento d'inerzia Jm;, 
4 i della sezione, e far sì che i due momenti principali d’inerzia 
vie. «10. Gifferiscano poco fra loro. Perciò non sono convenienti le 
ordinarie travi a T, perchè Jmaz/Imin Varia da 14 (N 10) 
a 28 (N 50); e nemmeno le travi ad ali larghe, perchè Jmaz/Jmin Si 
aggira intorno a 3,3 fino al N 30 e giunge a 9,5 per il N 50. Sono 
invece indicate le sezioni circolari cave e le sezioni a cassone (fig. 470). 


(#) Ulteriori notizie intorno alla lunghezza 7, da assumere in vari casi pratici si trovano 
, nei $$ 27 e 28 del 1° volume dell’opera di F. BLEICH: Stahlhochbauten, Berlino, Springer, 


s 


va 
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In esse conviene aumentare le dimensioni e diminuire lo spessore, senza 
però esagerare, altrimenti possono manifestarsi delle instabilità locali o 
ingobbimenti delle pareti troppo sottili (v. Cap. XXVI). 

Se la trave è costituita da più ferri accostati (ad es., da due ferri 
a |_ o a [C), essi devono essere collegati saldamente fra di loro a brevi 
intervalli, affinchè costituiscano realmente una trave unica di rigidezza 
maggiore della somma delle due. 

d) Il carico critico dipende dal modulo E di elasticità (408) e non 
dal carico di rottura o, del materiale. Perciò non conviene impiegare 
acciai ad alta resistenza, molto più costosi del ferro, perchè E è pochis- 
simo diverso (per il ferro omogeneo si ha E = 2-10% + 2,1 - 10° kg/emq 
e per gli acciai 7 = 2,1 - 109 — 2,2 + 10° kg/cmq). 

Non si può dire lo stesso quando il carico ha una sensibile eccentri- 
cità, perchè allora il problema è di resistenza piuttosto che di stabilità 
(nn. 272 d e 278 d, e), e per le travi poco lunghe (n. 282 b). In questi casi 
la resistenza dipende principalmente dalla tensione di snervamento 0,. 


278. Limiti di validità della formula di Eulero. 


a) Dalla (408) risulta che, a parità di EJm:n, il valore di Pe è pic- 
colo per le travi lunghe e grande per le travi corte. Per conseguenza 
una trave molto lunga s’inflette quando la tensione o è ancora molto 
bassa. Invece una trave molto corta s’infletterebbe, secondo la (408), 
quando oc ha raggiunto valori molto elevati, superiori alle tensioni di 
snervamento e di rottura, e perciò incompatibili con la resistenza. 
Giò è dovuto al fatto che la formula di Eulero dà il carico che fa 
inflettere la trave per instabilità dell'equilibrio elastico, e non prevede 
la possibile rottura per schiacciamento. Pertanto, quando si fa uso della 
(408) bisogna aver presente anche la seconda possibilità, perchè se 
or = Pr/A risulta maggiore del valore di rottura (o meglio di sner- 
vamento, n. 282 b), la trave cede per schiacciamento prima che per 
flessione. 

Ad es., per una barretta di ferro lunga m 1,00, di sezione circolare di em 0,5 
di diametro, risulta Pg = 6,36 kg e og = 32,4 kg/cmq; mentre per una barretta 
lunga m 0,25 e di cm 2,0 di diametro si trova Pg = 26045 kg e op = 8290 kg/emq. 

3) Inoltre, la ce non deve superare la o, al limite di proporziona- 
lità, altrimenti l’instabilità si verifica quando non vale più la legge 
di Hooke, che è il principale fondamento della teoria delle travi inflesse, 
e quindi la formula di Eulero (408) non è valida. Dalla (408) si deduce 


Pe EI min a FO min, 
0 quieti cagare 
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ossia 
(411) or = wi, 
essendo 
(412) à lo (A rapporto di snellezza) 


ta Omin > 
Affinchè l'instabilità avvenga nel periodo elastico, ossia affinchè la for. 
mula di Eulero sia valida, dev'essere 


da cui 
E 
(413) 2> aa = Ri 


Per il ferro omogeneo, ritenendo in media £ = 2,1 + 10° kg/cmq e 
o, = 2100 kgjemq, risulta Z.;n = 100. Per gli acciai si ha Ain = 80-90. 
Per la ghisa si ha in media Z;;m = 80, e per il legno Arm = 100. 

I valore A;m = 100 (ferro, legno) corrisponde per sezioni circolari di 
diametro d a l = 254, e per sezioni rettangolari di lato minore d a 
L= 290. 

e) Quando 4 > Aim e quindi ce < 0», si può applicare con sicurezza 
il carico P = Pg/s, senza che occorra preoccuparsi del valore di o. 
Infatti, si ha 0 = 0r/s, che per s =3 - 4 è certamente minore del 
carico di sicurezza k; e quindi è assicurata anche la resistenza allo 
schiacciamento. 

d) Infine, anche rimanendo nel campo delle travi snelle (A > Aim), 
non si deve dimenticare che la trave rimane rettilinea finchè P < Pr 
solo quando siano verificate le ipotesi di assoluta perfezione fatte nel 
n. 274 b). Quando invece il carico non sia perfettamente assiale, oppure 
la trave non sia perfettamente rettilinea e omogenea, o agisca qualche 
forza trasversale, la flessione si manifesta anche per piccoli valori di 
P, e cresce con P fino a diventare illimitata quando P = Pr. In questo 
caso, se le imperfezioni sono sensibili, la trave cede generalmente sotto 
un carico P., < Pr, perchè, causa la flessione, la Ome» raggiunge la 0, 
di snervamento, e quindi la flessione prosegue anche se P non cresce 
più. Quindi la (408) dà il valore limite del carico che la trave può sop- 
portare, quando si usi ogni cura per eliminare le imperfezioni; valore 
che si è indicato con Pr (nota 22). 

e) Pertanto, il problema delle travi caricate di punta presenta 
il duplice aspetto della stabilità (problema fisico) e della resistenza 
(problema pratico). Prevale il primo aspetto quando le imperfezioni 
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sono molto piccole e la trave è snella, e predomina il secondo quando 
le imperfezioni sono considerevoli, o la trave è tozza. 

Nei casi in cui l’eccentricità del carico o la curvatura della trave 
siano valutabili, si procede come nel n. 272 o come nell’esercizio 350. 
Quando si tratti degli inevitabili difetti dei ferri del commercio, si può 
assumere un’eccentricità probabile equivalente e che li comprenda 
tutti. Molte ricerche sono state fatte in questo senso, specialmente 
in America. Ad es., si può assumere in media (?°). 


e =1/500 + 5/50, 


essendo Z la lunghezza della trave e è la dimensione della sezione nel 
piano di flessione. 

Quando si prevedano inoltre difetti locali, oppure siano da temere 
indebolimenti dovuti alle trascorse vicende subite dal materiale, come 
ad es. ai processi di lavorazione, è prudente aumentare il grado di si- 
curezza s del 10 - 20 %. 


279. Il comportamento sperimentale delle travi caricate di punta. 


a) Secondo i risultati del n. 275, in una trave di snellezza 7 > Ziim 
la legge di dipendenza della freccia f dal carico P crescente dovrebbe 
essere rappresentata dalla linea 0ab (fig. 471): 
cioè la freccia dovrebbe rimanere nulla finchè 
P<Per; manifestarsi improvvisamente quando 
P = Pe, poi crescere rapidamente anche per 
piccoli aumenti di P. 

In pratica non è possibile realizzare in 
modo assoluto le condizioni di perfezione sup- 
poste dalla teoria; per cui la flessione comin- 
cia a manifestarsi per carichi P minori di Pg 
(tanto minori quanto maggiori sono le imper- 
fezioni), e cresce da prima in modo lento, poi in modo sempre più ra- 
pido quando P si accosta a Pz. Quindi la dipendenza di f da P rilevata 
sperimentalmente è rappresentata da una linea come 0c. 

Tuttavia, mediante numerose esperienze eseguite nel modo più 
accurato (*) si è potuto ottenere l’inizio sensibile della flessione per 
carichi che differivano dell'1 - 2 % dal valore Pr (®). 


Fig. 471. 


(#) E. H. SaLMoN: Columns, Oxford, University press, 1921. 

(88) T. v. KARMAN: Untersuchungen iiber Knickjestigkeit, « Forschungsarb. a. d. Geb. d. Ing. », 
n. 81, Berlin, V.D.I., 1910. 

Esperienze più recenti eseguite nel Laboratorio di Berlino-Dahlem hanno dato ditferenze 
‘ancora minori (meno dell’1 %). 

(#*) Queste approssimazioni non sono frequenti nelle verifiche sperimentali delia Scienza 
delie costruzioni, perchè i risultati dipendono di solito dalle tensioni di snervamento o di rot- 
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b) Se la barra è molto snella, cioè se Z è notevolmente maggiore di 4;;n 
(e quindi il comportamento è elastico anche dopo l'instabilità), si deve far ere- 
scere P oltre Py per ottenere grandi frecce, in accordo con quanto si è detto nel 
n. 275 b). Quindi risultà una curva come la Od. 

Se invece è 7 < Zi», quando si è raggiunta l’instabilità non è più necessario 
aumentare ancora P oltre P,, per far crescere f, ma P si può anche diminuire, 
causa il progressivo diminuire di £ al crescere della tensione dovuta alla flessione. 
Inoltre, per lo stesso motivo, il valore massimo raggiunto da P è minore di Pg 
se l’eccentricità o la curvatura sono sensibili, in misura che dipende da queste, 
e che è maggiore per le travi tozze (curva 0e). 


280. Le travi corte o tozze. 


Se la snellezza 7 della trave è minore di A,;m (travi corte o tozze), 
l'instabilità al carico di punta si manifesta quando il materiale ha già 
cessato di seguire la legge di Hooke. Perciò il valore Pz dato dalla 
(408) non è valido, e si ha invece P., < Pr @ 09 = Pu/A < or 

Anche in questo caso è possibile determinare P., per via teorica, 
tenendo conto del valore variabile di E (n. 285). Tuttavia, in pratica 
si preferisce usare qualcuna delle numerose formule empiriche che sono 
state proposte, formule che interpretano i risultati delle copiosissime 
ricerche eseguite da molti sperimentatori, e delle quali esporremo le 
più importanti nei nn. che seguono. 

Come si è già accennato (n. 277 a), per queste travi l’influenza be- 
nefica degli incastri è piccola, perchè, essendo c., già prossima al suo 
valore praticamente massimo o., la riduzione di Z dovuta agli incastri 
può far crescere poco c., e non nella misura indicata dalla (411) 
(v. n. 281 d). 


281. Travi corte: formule lineari. 


a) Formule di Tetmajer. La più semplice relazione proposta fra Ger 
e A è la formula lineare del tipo 


(414) cs =a— bi, 


dedotta principalmente dalle numerosissime esperienze di Tetmajer (9°), 


tura, che variano sensibilmente nei diversi campioni di uno stesso materiale. Invece le verifiche 
di casi d’instabilità possono dare le migliori approssimazioni, quando si usi ogni cura per ridurre 
al minimo le cause d’errore, perchè i risultati dipendono soltanto dalla rigidezza EJ della trave, 
che si può determinare con la più grande esattezza mediante alcune prove preliminari di flessione. 

(®) L. v. TETMAJER: Die Gesetze der Knickungs- und der zusammengesetzien Druckjestiglicit 
der technisch wichtigsten Baustoffe, Zurigo, 1896; Lipsia e Vienna, 1903. 
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che riassunse i risultati nelle espressioni seguenti: 


Ferro omogeneo co. = 3100 — 11,47 per  < 105 

PI Ferro saldato Cer = 3030 — 12,97 » A<112 
(415) 

Legno . Co = 293 — 1,947 » 4 <100 

Ghisa Cer = 7760 — 1207 + 0,537» Z< 80 


(La ghisa si scosta dalla relazione lineare.) 
Per 4 > Aim Tetmajer trovò per gli stessi materiali le seguenti 
espressioni, corrispondenti alla (411) 


21220000 19740000 987000 9870000 
VE] ’ DE) ’ DE) , pe] hl 
Per 4 = Aim le (415) e le (416) sono circa equivalenti. 


(416) oc,=o£= 


17] 50 100 105 150 200 À 


Fig. 472. 


Nella fig. 472 è rappresentata per il ferro omogeneo la relazione 
fra cr € Z, che per Z > Ziim è l’iperbole cubica (411) di Eulero. 
3) Per applicare le (415) si fissa il coefficiente di sicurezza s e si deduce il 


carico di sicurezza ridotto k, = cy/s. Ad es., per il ferro omogeneo, assumendo 
s = 3,5 come suggeriva Tetmajer, si ha 


k, = 886 — 3,267 per 7 < 105 
%k, = 6060000/72 » 2> 105 


Quando la sezione è nota, si conoscono 7 © Omins © quindi anche 7 e 0,,: 
se si cerca il carico P, si fissa s, si deduce k,, e si ha P= k,4; se si conosce P, 
si calcola k, = P/A, e si ottiene il coefficiente di sicurezza della trave s = Corlky 
Quando invece la sezione è incognita, si fissa un valore di tentativo per 4, me- 
diante il quale si calcolano 0, e X, e quindi A = P/k,, da cui si deduce 0mins 
se 4= l/@min è uguale al valore di tentativo, il problema è risolto, altrimenti 
si Fipete il calcolo. Più semplicemente, si può fissare una sezione di tentativo, 
calcolare k, = P/A, e 0,, mediante le (415), quindi dedurre il coefficiente di sicu- 
TeZZA 8 = Oprfk, che si consegue. 

Questo procedimento impiega un grado di sicurezza s costante per ogni 
valore di 4, mentre per i moderni materiali ferrosi e per gli acciai è preferibile 
adottare un s maggiore per le travi lunghe e minore per quelle corte. 
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c) Formule delle ferrovie italiane (*). Nelle costruzioni delle fer- 
rovie italiane si adottano le seguenti espressioni, che danno il carico 
di sicurezza ridotto per il ferro omogeneo 


f k,=k per A<30 
(417) k, = k(1,207 — 0,00697) =» 30<4< 105 
| k, = k(5300/22) » A => 105 


essendo % il carico di sicurezza ordinario. 

Per 4 compreso fra 30 e 105 l’espressione di %, è del tipo lineare, 
ma presenta un grado di sicurezza variabile, che è circa 4 per Z = Aim 
(se si assume % = 1000 kg/cmq) e diminuisce fino a diventare circa 
uguale a 2,5 rispetto a o, per Z = 30. Per Z > 105 l’espressione di %, 
è dedotta dalla (416) per s = 4. Se si assume % = 1200 — 1400 kg/emq, 
s risulta minore. 

d) Anche le (415) confermano la scarsa influenza che hanno le diverse con- 
dizioni di vincolo degli estremi sul valore di P,, quando la trave è tozza (n. 280). 
Ad es., una trave di ferro omogeneo di lunghezza effettiva 1 = 60 om; ha la 
snellezza Z = 60 se gli estremi sono articolati, e 7 = 30 se sono perfettamente 
ineastrati; perciò la prima delle (415) dà nei due casi 


0, = 3100 — 11,4 + 60 = 2416 kg/emq 
0, = 3100— 11,4: 30= 2758» 


Perciò gli incastri, anche supposti perfetti, fanno aumentare c,, soltanto nel 
rapporto di 1 a 1,14 anzichè di 1 a 4; e anche meno se sono imperfetti. 


Esercizio 861. — Si vuol caricare di punta un ferro a T N 12 ad anima alta, 
«ungo m 2,00 e articolato alle estremità, con P = 20 t. Determinare il grado 
di sicurezza. 

Soluzione. Si ha A = 29,6 cmq, Jmin = 178 emi, min = 2,45 cm, Z4= 
= 200/2,45 = 81,6. 

La prima delle (415) dà 


0, = 3100 — 11,4 - 81,6 = 2186 kg/emq . 
Quindi si ottiene P,, = 2186 - 29,6 = 64700 kg, e risulta s = 64700/20000 = 3,23. 


Esercizio 862. — Un pilastro alto m 5,00 e articolato agli estremi è costi- 
tuito da una trave a T N 28 ad ali larghe. Calcolare il carico che può soppor- 
tare secondo le formule delle ferrovie italiane e determinare il grado di sicurezza 
rispetto alle formule di Tetmajer. 


(®!) Norme tecniche riguardanti le opere metalliche che interessano le jerrovie pubbliche, Decr. 
Min. 6 maggio 1916, « Gazzetta uff. del Regno », 31 maggio 1916. Contengono anche le formule 
per il ferro agglomerato e per la ghisa. 
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Soluzione. Si ha A = 131,8 cmq, Jmin = 5671 Ccmi, Omin = 6,56 cm, 7= 
= 500/6,56 = 76,2. 
Il coefficiente di riduzione della seconda delle (417) risulta 


1,207 — 0,0069 - 76,2 = 0,681. 


Quindi, assumendo % = 1000 kg/cmq oppure % = 1200 kg/emq, si ottiene rispet- 
tivamente 


%k,= 0,681 - 1000 = 681 kg/emg, —%,= 0,681 - 1200 = 817 kg/emq ; 


ossia 
P = 681 - 131,8 = 89756 kg, P = 817 - 131,8 = 107680 kg. 
La prima delle (415) dà 
Ger = 3100 — 11,4 - 76,2 = 2231 kg/emq ; 


quindi il grado di sicurezza risulta nei due casi 


282. Travi corte: formule paraboliche. 


a) Per i moderni materiali ferrosi si è dimostrata più opportuna 
la formula parabolica del tipo 


(418) o, =0— di, 


proposta da Johnson e sostenuta da Ostenfeld (?°). In essa si assume 
di solito e = 0,, e si sceglie d in modo 
che la parabola (mo a tratti nella 
fig. 473) incontri l’iperbole di Eulero 
nel punto di ascissa Z;;m; ciò che è 
giustificato da quanto è detto in b). 
b) Per i materiali ferrosi che presen- 

tano un carico di snervamento 0, netta- 
“ ; mente marcato, si può considerare questo 
o 50 60 100 150 20 come il limite superiore di 0;, per piecoli 
Fig. 473. valori di Z. Esperienze molto accurate (#3) 

hanno poi dimostrato che per questi mate- 

riali 0, differisce pochissimo da o, anche per valori considerevoli di 7. (Per con- 
seguenza, per le travi corte sono preferibili gli acciai aventi c, elevato; n. 277 d). 


(5) JT. B. JoHNSON: Modern framed structures, pag. 148, New York, 1894. 

À. OSTENFELD: Exzentrische und zentrische Knickfestigkeit, « Zs. V.D.I. +, 1898, pag. 1462; 
@ la nota successiva in «Zs. V.D.I. », 1902, pag. 1858. 

(3) W. ReIN: Versuche zur Ermittlung der Knickspannungen fiir verschiedene Baustihle, Ber- 
lino, Springer, 1930. 


SFORZO NORMALE E FLESSIONE 503 


Perciò le Norme delle ferrovie tedesche prescrivono una relazione fra c,, e 7 
rappresentata da una retta orizzontale mn (fig. 473) di ordinata o,, = 0, per 4 
compreso fra 0 e 60, da una retta no che incontra l’iperbole di Eulero nel punto 
di ascissa Z1;m = 100 per 4 compreso fra 60 e 100, e da questa iperbole per Z > 100. 
Per i materiali tipici usati in Germania, cioè ferro omogeneo (St. 37), acciaio al 
carbonio (St. 48), acciaio al silicio (St. 52), definiti dalle seguenti caratteristiche 


St. 37 o,> 3700 kg/emq , o;> 2400 kg/cmq 
St. 48 o,= 4800 » os> 3120 » 
St. 52 o,> 5200 ® o,> 3600 % 3 


le relazioni prescritte sono (in kg/emq) 


2< 60 60< 2< 100 2> 100 
{ St. 37 G,,= 2400, 2890,5— 8,1757, 20730000/72 
(419) St. 48 0, = 3120, 4690,5— 26,1754, » 
St. 62 G,,= 3600, = 5890,5— 38,175, » 


Nella fig. 473 è rappresentata la relazione fra 0, e 4 per il ferro omogeneo. 
La parabola (418), mo nella fig. 473, può sostituire la bilatera mno molto me- 
glio della congiungente rettilinea mo di Tetmajer. 
e) Per questi materiali si rappresenta il carico di sicurezza ridotto %, me- 
diante un’espressione del tipo (418): 


(418,) k,= 0, dl, 

scegliendo e, e d, in modo che il coefficiente di sicurezza risulti s = 1,71 per 
2= 0 eds = 3,5 per 7 = 100, rispetto al c,, dato dalle (419). In tal modo, indi- 
cando con ky il particolare valore del carico di sicurezza uguale a 0,/1,71, si 
ottiene 


ce 
ini 


© 


h, è 1 (e a, 


10000 \1,71 3,5 


Quindi per 7 compreso fra 0 e 100 si ha 


f St. 37%, = 1400 — 0,08087? 
(420 St. 48° %,= 1820 — 0,12287? 
| St. 52 %,= 2100— 0,150878. 


Per 7> 100 si conserva s = 3,5, per cui si ha 
(421) k, = 5920000/7? . 


Nella fig. 473 è rappresentata anche la relazione fra K, e 7. 


283. Il metodo @. 


a) È un metodo molto semplice, applicabile indistintamente per 
qualunque valore di 7 (cioè per travi snelle o tozze), che è stato dedotto 
dai concetti informatori delle (420) e (421). Esso è prescritto in Ger- 


n 


È 
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mania dalle Norme ufficiali fino dal 1925, e viene usato anche in altri 
paesi per la sua semplicità. 
Il coefficiente ® è definito da 
k 
422 Sei 
(422) o=% 
Perciò, noto , se si adotta il carico di sicurezza lo = 0;/1,71 (%y - 
1400 kg/cmq per il ferro omogeneo), il carico ammissibile è dato da 


A 
(423) P=kA= te ; 
oppure la sezione necessaria è data da 
P. P 
(424) 4=%=% 


Se invece nelle (423), (424) si adotta un carico di sicurezza % diverso 
da ko, il coefficiente di sicurezza (n. 282 c) risulta modificato in (Xy/k)s. 

Infine, quando sono dati A e P, il carico di sicurezza equivalente 
(relativo a Z = 0) e il coefficiente di sicurezza risultano 


P pg A 
(425) k= ve) sS=7S. 
I valori di @ stabiliti dalle Norme tedesche per i diversi valori di 7 
e per i tre materiali suddetti (n. 282 3) sono i seguenti: 


| ] { I 
7 | 037 | 0g | ©59 7 037 | dg | og | 7 ®3g7 Vagl 52 


0 | 1,00 | 1,00 | 1,00 90 | 1,88 | 2,21 | 2,39| 180) 7,66| 9,96 11,49 
10 | 1,01 | 1,01 | 1,01 | 100 | 2,36 | 3,07 | 3,55 | 190] 8,54|11,10|12,80 
20 | 1,02 | 1,03 | 1,03 | 110 | 2,86 | 3,72 | 4,29] 200| 9,46 | 12,30 | 14,19 
30 | 1,05 | 1,06 | 1,07 | 120 | 3,41 | 4,43 | 5,11 | 210 | 10,43 | 13,56 | 15,64 
40 | 1,10 | 1,12 | 1,13 | 130 | 4,00| 5,20 | 6,00: 220 | 11,45 | 14,88 | 17,17 
50 | 1,17 | 1,20 | 1,22 | 140 | 4,64 6,03 | 6,95| 230 | 12,51 | 16,27 | 18,76 
60 | 1,26 | 1,32 | 1,35 | 150 | 5,32 | 6,92| 7,98! 240 | 13,62| 17,71 | 20,43 
70 | 1,39 | 1,49 | 1,54 | 160 | 6,05 | 7,87 | 9,09 250 | 14,78 | 19,22 | 22,17 
80 | 1,59 | 1,76 | 1,85 | 170 | 6,83 | 8,89 | 10,25 


Per valori intermedi di 7 si ricava © mediante interpolazione li- 
neare (*). Nelle opere di notevole importanza non è consigliabile impie- 
gare travi aventi Z> 150. 

b) Definito il significato (422) di ©, se ne potrebbero fissare i valori rica- 


vando k, da una qualunque delle formule empiriche proposte (v. nn. 281 b, c, 


(*) Tabelle che danno © per À variabile di decimo in decimo si trovano nel manuale Staht 
‘im Hochbau, Berlino, Springer. 
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282 c, 284 a). Per i motivi detti nel n. 282 b), le Norme tedesche hanno mante- 
nuto gli stessi criteri ai quali sono informate le (420), (421); quindi, per 7 com- 
preso fra 0 e 100, si ha 


calice 
© ke dè i- (dJk)®° 
ossia 
ciato 
© 7 1 0,0000577%8 
; de da 
(426) Î 48 7 1 0,00006754? 
1 


52 Z T_ 0,000071872” 
mentre per > 100 si ha 
Fo 
7 5920000/72 * 
ossia 
(426,) com = 0,0023647, c0,s = 0,000307478, cz = 0,00035477?. 


c) Le nuove Norme tedesche del 1940 hanno modificato i valori di ©, 
fissando i valori di un 0',, pratico, minore di 0,, teorico, per tener conto degli 
inevitabili difetti che si hanno in pratica, e deducendone &,, e quindi @, me- 
diante un coefficiente di sicurezza costante s = 1,71. I valori prescritti di w 
per il ferro omogeneo e per l’acciaio al silicio sono i seguenti: 


Î | I 
à 037 sa à 37 Oss à Lar Usa 


20 1,016 1,021 100 2,256 2,953 180 6,218 8,675 
30 1,042 1,060 110 2,612 3,478 190 6,897 9,626 
40 1,090 1,135 120 3,011 4,059 200 7,595 10,619 
50 1,168 1,264 130 3,453 4,694 210 8,333 11,688 
60 1,288 1,462 140 3,928 5,381 | 220 9,125 12,811 
70 1,455 1,734 150 | 4,444 6,122 230 9,959 14,008 
80 1,674 2,077 160 5,000 6,923 240 | 10,811 15,190 
90 1,940 2,484 170 5,594 7,759 250 | 11,707 16,514 


Per il calcolo dei valori di © sono state proposte varie formule appros- 
simate (8), come le seguenti molto semplici 


A— 20) 2 20) 
100)» 314 3( 7 È 


che danno in media differenze dell’1,5 % rispetto ai valori ufficiali. 


09=1+ 2( 


(®*) V. Knick- und Beulvorschrifien fiir Stahlbau, nebst Erliuterungen, di E. CHWALLA © 
W. GERLER, Deutscher Normenausschuss, Berlino, 1939-40. 
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d) Caso del carico eccentrico. Le Norme tedesche prescrivono la 
seguente condizione, che dà risultati abbastanza attendibili (e eccen- 
tricità del carico): 

wP Pe 


(427) +e. 


Indicando con w' il raggio vettore del nocciolo intercetto sull’asse 

di sollecitazione e corrispondente al punto più compresso, si ha anche 
k'A ip’ e 
® + ew"! ? A “pa (o + a): 

La (427) si può usare anche nel caso di travi compresse alle due 
estremità (fig. 450) con eccentricità diverse e, ed es, sostituendo e 
con (e, + e,) (2; come pure nel caso di travi compresse assialmente e 
inflesse da altre forze normali all’asse (Cap. XIII, C), sostituendo Pe 
col momento flettente 1, provocato da queste ultime nel punto di 
mezzo della trave. Per ottenere risultati in accordo con quanto si è detto 
nel n. 272, è prudente assumere %"” (ferro) non maggiore di 1200 kg g/emq. 


Psereizio 868. — Determinare il carico assiale ammissibile per la trave del. 
l’esercizio 343, usando il metodo ©. 

Soluzione. Si ha Imi = 117 emi, A= 33,4 cmq, Omin = 1,87 cm, 4= 
= 300/1,87 = 160; quindi = 6,05. Assumendo % = 7, = 1400 kg/emq, la 
(423) dà 

1400 - 33,4 


= OI _ 729 kg. 
P 6,05 7729 kg 


Esercizio 864. — Un’asta del corrente compresso di una trave reticolare, lunga 
m 3,20, è costituita da due ferri a |_ di 150 x 100 x 14 mm distanti em 1,4 fra 
loro. Determinare il carico ammissibile. 

Soluzione. Si ha A = 66,4 cmq, Jmin = 1206 cm, Omin = 4,26 cm; quindi, 
essendo (n. 277 a) h=1= 320 cm, si ricava 1= 75,1, 0w= 1,49. Risulta perciò 


1400 - 66,4 _ 4 
P= = = 62400 kg. 


Esercizio 365. — Una diagonale di una trave reticolare, lunga m 3,60, è 
costituita da due ferri a |_ di 100 x 100 x 10 mm, ed è soggetta alla compres- 
sione assiale di 19 t. Determinare il carico di sicurezza equivalente. 

Soluzione. Si ha A = 38.4 ema. Jmin = 354 Cm, Qnin = 3,04 cm; quindi, 
assumendo (n. 277 a) = 0,8 = 288 cm, si ottiene 7= 94,7, 0 = 2,11. Per 
la (425) risulta 

19000 


2,11- _ n 
k= Sage 1044 kg/emq. 


evi 366. — Determinare la sezione di un ferro a T ad anima alta, lungo 
2,40, articolato alle estremità e caricato di punta con P = 7500 kg. 
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Soluzione. Supposto Z= 100, si ha © = 2,36. Assunto k= 1200 kg/emq, 
dalla (424) si ottiene 


Col ferro di mm 90 x 90 x 10 si ha A = 17,1 cmq, Jmin = 58,5 CMS, Omin = 
= 1,85 cm, e quindi A = 130 invece di 100. 

Ripetendo il calcolo con 7 = 120, si ha @ = 3,41; quindi risulta A = 21,3 cmq. 
Col ferro di mm 100 x 100 x 11 si ha A = 20,9 cmq, min = 88,3 Cm*, Omin = 2:05 
em; quindi 4 = 117, che differisce poco da 120. Come verifica, si ha © = 3,24 e 
quindi risulta 


4 04 7500 
L= 3,24 20,9 > 1163 kg/emq . 
Esercizio 267. — La trave a ‘T dell’esercizio 327, caricata parallelamente 


all'asse con P = 10 t e con le eccentricità indicate nella fig. 440, è incastrata 
al piede e libera in alto ed è alta m 3,50. Verificare la stabilità. 

Soluzione. Si ha A = 115,6 cmq, Jnin = 4261 emi, W, = 1104 cm°, W,= 
= 328 cm; quindi risulta omin = 6,07 cm, 4 = 115,3, © = 3,146. Usando la 
(427) si ottiene 


3,146 - 10000 , 10000 - 40 , 10000 - 18 
115,6 1104 | 328 


1183 kg/emq . 


Esercizio 868. — Un tubo di ferro di 6 em di diametro esterno e di 5 mm di 
apessore, lungo m 1,80, disposto con l’asse orizzontale e con le estremità ap- 
poggiate, è compresso assialmente con P = 2500 kg ed è soggetto in mezzaria 
a un carico verticale P, = 150 kg. Verificare la stabilità. 

Soluzione. Si ha A = 8,64 emq, J = 32,94 emi, W = 10,98 cm$, 0 = 1,95 em; 
e quindi 7= 92,3, © = 1,99. Il momento in mezzaria dovuto a P,è M= 
= 150 - 180/4 = 6750 kgem. Sostituendo Pe con M,, la (427) dà 


1,99 - 2500 , 6750 
RESO, del o 
ori + 10,98 1190 kg/emq . 


284. La formula di Rankine. 


a) È una formula semiempirica, detta anche di Schwarz 0 di 
Gordon, che dà il carico ammissibile per travi di qualsiasi lunghezza: 


L'A i k!' 
(428) Pa TI wa ossia k, = TI 


dove k" è il carico di sicurezza a compressione, e x è un fattore spe- 
rimentale. Per travi molto corte (4-0) si ottiene P = 4A, mentre 
per travi molto lunghe, essendo decrescente l’importanza dell’unità 
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rispetto a x4?, P risulta circa inversamente proporzionale a 7°, in 
armonia con la formula (411) di Eulero. 
Di solito si assume 


Ferro x = 0,00015 ; 

Ghisa 0,0002 se si adotta k''= 500 kg/cmq 
0,0006 » » k''= 1000 » 

Legno 0,0006 

Cemento armato 0,0001 » » k'=40 » 
0,00015 » » k'=50 » 


b) Questa formula si ricava supponendo che il carico abbia una piccola 
eccentricità e incognita dovuta ai difetti inevitabili. In tal caso, nel punto 
più compresso della sezione deve risultare 


P Pey" 


ga i 


da cui 
k''A 
14 04/08 min” 
Si ammette che l’eccentricità e sia tanto maggiore quanto più la trave è lunga 
e tanto minore quanto più ampia è la sezione. Si pone (*%) e = x18/y'', e sostituendo 
si ottiene la (428). 


e) Si può anche pensare la (428) dedotta nel modo seguente, che suggerisce 
il valore da dare a x. Posto per 4-+0 e per 7 -—+co 


Pi=k!A}, Ps jap, 


P risulta corretto nei due casi estremi se si adotta la relazione 
I 1 1 
PP; ski P; 
Infatti, per 4 +0 si ha P, +co, e risulta P= P;; mentre per 7-—+co si ha 


D+ 0, per cui 1/P, diventa trascurabile rispetto a 1/P, e risulta P = P.. 
Si ha così 


a nt 
P p:(14 y si Pr (14.574 DE 


da cui 


L'A sk 
Tr avendo posto 33 


Pz= 


(**) Fra tutte le possibili espressioni di e si è scelta questa per conseguire l’accordo con ls 
formula di Eulero. 
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Si ottengono i valori di x indicati in a) se si assume per il ferro %" = 1000 
kg/emq ed s= 3; per la ghisa &"” = 500 kg/cmq ed s = 4, oppure k" = 1000 
kz/emq ed s = 6; per il legno k'' = 60 kg/emq ed s = 10; per il calcestruzzo 
di cemento k” = 40 kg/cmq ed s = 5, oppure k" = 50 kg/emq ed s= 6. 

d) La formula di Rankine ha il difetto, confermato dalle esperienze di 
Tetmajer, di presentare un grado di sicurezza troppo piccolo per le travi lunghe, 
e troppo grande per quelle corte. Questo dipende dall’assumere x costante. 
Sarebbe perciò opportuno aumentare x per le travi lunghe e diminuirlo per 
quelle corte: ad es., per il ferro x=0,00010 - 0,00015 - 0,00020 


per valori di 7 piccoli, medi, grandi. FX 
Esercizio 869. — Una trave caricata di punta, lunga m 5,70 

e articolata alle estremità, è costituita da quattro ferri a 

quadrante N 10 sottile (fig. 474). Determinare il carico P am- 

missibile mediante le diverse formule sopra indicate. 
Soluzione. Gli elementi della sezione sono A = 88,1 cmq, 


J = 5511 om*, 0 = 7,91 cm; quindi risulta 7 = 72. Adottiamo k = 1000 kg/cmq. 
Con la formula di Tetmajer, assumendo s = 3,5, si ottiene 


Fig. 474. 


Cer = 2279 kg/emq, k,= 651 kg/emq, P= 57353 kg. 


Usando questa formula si può modificare s, ma non si può adottare il valore di 
% che si desidera. 
Con la formula delle ferrovie italiane si ha 


k,= 710 kg/emq, P= 62551 kg. 
Col metodo © si ha per 4 = 72 
w= 1,43, e quindi P= 61608 kg. 
Con la formula di Rankine, assumendo x = 0,00015, si ottiene 
P = 49560 kg. 


Se invece si assume x = 0,00010, in armonia con quanto si è osservato nel 


n. 284 d), risulta 
P= 58020 kg. 


285. Travi corte: ricerche teoriche. 


Una teoria del carico di punta oltre il limite di proporzionalità fu svilup- 
pata da Engesser, Jasinski e K&rmAn (9) partendo dalla considerazione che 


(®) F. ENGESSER: Ueber die Knickfestigkeit gerader Stébe, * Zs. Arch. u. Ing. Ver.z. Han- 
nover », Bd. 35, 1889, pag. 445; F. JasivsHi: Zu den Knickfragen, + Schweiz. Bauzeitung », 
Bd. 25, 1895, pag; 172; F. ENGESSER: Ueber Knickfragen, « Schweiz. Bauzeitung », Bd. 26, 1895, 
pag. 24; T. v. KARMAN, l. c. (nota 28). 

V. anche E. ELwrrz: Ueber die Knickung von Stiben, ccc., + Forschungsarb. a. d. Geb. d. 
Ing. », n. 236, ed. V.D.I., Berlino, 1921; F. R. SBANLEY: Inelastic column theory, « Journ. Aero- 
naut. Sci. », 1947, pag. 261. 


510 CAPITOLO TREDICESIMO 


nell’istante in cui la trave comincia a inflettersi si ha un aumento della o di 

‘compressione nella parte concava e una diminuzione nella parte convessa. Se 

è noto il diagramma o = c(e) del materiale in questione (fig. 475 a), e se a è il 

punto corrispondente al valore di o = P/A 

che si ha nell’istante critico, alla o crescente 

TE ni corrisponde un modulo istantaneo di elasticità 

Na E, = do/de misurato dall’inclinazione della tan- 

d \\ gente t nel punto a; mentre la diminuzione di a 

È x Bo so 1007 avviene secondo la retta ab parallela al tratto 

elastico 0e (Cap. XXXVII), e quindi a esso 

Fig. 475. corrisponde il modulo di elasticità E che il ma- 

teriale ha nel periodo elastico. Perciò la flessione 

della trave si svolge nelle stesse condizioni della flessione nel caso di moduli di ela- 

sticità diversi E, = E ed E, = E, a trazione e a compressione (n. 134); cioè come se 

la trave avesse un unico modulo fittizio £*, funzione di E e di E,. Se la sezione 
è rettangolare, E* è dato dalla (a) del n. 134 


% | 

Î 

[er 

d) 


S 4EE, 
(VB+ VE)" 

che si può applicare con sufficiente approssimazione anche per sezioni a Te. 
Pertanto, la formula di Eulero diventa 


* 


po *, Did 
(429), (430) P.= 9 LS oppure Gr = sal 
0 


Per ottenere una serie di coppie di valori corrispondenti di 0,, e di 4, cioè il 
diagramma c;,(4) per un dato materiale (fig. 475 b), si procede nel modo seguente: 
Dato un valore a 0.,, si ha un punto a sulla curva o(e) e si misura l’inelinazione 
E, della tangente #; quindi si calcola £*, e dalla (430) si deduce il valore di 4 cor- 
rispondente a 0,5. 

Le numerose esperienze di Krman (28) confermano in modo soddisfacente 
questi risultati teorici. 


286. L’importanza dei fenomeni d’instabilità. 


Al tempo delle prime ricerche di Eulero (*), che sulla metà del secolo 
XVITI studiò il problema della stabilità delle travi caricate di punta, 
il fenomeno rappresentava niente altro che una curiosità, perchè era 
ben raro che i grossi pilastri di pietra o di legno allora in uso cedes- 
sero per flessione laterale. s 

Invece in questi ultimi tempi, con lo sviluppo grandioso delle costru- 
zioni metalliche, e con la progressiva riduzione delle sezioni resistenti 
resa possibile dall'impiego di materiali ad alta resistenza, i pericoli 


(&) V. le comunicazioni di W. GERLER e di M. Ros negli « Atti del 2° Congresso internaz. 
di Mece. appl. », Zurigo, 1926, pagg. 364 e 368. 
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derivanti da tali fenomeni, che una volta costituivano l’eccezione, sono 
diventati la regola, e spesso sono l’incubo dei progettisti di costruzioni 
metalliche. 

Aumentando la snellezza delle strutture, tali fenomeni si molti- 
plicarono rapidamente e si presentarono sotto forme sempre più 
varie e talvolta impensate; sì che oggi costituiscono l’insidia peggiore 
delle moderne costruzioni, in modo speciale delle costruzioni navali e 
più ancora delle costruzioni aeronautiche, per la necessità di ridurre al 
minimo il peso delle varie parti. E ciò perchè non sempre si riesce a pre- 
vedere e a prevenire tutte le possibili forme nelle quali i fenomeni pos- 
sono presentarsi; mentre, d’altra parte, il loro studio presenta spesso 
serie difficoltà. * 

Essi sono talmente molteplici che, ad eccezione delle strutture sem- 
plicemente tese, non risparmiano nessun’altra struttura. Infatti, si hanno 
fenomeni d’instabilità nelle travi sollecitate a compressione, a flessione, 
a torsione; negli archi, che possono cedere deformandosi in vari modi, 
sia nel piano dell'asse geometrico, sia trasversalmente; nelle lastre 
piane o curve, che sono soggette a fenomeni svariatissimi; ecc. Di più, 
i fenomeni d’instabilità possono manifestarsi nelle singole membrature 
di una costruzione, nel qual caso è generalmente possibile prevederli 
e studiarli con relativa facilità. Ma possono anche presentarsi nell’in- 
sieme di una costruzione, pur essendo stabili le diverse parti, nel qual 
caso la loro previsione e il loro studio sono generalmente assai ardui e 
incerti. Per contro, si possono avere delle instabilità locali, cioè in 
zone ristrette di una singola struttura, come ad es., gli ingobbimenti 
delle lamiere delle travi composte. 

Pertanto, non è esagerato affermare che la maggior parte dei casi 
di rovina delle costruzioni metalliche è da attribuire a fenomeni di 
instabilità, piuttosto che ad eccessiva fatica dei materiali. Ciò che giu- 
stifica la grande importanza acquistata da questo suggestivo capitolo 
della Scienza delle costruzioni, del quale ci occuperemo in modo più 
generale nel Cap. XXXIII. 


C) SFORZO NORMALE E CARICHI TRASVERSALI 


287. Generalità. 


Consideriamo ora una trave rettilinea, compressa o tesa da una 
forza P assiale, e inflessa da carichi trasversali (fig. 476). Anche in 
questo caso, se la trave è snella e quindi sensibilmente flessibile, non 
è lecito calcolare il momento flettente senza tener conto della defor- 
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mazione, perchè per effetto di questa anche il carico che era assiale 
produce un momento flettente. 

Lo studio si può eseguire sia integrando l'equazione differenziale 
della linea elastica, ciò che conduce a risultati esatti, ma di uso sco-_ 
modo perchè contenenti varie funzioni circolari o iperboliche; sia 
invece impiegando le serie trigonometriche (n. 215), che consentono 
di giungere a un risultato semplice e generale, e dotato tuttavia di 
buona approssimazione. Y 


288. Compressione assiale e carichi trasversali. 


a) Trave con le estremità articolate; carico ripartito. Il carico tra- 
sversale (fig. 476) sia ripartito con legge qualsiasi g(r). Se M, è il 
momento flettente in una sezione generica dovuto al solo carico tra- 
sversale, il momento effettivo è 


(a) M=Pn+M. 


Per ottenere un’equazione differenziale un poco più semplice di 
quella della linea elastica, usiamo il seguente artificio: Derivando due 
volte, la (a) diventa 


Q(0) 
Pest] uni P M'"=Py"+ Mt. 
i Ma si ha 
Fig. 476. p'=— 4 MI =—- q(2); 


pa 


quindi, sostituendo e ponendo PBI = è) si ottiene l’e eduazione con 
la funzione incognita M aerea 


0) U'+@M=— q@). 
Se il carico q è uniforme (*), l'integrale generale è 
M=C; sen ax + €, cos at. 


Per 2 = 0 e per x=/ dev'essere M =0, per cui risulta 


Oo=@ send = 83: = 


(!) Se g = a(x) è variabile, l’integrale generale della (b) è 
ba 
M = Cisenax + C, cosax — 1 fatt) sen ae — E)de. 


| - 
I necante d = 
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e l’integrale diventa 


M =4 (te Seen ao + cosar— 1). 


L’equazione della linea elastica si ricava dalla (a): 


M_- Mo 1 
13 TP. ap 


(cte z sen ar + cos ar 1)-; q pal a). 


Se si pone per brevità (e = 7} )nel punto di mezzo della trave 


risulta | P_i nai i \ 
d.20_— 0087) | (- La $ 
(431) Hi =" Py 1 © ci +Nt) 
pn a 3 
| bg — 24(sec ) y=1I- PI, 
(432) I 38453 By 


e le rotazioni degli estremi sono date da 


È qu 3ltey—v) 
(433) Naso = Nar = DUET” ua >» Z >; 


Il primo fattore di queste espressioni è il risultato che si avrebbe (n. 221) 
per effetto del solo carico trasversale g, e il secondo è un fattore di 
amplificazione maggiore di uno, dovuto alla compressione P che fa inflet- 
tere maggiormente la trave, e dipendente da P. Se/P = wEJ|® = Pr, } 
e quindi y = 7/2, questo fattore diventa infinitamente grande. — 

b) Altre condizioni di carico. Nel caso di un carico trasversale P, concen- 
trato nel punto di mezzo della trave, nella (b) e nell’integrale generale si ha q = 0; 
e le costanti, determinate dalle condizioni M = 0 pera =0e T= M'= P,/2 
per x = 1/2, risultano 0, = 0 e 0, = Pi/2a cos y. In particolare si ottiene 


Pil. ty 
(434) Uno = gr 
Pl 3tgr-v) Pl .,2(1— cos y) 
(495), (439) {= gggg: > M=0= 168)" #o08y 


Nel caso di due coppie uguali e contrarie M, = M, applicate agli estremi, 
rivolte come nella fig. 313 a), le costanti, determinate dalle condizioni M = My 
pera = 0 e pera = I, risultano C, = M, e 0) = Mtg y. Si ottiene così 


(437) Mmar = Ma 800Y, 


Mal .20- cosy) ec . tg di 
8ES pos y i SE v 


(438), (439) i 


Tralasciamo i casi di carichi non simmetrici per evitare espressioni meno 
semplici, mentre d’altra parte si studiano nello stesso modo. 

e) Travi incastrate. Le espressioni trovate mostrano che le deformazioni 

sono proporzionali al carico trasversale q o P, o M.,, purchè il secondo fattore 
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di tali espressioni si mantenga costante. Da ciò si deduce facilmente che nel 
caso di più carichi trasversali vale per essi il principio della sovrapposizione degli 
effetti, a condizione che la forza P assiale rimanga invariata. 

Perciò le travi incastrate si possono studiare annullando nel modo solito 
(n. 232 a) la somma delle rotazioni prodotte dal carico e dai momenti d’incastro 
incogniti. 

Se invece si impiega l’equazione della linea elastica, lo studio riesce meno 
semplice. 


Esercizio 870. — Trave perfettamente incastrata (fig. 477), soggetta a ur 
carico uniformemente ripartito e compressa as- 


FA 
P lil io P sialmente. 
"ASIA BEI, Soluzione. I due momenti d’incastro sono 


Mt; 
hi uguali, perchè il carico è simmetrico. Per le 
(433) e (439), l’annullarsi della rotazione delle 

sezioni estreme è espresso dall’equazione 


Fig. 477. 


ge  3tgy— Ma tr 0, 
24bI È 2EÎ "y ? 


da cui 
__ I. 3ter—y) 
UM=-B' ty 
Per la (431) e la (437), il momento in mezzaria risulta 


Miscs ql? 2(1— cos v) ql 3ltgy— 7”) 


_ qQ6(y— sen Y) 
8 7° cosy 12 Pigy » 


24 7? sen y 


sec y 


In modo analogo, per la (432) e la (438) la freccia è data da 


{= ql .12(2—2cosy— ysen y) 
3848J 7? sen y i 


Se P= 422EJ/ = Pe, e quindi y= x, M;, Mmax ®d f diventano infinita» 
mente grandi. 


289. Trazione assiale e carichi trasversali. 


Non è necessario ripetere il calcolo, perchè valgono i risultati del 


n. 288 cambiando P in — P, ossia a? in q 

— a*, a in ia e y in iy, e ricordando I 
che si ha P_87 BA? 
sen îy = îsenhy, cos wy = cosh y. Fig. 478. 


Ad es., per la trave con le estremità articolare e caricata unifor- 
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memente (fig. 478) risulta 
ge ) 2(coshy — 1) 


(440) Mn ="8 °°) cosìy * 
5g 24(sechy—14+ y8/2) 

(441) Î = 58453 by ’ 
P q&__ 3 tghy 

{442) Mao = 54RI unne “nnni . 


In queste espressioni il secondo fattore è minore di uno, ossia è di 
riduzione, perchè la forza P di trazione ostacola la flessione della trave. 


290. Calcolo approssimato. 


Studiamo ora la linea elastica di una trave prismatica soggetta a carichi tra- 
sversali e a una forza assiale di compressione o di trazione, esprimendola mediante 
la serie trigonometrica (256). 

a) Consideriamo la trave della fig. 300 a), soggetta a un carico trasver- 
sale P; distante a da A e a una compressione assiale P. 

In seguito alla flessione della trave, le due estremità dell’asse subiscono un 
avvicinamento è che è la differenza fra le lunghezze della linea elastica e della 
sua corda, e si ha (Cap. X, nota 2) 


Dalla (256) si ottiene 


quindi il quadrato di 7’ contiene termini dei due tipi seguenti 


a rn? cost % 1878 cos E° cos E 
"E Ir 7 E TS ge 
Ma si ha 
t 4 
ra l N cc) SAI 
feoe I da 3° cos 7 cos a, de =0. 


Per cui risulta 
= È a 202 2 = 
d= gi (Ci + 2908 + 3%08 +.) = arma. 
Se ora si altera la configurazione (256) di equilibrio, variando uno dei coeffi- 
cienti c, al quale si dà un ineremento de,, la variazione dL; del lavoro interno L; 
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@ il lavoro del carico P, sono quelli trovati nel n. 215. In più si ha il lavoro che 
compie la compressione P, che è Pdi, essendo dé l'incremento che subisce d per 
effetto di de,: 
dò Lal 
dò = sa den = 5pondon - 

La (256) rappresenta la configurazione di equilibrilo della trave inflessa, 
se il lavoro interno dL, risulta uguale al lavoro esterno dL,, cioò alla somma dei 
lavori di P, e di P: 


pa n'cyde, = P, * de, sen sm +P- Tn Ronden ; 


da cui si ricava l’espressione del coefficiente generico della (256): 


2P, 1 naa _ 
(443) = Fog :( = E 80 I 
n|n' Pa 7, 25) 
_2P, 1 nra P 
ADI = PT: (e à: 7; 


Confrontando la (443) con la (257), si riconosce che la compressione P fa aumen- 
tare i coefficienti c,, che ora contengono 1/n*(n* — 8) in posto di 1/n4, e che 
l'aumento dipende soltanto dal rapporto 8 = P/Pg. 

Pertanto, la (256) diventa 


291° sonia = ri sen 274 200 so) nie n ]= 
n ani \i-B"°7 SED ta) I vir, 
2P.,R © 1 nera se nax 
Sani = TT I 


Se si tiene conto soltanto del primo termine, sufficiente per ottenere una 
buona approssimazione (n. 215), fra le ordinate 7 della linea elastica e le ordi- 
nate n relative al caso del solo carico trasversale P, sussiste la relazione 


(444) nega. 


D'altra parte, la proporzionalità fra le 7 e P, ci assicura che nel caso di più ca- 
richi trasversali P,, P., P3 ... vale il principio della sovrapposizione degli effetti, 
purchè la P assiale rimanga invariata (4°); per cui la (444) vale per qualunque 
sistema dei carichi trasversali. 

In particolare, anche le ordinate massime o frecce f ed fo sono legate dalla 
stessa relazione 

ai fo 
(444,) i=;35 B' 
che è dello stesso tipo della (391) e della (c) dell’esercizio 350. 


(&) Il principio si può dimostrare direttamente, con lo stesso procedimento della nota 21, 
Cap. X. 
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0) Se la torza assiale P è di trazione, il rapporto B= P/Pr cambia di segno, 
e si ottiene 
era d 0 
Peep 
e) Se i carichi trasversali sono simmetrici, il momento flettente massimo 
Moma: dovuto ai carichi trasversali e le frecce f, ed f si verificano nella sezione 
di mezzo della trave. Perciò si ha (coi segni superiori se P è di compressione, infe- 
riori se è di trazione). 


(4443) 


Pio 
(445) Mmar = Moma È 7 B° 


A questo momento corrispondono le tensioni 0' = Mmaz/W' e — 0" = MmerlW"", 
alle quali si deve aggiungere algebricamente la o= P/A. 


291. La condizione di resistenza. 


Nel caso più frequente in cui i carichi trasversali e la P assiale di com- 
pressione variano insieme, perchè dipendenti fra di loro (es. 372), le ten- 
sioni o crescono più rapidamente della P. Quindi, per i motivi già noti, si 
verifica la resistenza coi criteri esposti nel n. 272; cioè si moltiplicano 
per s entrambe le specie di forze e si calcola la Ga», che non deve superare 
la o, di snervamento. 

Quando invece possono variare soltanto i carichi trasversali e si 
sia certi che la P assiale è invariabile, le o’ e o” dovute a M,az SONO 
proporzionali ai carichi trasversali. Quindi vale la consueta condi- 
zione di resistenza; cioè la omas prodotta dalle forze di esercizio non 
deve superare il carico di sicurezza k. 


Esercizio 871. - Una trave di ferro a T N 14, lunga 5 m e articolata agli 
estremi, è soggetta a un carico uniforme q= 250 kg/m ed è compressa assial- 
mente con P = 8 t. Determinare la freccia e il momento flettente massimo. 

a) Soluzione esatta. Per effetto del solo carico trasversale si ottiene M, = 
= 78125 kgem, fo = 1,69 cm. 

Si ha J,= 573 emi; quindi si ricava a = 0,00257844, y = al/2 = 0,6446, 
cos.y = 0,79946, sec y = 1,25084. 

Per le (431) e (432) si ottiene 


Mas = 78125 - 1,2074 = 94328 kgem, = 1,69 - 1,1980 = 2,025 em. 


3) Soluzione approssimata. Il carico critico di Eulero relativo a J. vale 
Pr = 47500 kg; per cui si ha f = 8000/47500 = 0,16842. 
Quindi la freccia e il momento massimo risultano 


1,69 


Î= ion = 2032 om, Mn = 781254 8000 + 2,032 = 94381 gem. 
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Esercizio 372. — Nel sistema della fig. 457 la trave AB, anzichè al carico P 
in A, è soggetta a un carico uniforme q = 580 kg/m, ed è costituita da due ferri 
a] N 14. L’asta A0 è inclinata di 15°. Verificare la resistenza della trave 48. 

“ Soluzione. Si ha A = 40,8 cmq, J, = 1210 emi, W, = 172,8 cm8. 

Calcoliamo da prima in base al carico di esercizio. Il peso che la trave 4AR 
trasmette in A è 580 - 4,50/2 = 2610 kg; quindi lo sforzo assiale di compres- 
sione nella trave AB risulta P = 9741 kg. 

La freccia della trave AB dovuta al soio carico q è f, = 1,218 em. Il carico 
critico di Eulero rispetto alia flessione nel piano verticalo è Pg = 123845 kg. 
Quindi si ha f = 0,0787, e risulta f = fo/0,9213 = 1,322 cm. 

Si ha perciò 


sn _ 159690 , 9741 
o'= = + 
172,8 ® 408 


924-+ 239 = 1163 kg, 


che è minore del carico di sicurezza % = 1200 kg/emq . 

Ma se si richiede un grado di sicurezza s = 2,5 rispetto allo snervamento, 
ripetendo il calcolo in base a q = 2,5 - 580 = 1450 kg/m si ha P = 24352 kg, 
fo = 3,045 cm, BA = 0,1966, j= 3,790 cm. Quindi risulta 


14,5 - 450° 


Max = 8 + 24352 - 3,790 = 459325 kgem, 
nn _ 459325, 24352 _ i fog 
o 172,8 + 40,8 > 2658 + 597 = 3255 kg/emq. 


Questa tensione supera la o, di snervamento, quindi il carico è eccessivo. 
Aumentando il carico nel rapporto di 1 a 2,5, la o'' è aumentata nel rapporto 
di 1 a 2,8; ma in quei casi nei quali prevale l’effetto della P assiale su quello 
dei carichi trasversali, l’aumento della 0’ può essere molto maggiore. 


Esercizio 8378. — Trave orizzontale con le estremità articolate in due punti 

fissi (4), soggetta a un carico P, concentrato in 
mezzaria(fig. 479). 

Soluzione. In questo caso la trave è soggetta 

a uno sforzo di trazione incognito X, dovute 

all’impedito avvicinamento delle sue estremità 

Fig. 479. (n. 192 d), e definito dalla condizione che l’allun- 

gamento da esso prodotto sia uguale alla diffe- 

renza fra la lunghezza dell’asse geometrico deformato e la sua proiezione oriz- 

zontale AB. 

Il momento flettente in una sezione generica è 


M=-In+Ta. 


(3) Molti probemi della stessa specie sono studiati da F. TAKABEYA, op. cit. nella nota 3 
del Cap. X. 
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Derivando due volte si ottiene l’equazione differenziale in M 


M'=- Xy'= xii - oM ; 


e il suo integrale generale risulta 
M=C,senh ax +- 0, cosh ar. 


Per € = 0 si ha M=0, e pera =//2 si ha T= M'= P,/2; per cui si ricava 
C,= 0 e C, = P,/2a cosh y, essendo y = al/2. Quindi si ottiene 


pas 1 
As 2a cosh Pini. 
_Pa__P 
— 2X° 2aX cosh pa : 
vB 


n cosh ax. 


cibi cdi 
2X 2Xcoshy 
Ricordando la nota 2 del Cap. X, la condizione suddetta che determina X 
è espressa da 
1} 
i 1 
2 3) n? da. 


z_ 
EA 


Sostituendo l’espressione di n’ ed eseguendo l’integrazione, dopo alcune ridu- 
zioni si ottiene l’equazione trascendente 


senh al 
24 coshal-— 37 85253 
(a) (P(1 + così al) Prali: 


Essendo noto il secondo membro, si ricava per tentativi il valore di al, dal quale 
si deduce X. 
Trovato X, si calcolano M ed n. In particolare, si ha 


i=Z5(1 sr), 


Esercizio 874. — La trave dell’esercizio 373 è un ferro a T N 14 lungo 4,00 m. 
soggetto in mezzaria a un carico P, = 1000 kg. Calcolare X. 
a) Soluzione esatta. Si ha A = 18,2 emq, J= 537 emi; quindi il secondo 
membro della (a) vale 


8 - 2,1? - 10°° - 573? 


1000 - 18,2 - 4008 > 0,089035. 


Risolvendo la (a) per tentativi, si ottiene al = 0,303; da cui 


2,1 - 106 - 573 
pende te e 
4 = 0,303 4008 690,5 kg. 
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db) Soluzione approssimata. Trascurando l’infiuenza di X, supponiamo che 
la freccia sia quella fo prodotta dal solo carico P,: 


1000 - 400? 
fo = ag :3,1 100: 578 © 1108 om. 


Perciò (Cap. X, nota 2) l'allungamento dell’asse risulta 


1,108* _ acn 
4l= 2,4 "400° 0,007366 cm, 
e da esso si deduce 
EA 2,1 - 109 - 18,2 o 
X Ù Al 400 - 0,007366 = 703,8 kg ; 


valore che differisce di 1,9% da quello esatto. Volendo un’approssimazione mi. 
gliore, mediante questo primo valore di X si calcola f = X/Xp, e per la (444,) 
si sostituisce f, con f = fo: (1+ £); quindi si calcola di nuovo X. 

La tensione provocata dalla forza X ha un’importanza considerevole nel 
caso di travi di piccola altezza o di lamiere. 


292. Bibliografia. 


Il problema delle travi caricate di punta ha dato origine a numerosissime 
ricerche sia teoriche che sperimentali, intese principalmente a determinare il 
comportamento delle travi dei diversi materiali e l'influenza delle varie imper- 
fezioni. Indichiamo qui le principali opere di carattere generale, nelle quali sono 
esposti i risultati più importanti di tali ricerche e raccolte le notizie bibliografiche 
relative. Il volume di S. TiMosHENKO: Theory of elastie stability, (nota 19), pur 
trattando della stabilità in generale, contiene due limpidi capitoli, il II e il III, 
dedicati alle travi caricate di punta. Dello stesso si può vedere anche la prima 
parte del capitolo: Stabilitàtsprobleme der Elastizitàit, nel volume 4, del « Hand- 
buch der physikaliscen und technischen Mechanik», Lipsia, Barth, 1931; 
nonchè la prima parte della memoria Sur la stabilité des systèmes élastiques, 
«Ann. des Ponts et Chaussées, 1913, 1° sem., pag. 496; edita anche in volume 
da Dumas, Parigi. Nel volume di J. RATZERSDORFER: Die Knickfestigkeit von 
Stiben und Stabwerken, (nota 20), i primi quattro capitoli trattano delle travi 
caricate di punta, di sezione costante o variabile, e delle travi soggette inoltre 
a carieni trasversali, oppure aventi appoggio elastico continuo. Infine, nel volume 
di R. MayER: Die Knickfestigkeit, Berlino, Springer, 1921, i Capp. I e II 
trattano ampiamente delle travi caricate di punta snelle o tozze, mentre il 
Cap. IV tratta delle travi di sezione variabile, oppure soggette a pressione 
assiale variabile. Si possono anche leggere con profitto i capitoli dedicati alle 
travi caricate di punta nei principali trattati di Scienza delle costruzioni: ad es.. 
il n. 8, capitolo terzo, del II volume dell’opera di G. ALBENGA: Lezioni di ponti, 
Torino, Utet, 1930; i nn. da 36 a 41 del II volume dell’opera di S. TIMosHENKO: 
Strength of materials, Londra, Macmillan, 1936; i Capp. XVIII, XIX, XX del 
volume di J. Case: The Strenghi of materials, (nota 20); il Cap. XVII del vo- 
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Jume di G. F. Swan: Strength of materials, New York, Me. Graw-Hill, 1924; il 
$7 del primo volume dell’opera di F. BLEICR: Stahlhochbauten, (nota 26), che con- 
tiene anche un’estesa bibliografia; il Cap. VI del volume di J. PRESCOTT: Applied 
elasticity, Londra, Longmans e Green, 1924; i $$ da 31 a 34 del volume di 
H. LORENZ: Technische Elastizitàtslehre, Minchen, Oldenbourg, 1913; e i 
$$ 105 e 106 del II volume dell’opera di A. ed L. FòpPL: Drang und Zwang, 
Minchen, Oldenbourg, 1928. 

Fra le opere particolari, oltre alle altre memorie citate nelle note, sono consi- 
gliabili quella di T. v. KARMAN, (nota 28); i volumi dì H. Zimmermann: Knick- 
festigheit der Stabverbindungen, Berlino, Ernst, 1925, © Lelre vom Knicken auf 
neuer Grundlage, Berlino, Ernst, 1930, dedicati allo studio delle travi soggette 
anche a carichi trasversali, o aventi vincoli elastici. Per lo studio delle travi 
continue compresse assialmente e caricate normalmente all’asse, oltre alle opere 
citate nella nota 24, si può vedere con profitto la memoria di G. ALBENGA: Sulla 
trave continua inflessa e sollecitata assialmente, « Atti R. Ace. Scienze di Torino », 
1916; e il volume di L. CrsarI, F. CONFORTO, C. MINELLI: Travi continue in- 
flesse e sollecitate assialmente, Roma, Cons. Naz. d. Ricerche, 1941. 

Tabelle estese che danno la compressione assiale ammissibile secondo il me- 
todo ©, per ferri di diverse sezioni semplici o composte, sono contenute nel 
volume Stahl im Hochbau, Berlino, Springer. Sono utili anche le tabelle di A. 
KixxLer: Die Berechnung gedriickter  Profileisenstiibe nach dem Omega-Ver- 
Jahren ece., Colonia, Selbstverlag, 1930. 

Ulteriori notizie sulle travi caricate di punta si trovano nel Cap. XXXIII, 
dedicato ai fenomeni di instabilità più generali. Per il calcolo dei pilastri di 
cemento armato caricati di punta si veda il Cap. XXIII. 


CapiroLo XIV. 


LE TRAVATURE RETICOLARI 


A) GLI SFORZI NELLE ASTE. 


93. Generalità. 


a) Le travature reticolari sono strutture costituite da più aste (di 
ferro, di legno, o di cemento armato) collegate fra loro in punti detti 
nodi, in modo da formare un insieme indeformabile (astraendo dalle 
deformazioni elastiche). Le varie aste concorrenti in ciascun nodo pos- 
sono essere articolate fra loro, oppure collegate rigidamente, cioè inca- 
strate. 

Salvo rari casi, le forze esterne sono applicate nei nodi, mentre le 
aste sono soggette soltanto al loro peso proprio. In queste condizioni 
le aste, se articolate nei nodi, sono sollecitate quasi esclusivamente a 
sforzo normale, di trazione o di compressione (n. 295), perchè i mo- 
menti flettenti dovuti al peso delle aste sono insignificanti. Se invece 
sono ineastrate fra loro, si hanno anche dei momenti flettenti; tuttavia 
se il numero delle aste non è minore di quello necessario nel caso di 
aste articolate, la sollecitazione di gran lunga prevalente è costituita 
dagli sforzi normali suddetti. 

Le varie parti della travatura lavorano dunque nelle migliori con- 
dizioni (n. 107 a); ciò che consente di ridurre al minimo le sezioni resi- 
stenti del materiale impiegato. Perciò le travature reticolari sono parti- 
colarmente atte a resistere ai carichi esterni, tanto più che il loro peso 
è limitato, e che presentano poca superficie all’azione del vento. Quindi 
esse consentono di realizzare, con notevole economia, costruzioni leg- 
gere e di dimensioni anche grandiose. 

Ci occuperemo per ora delle travature piane, cioè aventi le aste in 
un piano, che contiene anche le forze; mentre nel Cap. XXIII studie- 
remo le travature nello spazio. 

b) Sulle travature che costituiscono l’ossatura del coperto di un edificio 
(capriate, centine) possono agire, oltre al peso proprio e al peso della copertura, 
anche la neve e il vento. 


pe” 
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Il peso del materiale di copertura è dato dai manuali o dai listini delle 
ditte fornitrici. 

Il peso della neve si fissa tenendo conto del clima della regione; in climi 
freddi si può valutare intorno a 100 kg/mq della proiezione orizzontale della coper- 
tura. La neve non si accumula se le falde hanno un’inclinazione > 509. 

L'azione del vento spirante orizzontalmente sopra una falda piana e inclina- 
ta del coperto (!) si valuta di solito ammettendo che sia uguale alla forza che 
agirebbe sulla proiezione verticale della falda, e secomponendola in una compo- 
nente Y,, normale alla falda e in una Y, tangente, che non ha presa sulla falda. 
Se v è la pressione del vento sopra 1 mq di superficie piana investita normal- 
mente, e se A è l’area della falda e a è la sua inclinazione, la sua proiezione verti- 
cale è A sen a e l’azione totale del vento è vA sen a. Quindi la componente nor- 
male alla falda vale 


(a) V,=vAsen'a. 
Si consiglia anche l’espressione 
(a) V,=vA4sena, 


che si accorderebbe meglio con alcuni risultati sperimentali. 

Il valore di v dipende dalla posizione più o meno esposta al vento; in media 
si può assumere v = 150 kg/mq. È prudente supporre che la direzione del vento 
sia inclinata di 10° con l’orizzontale, per cui nella (a) o nella (4,) è opportuno 
introdurre a + 10° in luogo di a. 

Nel caso di edifici di notevole importanza, la questione del vento merite- 
rebbe però di essere studiata più attentamente, per tener conto dell’azione effet- 
tiva che esso produce, che spesso si manifesta mediante depressioni invece di 
pressioni, anche sulla falda esposta al vento (?). 


294. Travature strettamente indeformabili. 


a) Consideriamo da prima le travature cosidette triangolate, e 
determiniamo il numero a di aste strettamente necessarie per colle- 
gare fra loro in modo invariabile n nodi in PA di 
un piano, nell’ipotesi delle aste articolate. 

La più semplice travatura è un triangolo AAA 
1, 2,3 (fig. 480), nel quale si ba a =3,n=3. 1 2 
Un altro nodo 4 risulta fissato rispetto ai Fig. 480. 


primi tre se si collega almeno a due di essi 
mediante due aste non allineate; e così di seguito. Perciò il numero mi- 


() Per i casi di coperture a volta o a cupola, oppure di superficie cilindriche o coniche, si 
veda ad es. la parte prima, $ 4, del volume di R. SaLIGER: Praktische Statik, Lipsia, Deuticke, 1927. 

(*) Risultati di esperienze eseguite su modelli di edifici si trovano, ad es., nelle note di 
A. EuLaA-E. PeNcO e di R. GiovaNNOZZI, pubblicate nell’« Aerotecnica » e nelle « Ricerche d’In- 
gegneria », 1935 e 1936. 
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nimo di aste necessarie per collegare i rimanenti n — 3 nodi ai primi 
tre è 2(n — 3); e quindi in tutto risulta 


(446) a=2n-3. 


Ad es., nella trave della fig. 480 si han =9, a=2-9—3=15. 

Un nodo non dev'essere collegato ad altri due mediante due aste 
allineate, perchè esse non impedirebbero un movimento piccolissimo 
del nodo (n. 68 a); inoltre una forza applicata a tale nodo produrrebbe 
nelle due aste degli sforzi elevati (n. 4 d). 

Il tipo più semplice e frequente di queste travature è formato da 
una successione di triangoli, ognuno dei quali, salvo i due estremi, ha 
un lato in comune col precedente e uno col successivo (fig. 480). Aste 
di contorno sono quelle che appartengono a un solo triangolo; aste di 
parete (diagonali se inclinate, monianti se verticali) quelle comuni a 
due triangoli. In ogni nodo concorrono al- 
meno tre aste, salvo due nodi estremi, nei 
quali ne concorrono due. 

b) Esaminiamo ora qualche tipo di tra- 
vatura non triangolata. 

La fig. 481 a) rappresenta una travatura 
composta, ottenuta collegando fra loro due 
strutture indeformabili mediante tre aste 7, 
s, t. Queste non devono concorrere in uno 

Fig. 481. stesso punto O (fig. 481 b), altrimenti la terza 

asta non impedirebbe una piccolissima rota- 

zione di una struttura rispetto all’altra intorno alla cerniera ideale O 

(n. 58); inoltre, calcolando lo sforzo in una delle tre aste col metodo 

di Ritter (nn. 38 e e 299), si troverebbe un valore infinito, ciò che con- 
ferma il caso singolare. 

La fig. 505 a) rappresenta una struttura esagona, costituita dai sei 
lati di un esagono, che può essere convesso (come nella figura), o con- 
cavo, 0 intrecciato, e dalle tre diagonali. Si deve evitare che i tre punti 
d’incontro delle coppie di lati opposti siano allineati, perchè non sarebbe 
impedito un piccolissimo movimento relativo dei vari nodi (n. 302 d). 

Un altro tipo non triangolata è la trave Fink (fig. 507 a). 

Anche in queste travature più complesse le aste strettamente neces- 
sarie sono a = 2n — 3. Infatti, ogni nodo è un punto che può com- 
piere due movimenti nel piano (le componenti dello spostamento); 
quindi per collegare fra loro n nodi e costituire un sistema indeforma- 
bile, ma libero nel piano, cioè dotato di tre libertà di movimento, oc- 
corrono 2n — 3 vincoli semplici, cioè 2n — 3 aste articolate. 

Se a <2n—3 il sistema è labile; se 4> 2n—3 si hanno delle 
aste sovrabbondanti. 


d 


er 
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Non basta però che sia a = 2n — 3, ma occorre che le aste siano 
equamente distribuite (n. 65 2); cioè che non risultino sovrabbondanti 
in una parte della struttura e insufficienti in un’altra. Inoltre non 
devono trovarsi in posizioni singolari, come nel caso indicato in a) o 
nei due casi accennati or ora. 

e) Se le aste sono incastrate fra loro, anzichè snodate, ogni nodo è un ele- 
mento che può compiere tre movimenti nel piano (anche la rotazione); mentre ogni 
asta costituisce un vincolo triplo, anzichè semplice. Perciò per collegare fra loro n 
nodi e costituire un sistema indeformabile, ma libero nel 
piano, occorrono 3n-3= 3(n— 1) vineoli; e quindi le aste 


4 4 
necessarie (fig. 482 a) sono a 
2 
(447) a=n-1. 
Se invece le aste sono in numero « qualsiasi, la diffe- [LIL] 
renza 3a— 3(n— 1) = 3(a—n+ 1) è il numero dei vin- Fig. 482 


coli interni sovrabbondanti. Ad es., nella trave Vierendeel 
della fig. 482 b) si hanno 12 vincoli sovrabbondanti. 

Molto spesso le aste sono 2n — 3, come se dovessero essere articolate, ma 
sono invece collegate con incastri (n. 295). In tal caso i vincoli sovrabbondanti 
risultano 3(n — 2). Ad es., la trave della fig. 480 ha 21 vincoli sovrabbondanti, se 
le aste sono incastrate. 


295. Le ipotesi semplificative. 


Gli sforzi nelle aste si calcolano di solito supponendo: 1°) che le 

aste siano articolate nei nodi; 2°) che le forze esterne agiscano soltanto 
nei nodi, cioè che le aste siano scariche. 

Queste due ipotesi consentono una gran- 

de semplificazione del calcolo. Infatti, men- 

tre la reazione di un vincolo di un’asta 

8 incastrata ha tre parametri incogniti 

(fig. 483 a) (la reazione dell’altro vincolo 

) c risulta poi dalla condizione di equilibrio), 

re un’asta articolata e scarica non può essere 

che tesa o compressa secondo l’asse 

(fig. 483 b); quindi l’unica incognita è lo 

sforzo assiale S. Si hanno perciò tanti 
sforzi S incogniti quante sono le aste. 

Fig. 483. In pratica, la prima delle due ipotesi 

è raramente verificata, poichè nelle tra- 

vature di ferro ogni nodo è costituito da una piastra di lamiera alla 

quale sono inchiodate o saldate le aste che vi concorrono; e in quelle 

di cemento armato l’unione delle varie aste concorrenti in un nodo è 
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rigida, e anzi accuratamente rinforzata. Tuttavia, gli sforzi assiali che 
si ottengono supponendo le aste articolate differiscono poco da quelli 
veri; mentre i momenti flettenti nelle aste sono di solito assai limitati, 
specie se le aste sono snelle (e sono inoltre diminuiti dai fenomeni di 
plasticità, come vedremo nel Cap. XXX). Quindi, per evitare lo studio 
di un sistema a molte iperstatiche, si accetta di solito l’ipotesi sud- 
detta, salvo calcolare in un secondo tempo i cosidetti sforzi secondari 
(Cap. XX) nei casi più importanti. 

La seconda ipotesi è verificata molto spesso, per cui le aste sono 
soggette soltanto al loro peso proprio, che nel calcolo si applica in parti 
uguali ai due nodi. Quando invece le aste sono caricate, le reazioni 
hanno anche una componente normale all’asta (fig. 483 c); tuttavia il 
calcolo, sebbene un poco meno semplice, non cambia sostanzialmente 
(n. 309). 


296. Travature staticamente determinate. 


a) Formata la travatura indeformabile (n. 294), occorre fissarla 
nel suo piano (come qualunque altra struttura) con v vincoli esterni 
sufficienti a impedire qualunque movimento (v > 3). 

Se a =2n—-3 e v=3, la travatura è staticamnte determinata. 
Infatti, ogni nodo è un punto in equilibrio, soggetto a forze esterne 
e agli sforzi delle aste che in esso concorrono. Quindi per ogni nodo 
si possono scrivere le due equazioni ZX = 0 e YY = 0, ottenendo in 

tutto 2n equazioni di equilibrio. D'altra parte, 


le incognite del problema sono gli sforzi S nelle 

» aste e le reazioni dei vincoli esterni: in tutto 
a+v=2n—-3+3 = 2n. In pratica però non 

LO si utilizza tale sistema di equazioni, di risolu- 


zione troppo laboriosa. 
b) In generale è possibile sostituire qualche vin- 


pIAVAVAVAVAVAVAVAAVAVAN colo interno, cioè qualche asta, con altrettanti vincoli 
°) 


esterni (n. 63). Ad es., se si toglie un’asta alla centina 
della fig. 484 a) e si trasforma l’appoggio scorrevole in 
AIN una cerniera fissa, si ottiene un arco a tre cerniere 
Fig. 484. (fig. 484 Db), che è ancora strettamente indeformabile, Se 
si sopprimono due aste alla trave della fig. 484 c) e si 

aggiungono due appoggi semplici, si ottiene una trave Gerber (fig. 484 d). 


In tali casi v aumenta di quanto diminuisce a, e si ha ancora a+v = 2n; 
quindi il nuovo sistema è pure staticamente determinato. 
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297. L'equilibrio attraverso le sezioni. 


Per determinare gli sforzi nelle aste si può utilizzare lo stesso princi- 
pio generale che serve per trovare le tensioni interne nelle travi non retico- 
lari. Note tutte le forze esterne, comprese le reazioni dei vincoli, si traccia 
una sezione o che divida la travatura in due parti (fig. 485), tagliando 
un certo numero di aste. Una qualunque delle due parti, ad es. la si- 
nistra, è in equilibrio sotto Vazione di tutte le forze esterne che agi- 
scono su di essa e degli sforzi che la parte destra le trasmetteva lungo 
le aste tagliate. Perciò gli sforzi in queste aste devono equilibrare le 
forze esterne agenti a sinistra della sezione. Il problema è determinato 
(n. 38 d) quando la sezione taglia tre aste non concorrenti in un punto 
(sezione di Ritter). Su questo principio sono fondati i metodi seguenti. 


298. Metodo di Culmann. 


Tracciata la sezione o che taglia tre aste a, b, c non concorrenti 
(fig. 485 a), si possono calcolare i tre 
sforzi col metodo grafico di Culmann 
(n. 38 B). Nella figura si è determinata la 
retta d’azione della risultante » delle 
forze A, P,, P, che precedono la sezione, 
prolungando i lati del poligono funico- 
lare che comprendono tali forze. Quindi, 
congiunti con la retta Z i punti d’incon- 
tro di a con r e di d con c, si è decompo- 
sta la v in due forze $, ed 1, e quest’ulti- 
ma si è decomposta in due forze $, ed $.. 
I sensi di tali forze sono quelli occor- 
renti per chiudere il poligono di equili- 
brio (fig. 485 b); e poichè Sa, So; Sc Fg. 485. 
sono gli sforzi trasmessi lungo le aste 
dal tronco destro al tronco sinistro della trave, l’asta @ risulta com- 
pressa (puntone) e le aste d e c tese (tiranti). 


299. Metodo di Ritter. 


a) Per l’equilibrio suddetto, il momento delle forze esterne agenti 
sulla parte sinistra della sezione di Ritter, e quello degli sforzi tra- 
smessi dalla parte a destra lungo le tre aste tagliate (rispetto a un 
punto qualunque del piano) devono essere uguali e contrari. Per otte- 
nere lo sforzo nell’asta a prendiamo come centro dei momenti (n. 38 c) 


528 CAPITOLO QUATTORDICESIMO 


il punto m d’incontro delle altre due aste (polo dell’asta a). Se M, è 
il momento delle forze esterne rispetto a m, si ha in valore assoluto 
(448) Sera da cui a,= ta. 

Se Mn è destrogiro, il momento di $, dev'essere sinistrogiro; per cui 
il senso di S, è tale che l’asta a è compressa. 

(Se invece si pensa tagliata la sola asta a, la (448) è l'equazione di 
equilibrio alla rotazione intorno a m della parte di travatura a sini- 
stra della sezione o.) 

Considerando l’asta e, se il momento M, delle forze esterne 
rispetto al suo polo n è destrogiro, il senso di S, è tale che l’asta © 
è tesa. 

Quando due delle tre aste tagliate sono parallele, la terza asta ha 
il polo all’infinito; quindi per essa questo metodo non è applicabile. 

Se la sezione taglia quattro aste, tre delle quali concorrenti, il metodo 
è applicabile per la quarta asta. 

3) Il momento M, delle forze esterne che precedono una sezione, rispetto 
al polo m di un'asta, è l'equivalente del momento flettente 
nelle travi non reticolari. Perciò se la trave è orizzontale 
e se i carichi sono verticali, si ha M,, = Hymn, essendo 


4 i Um le ordinate di un poligono funicolare (fig. 486) che col- 
ela LA lega i carichi (n. 197); quindi si ottiene Sn = + Hyn/tm. 


j r i Nel caso di una trave a correnti paralleli, rm è l’altezza 

i, costante della trave; quindi gli $,, sono proporzionali alle 
ordinate Ym, e risultano massimi nei campi centrali. 

Fig. 486. Se la trave è appoggiata agli estremi e se le forze sono 


rivolte verso il basso, i momenti M,, sono tutti positivi; 
per cui risultano tese le aste del corrente inferiore e compresse quelle del cor- 
rente superiore. 


300. Uguaglianza delle componenti verticali. 

a) Nelle travi a correnti paralleli le aste di parete hanno il polo 
all’infinito, e quindi per queste non è appli- 
cabile il metodo di Ritter. In tal caso utiliz- N i Î 
ziamo la condizione YY = 0, per cui devono dl \ 
essere uguali e contrarie la somma delle com- NA 
ponenti verticali delle forze esterne che prece- I AA l 
dono la sezione o, cioè il taglio 7 relativo alla le) to, 
sezione o, e quella delle componenti verticali de- Fig. 487. 
gli sforzi nelle tre aste tagliate dalla o (fig. 487). 
Ma le due aste di contorno sono orizzontali; quindi è diversa da zero 


sal 
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soltanto la componente verticale dello sforzo $; nella diagonale d. Si 
ha perciò in valore assoluto 


T 
T=$,sen da cui = a 
(449) a di, Sa = Fena 
Se T è positivo, lo sforzo $, capace di opporsi all’azione di 7 ha il senso 
della freccia, e la diagonale è tesa (nel caso della figura). 
Per ottenere lo sforzo $, in un montante v si traccia la sezione 01, 
e si ottiene in valore assoluto 


(450) S=T1; 


essendo 7’, il taglio relativo alla sezione 0,. Se 7, è positivo, S, ha il 
senso della freccia e il montante è compresso. 


b) Se la trave è a correnti paralleli e se tutte le diagonali sono ugualmente 
inelinate, gli sforzi Si sono proporzionali alle ordinate del diagramma 7 (fig. 486); 
quindi sono maggiori in prossimità degli appoggi. 

Nella fig. 487 le diagonali discendono verso destra. Se invece discendono 
verso sinistra, e se 7' è positivo, risultano compresse le diagonali e tesi i montanti. 
Per diminuire l’azione del carico di punta, conviene siano tese le diagonali e 
compressi i montanti (perchè più corti). La trave Mohniè (fig. 495 b) ha le dia- 
gonali che discendono verso il centro, cioè verso destra nella prima metà dove 
di solito 7 è positivo, e verso sinistra nella seconda metà dov’è negativo; quindi 
le diagonali risultano prevalentemente tese e i montanti compressi. L’opposto 
avviene nella trave Howe (fig. 495 c), che ha le diagonali ascendenti verso il centro. 


301. Uguaglianza delle componenti orizzontali. 


Quando i carichi e le reazioni sono verticali riesce utile la terza. 
condizione di equilibrio Z.X = 0; per cui dev'essere nulla la somma 
delle componenti orizzontali degli sforzi nelle 
tre aste u, 0, d tagliate dalla sezione o (fig. 488): B 


S,cosa— S, cos f + Sa cosy = 0. 


Ma per la (448) si ha in valore assoluto Time 
Su = Mmm So = Mmialtmt15 \\ 
quindi si ottiene o mil 
1 (Mot Mm Fig. 488. 
(451) S= ds) (ft cos $ ta cos a) 7 


Nel caso delle travi a correnti paralleli, con diagonali e montanti (fig. 487), 
tracciando una sezione c, inclinata come le diagonali e che tagli un montante, 
la condizione ZX = 0 dà S, = — S,. Cioè sono uguali (salvo il senso) gli sforzi nel 
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corrente superiore e in quello inferiore di due campi contigui (ciò che risulta 
anche dalla (448), essendo i poli delle due aste sulla stessa verticale, ed essendo 
perciò uguali i momenti M,,). 


Esercizio 875. — La capriata Polonceau composta della fig. 506 a), avente la 
luce AB di 14 m, è caricata con P = 2000 kg in ogni nodo superiore (con P/2 
nei nodi estremi). Determinare lo sforzo nella catena s. 

Soluzione. Le reazioni degli appoggi valgono A = B = 4P = 8000 kg; quindi 
la forza totale agente nel nodo 1 è A — P/2 = 8000 — 1000 = 7000 kg. 

Tracciata la sezione o di Ritter che taglia le aste s, 20, 22, il polo della s è il 
nodo 5, rispetto al quale le forze esterne che precedono la o hanno il momento 


M; = 7000 - 7 — 2000 - 5,25 — 2000 - 3,50 — 2000 - 1,75 = 28000 kgm. 
La distanza r del polo 5 dall’asta s è di m 3,50. Quindi si ottiene 


_ 28000 


8= Fao = + 8000 kg. 


Esercizio 876. — La trave Mobniè della fig. 499, avente la luce di m 19,80 © 
l'altezza di m 3,00, è caricata con P = 5000 kg in ogni nodo del corrente infe- 
riore. Determinare gli sforzi nelle aste 16, 17, 18, 19. 

Soluzione. Reazioni A = B = 3P = 15000 kg; la forza totale agente nel nodo 1 
è di 12500 kg. 

Il polo dell’asta 19 è il nodo del corrente superiore sulla stessa verticale di 3, 
per cui il momento è uguale a M3; il polo dell’asta 17 è il nodo 4. I momenti ri- 
sultano 


Il 


Ms = 12500 - 6,60 — 5000 - 3,30 = 66000 kgm 


Ma 


12500 - 9,90 — 5000 - 6,60 — 5000 - 3,30 = 74250 » . 
Quindi si ottiene 


66000 
Se= 300 = + 22000 kg=— Sn, Sn=- 


74250 
300 = © 24750 kg. 


Tracciata una sezione o che tagli le aste 13, 16, 19, e una sezione 0) che tagli 
le aste 17, 18, 19, il taglio è lo stesso per entrambe le sezioni, e vale 


Tya= 12500 — 2 + 5000 = 2500 kg. 
Quindi si ottiene 
Ste = — 2500 kg, Sig = 2500/0,673 = 3715 kg. 


Se invece si usa la (451), si trova 


1 (74250 66000 


Ss 0\ 3,00 3,00 


0,740 ) RADOS 
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Esercizio 3877. — La trave Noville delia fig. 489 ha la luce 1 = 18,00 m ed è 
costituita da triangoli equilateri. I nodi del corrente inferiore sono soggetti 
a carichi P = 4800 kg e quelli del corrente superiore a carichi P'= 800 kg. 
Determinare gli sforzi nelle aste u, 0, d, di . 

Soluzione. Reazioni A = B = 14000 kg. 

Mn = 11600 - 5,40 — 800 - 3,60 — 4800 - 1,80 = 51120 kgm 


Mm+1 = 11600 - 7,20 — 800 - 5,40 — 4800 - 3,60 — 800 - 1,80 = 60480» . 


L'altezza della travo è h = 3,60/3/2 = 3,12 m. Quindi si ottiene (*) 


51120 60480 
8,= Fis = 19385 kg, S,=— gig =— 19385 kg. 


Il taglio in corrispondenza delle sezioni o e 0, vale 
T = 11600 — 800 — 4800 — 800 = 5200 kg 
T,= 11600 — 800 — 4800 — 800 — 4800 = 400». 


Per cui si ottiene 
Sa = Teos = 6004 kg» Sa = gag = 7 462 k8- 


Esercizio 878. — La struttura della fig. 490 è costituita da due triangoli equi- 
lateri di lati Z ed 7/4, concentrici e coi lati paralleli, collegati mediante tre 


, D 
PA 
P 
Fig. 489. Fig. 490. 


aste a, b, c. Calcolare gli sforzi nelle aste a, d, c prodotti da due forze P uguali 
e opposte. 

Soluzione. Tracciata una sezione di Ritter circolare, le tre aste a, db, c tagliate 
hanno i poli nei punti a, f, y. La distanza di ciascuna asta dal suo polo risulta 
0,427; le distanze dei tre poli a, f, y dalla forza P risultano rispettivamente 
0,271, 0,087, 0,191. Uguagliando i momenti di S, e di P rispetto ad a, di S, e 
di P rispetto a f, di S, e di P rispetto a y, si ricava Ss=+ 0,64 PD, 
S, = — 0,19P, S, = — 0,45P. L’asta a è un tirante e le aste db e c sono puntoni. 


(*) Per determinare S,, si può invece far passare la sezione c a sinistra del nodo m, nel qua] 
caso fra le forze a sinistra di c non c’è la P' agente in m. Però il risultato non cambia, perchè 
la P' ha il momento nullo rispetto a m. 
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302. Metodo della doppia sezione di Ritter. 


a) Talvolta non è possibile tracciare una sezione che tagli tre 
aste non concorrenti e che separi la travatura in due parti; ma è pos- 
sibile invece tracciare due sezioni o e 01, ciascuna delle quali la separa 
in due parti e taglia quattro aste, di cui 
due « e b comuni a entrambe le sezioni 
(fig. 491). In tal caso si può scrivere per 
ciascuna sezione l'equazione dei momenti 
rispetto al punto d’incontro m o n delle 
due aste non comuni alle due sezioni, ot- 
tenendo così un sistema di due equazioni 
nelle quali figurano soltanto i due sforzi 
incogniti delle aste a e d comuni. Indi- 
cando con M,, il momento delle forze Pi 

Fig. 491. e P. rispetto al punto m e con r, ed 7, 

le distanze di m dalle aste @ e d; con M, 

il momento delle forze P, e P, rispetto al punto n e con r, ed 77 le di- 
stanze di n dalle aste a e bd, si ha 


| Satm + Soy + Un =0 


452 

cp Sr td + M, =0. 

Risolvendo il sistema, si ottengono $, ed Sy (5); quindi si possono deter- 

minare gli sforzi nelle altre aste col metodo che indicheremo nel n. 305. 
b) Il sistema (452) risulta impossibile quando il determinante dei 

coefficienti è nullo, ossia quando si ha 


ciò che avviene quando il punto o d’incontro delle aste a e 6 è alli- 
neato coi punti m ed n. 


Una semplice considerazione cinematica conferma questo fatto. Se pensiamo 
fissata l’asta u e soppresse le aste a e b, l’asta v può ruotare intorno a m se si 
fanno muovere le due aste concorrenti in m, © può ruotare intorno a n se si fanno 
muovere le due che concorrono in n; quindi, componendo le due rotazioni, l’asta v 
può ruotare intorno a un punto qualsiasi della retta mm. Se invece l’asta v fosse 
collegata alla « solo mediante le aste a e d, essa potrebbe ruotare intorno al loro 


() Conviene supporre tese le aste a e b, e determinare volta per volta i sensi dei momenti 
di Sa e di S; rispetto a m e ad n, e quindi i segni da attribuire loro nelle (452). I segni degli 
sforzi Sa ed Sy che si ottengono risolvendo, decidono il senso di tali sforzi, 

Nel caso dello fig. 491 i segni dei vari termini sono Sommo = Sims = Sano Sora!» 
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punto d'incontro o. Esistendo tutte le aste, se o non è sulla retta mn non è pos- 
sibile alcun movimento; ma se 0 è sulla mn è possibile una rotazione infinitesima 
intorno a o. Perciò in questo caso (che è da evitare) il sistema non è rigorosamente 
indeformabile e, come negli altri casi singoli già visti, gli sforzi S, ed $, risultano 


infinitamente grandi. 


Esercizio 379. — Studiare la struttura della fig. 492, soggetta alle forze 

P.= 800 kg e P, = 2000 kg. 
Soluzione. Le aste a e b sono comuni alle sezioni o e 01; le altre due aste 
tagliate dalla o s'incontrano in m e quelle tagliate dalla 0, s'incontrano in n. 
Si ha #n=2,50 m, rm=1,40 m, rn=2,50 m, ri,=0,70 m. 
Supposto che le aste a e d siano tese, il sistema (452) 

3 diventa 


2,50 9, — 1,40 8, + 800 - 2,50 = 0 
2,50 S,-+ 0,70 $, — 2000 - 2,50= 0. 


Risolvendo, si ottiene S, = + 1067 kg, S, = + 3333 kg. 
Noti S, ed S,, gli sforzi nell’asta c e nella sua simme- 
trica si determinano decomponendo P+ $S, e si ottiene 


S.= — 3062 kg. Quelli nell'asta e e nella sua simmetrica 

decomponendo P,— S,, © si ottiene 9, = — 3032 kg. Infine, lo sforzo nell’asta 
d è uguale e contrario alla somma delle componenti verticali degli sforzi nelle 
aste d e c, © risulta Sy = — 2408 kg. 


303. L'equilibrio dei nodi. 


Per il calcolo degli sforzi nelle aste si può utilizzare invece l’altro 
principio già accennato nel n. 296 a), e cioè l’equilibrio di ogni nodo 
sotto l’azione delle forze che in esso concorrono (forze esterne e sforzi 
nelle aste). Anche questo principio dà origine a vari metodi pratici. 


a) Si potrebbe scrivere e risolvere il sistema di 2n equazioni con 2r inco- 
gnite di cui si è detto nel n. 296 a): Indicando con a l’angolo che lo sforzo 8 di 
ogni asta (oppure la reazione R di ogni vincolo esterno) fa con l’orizzontale, e 
con X e Y le componenti delle forze esterne note, per ogni nodo si hanno le due 
equazioni 


ZScosa+X=0, ZS sena+ Y= 0. 


Il sistema contiene le 2n — 3 incognite S e le 3 incognite F (oppure (n. 296 b) 
un numero minore delle S e uno maggiore delle R). Però la risoluzione del sistema 
sarebbe troppo laboriosa; quindi è preferibile utilizzare il principio suddetto 
mediante dei procedimenti grafici. 


3) Osserviamo anzitutto che quando si considera lo sforzo $ di 
un’asta, si devono distinguere le due forze S che i due nodi trasmet- 
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tono all’asta e quelle uguali e contrarie che l’asta trasmette ai due 
88 nodi. Nella fig. 493 sono indicate le quattro forze, 
e) 


green, nel caso di un tirante a) o di un puntone Db). 
È Per l'equilibrio di un nodo interessa evidente- 
en] mente la forza che ogni asta trasmette al nodo; 
g 5) perciò nel caso di un tirante la 8 si allontana dal 
nodo e nel caso di un puntone la S va verso il 
nodo. Inoltre, per ogni asta la £ ha l’uno o l’altro 
senso secondo che si considera l'equilibrio dell'uno o dell’altro dei 
due nodi ai quali essa fa capo. 


Fig. 493. 


304. Poligoni di equilibrio dei nodi. 


a) Per studiare una travatura reticolare (fig. 494) si determi- 
nano anzitutto le reazioni dei vincoli esterni. Quindi si calcolano gli 
sforzi nelle aste, cominciando da un nodo nel quale concorrano due 
Sole aste, poichò se si avessero tre 
sforzi incogniti il problema sarebbe 
indeterminato (n. 38 a). 

Cominciando perciò dal nodo 1, 
si traccia il triangolo 1) di equili- 
brio mandando per gli estremi della 
forza 1 le parallele alle aste 6 e 7. 
Percorrendo il triangolo nel senso 
definito dalla forza nota 1, si trova 
che lo sforzo 7 si allontana dal no- 
do 1 e che il 6 va verso il nodo; 
quindi l’asta 7 è un tirante e la 6 


è un puntone. Poi si considera il s do 
nodo 2, nel quale ora sono incogniti > | 
soltanto gli sforzi 8 e 9. Si traccia 12 P 
la bilatera delle due forze note 2 e 
7, misurando la 7 nel triangolo 1) 10 / 2 

9 


e invertendone il senso, perchè ora 

si tratta del nodo 2; e si completa 

il poligono di equilibrio 2) man- Fig. 494. 

dando per gli estremi della bilatera 

le parallele alle aste 8 e 9, che risultano tiranti. In seguito si considera 
il nodo 3, nel quale sono incogniti gli sforzi 10 e 11, e si traccia il suo 
poligono di equilibrio 3). L’asta 10 risulta tirante e la 11 puntone. 
Infine si considera il nodo 4, nel quale è incognito soltanto lo sforzo 12; 
per cui, tracciata la trilaiera 4, 9, 10, il lato 12 di chiusura deve risni- 
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tare parallelo all’asta 12, che è un tirante. Se si considera invece il 
nodo 5, nel quale è incognito lo sforzo 12, questo deve pure risultare 
parallelo all'asta 12, e uguale a quello trovato col poligono 4). In tal 
modo, cioè mediante gli ultimi due poligoni di equilibrio 4) e 5), si 
verifica l’esattezza dell’intero calcolo grafico. 

b) Il segmento che misura uno sforzo compare in due poligoni 
di equilibrio, ciò che è naturale perchè un’asta fa capo a due nodi. 
Tuttavia si guadagnerebbe tempo ed esattezza se invece di misurare 
gli sforzi già ottenuti e disegnarli di nuovo nei P 
poligono successivi, si potessero riunire i poligoni 
in una figura unica, in modo che ogni segmento 
servisse per due poligoni. Questa semplificazione 
riesce possibile per la maggior parte delle travi 
reticolari, come si vedrà nel n. 305. 


c) Quando in un nodo concorrono tre aste 1, 2, 3, 
due delle quali allineate (fig. 495 a), è possibile ottenere 
lo sforzo nella terza asta, pur avendosi tre incognite. 
Infatti, il triangolo di equilibrio dà S3 e la differenza 
Si S, In particolare, nel nodo m della trave b) risulta 
S=_ Ped Ss = Sa 


Osserviamo inoltre che per l’equilibrio del nodo A Fig. 495. 
della trave b) si ha Sj=— A (puntone) ed S5= 0. 
Nel caso della trave c), per l'equilibrio del nodo n si ha S, = — Ped S,= 0, 


Se P= 0, si ha S,= Sg =0, e conviene sopprimere le due aste 1 e 2. 


305. Il diagramma reciproco o eremoniano. 


a) Il diagramma reciproco di una travatura reticolare, o diagramma 
di Cremona (3), riunisce in una figura unica i poligoni di equilibrio di tutti 
i suoi nodi. In esso ogni segmento che misura lo sforzo S in un’asta, 
percorso una volta in un senso e una volta nell’altro, è lato comune 
ai due poligoni di equilibrio dei nodi estremi dell’asta; quindi com- 
pare una sola volta. Tralasciando la teoria generale (°), limitiamoci a 
indicare le reazioni che legano il diagramma reciproco allo schema della 
travatura, le sue principali proprietà e le regole pratiche per costruirlo. 
A ogni retta della travatura, sia essa un’asta oppure la retta d’azione 
di una forza esterna, corrisponde nel diagramma un lato parallelo, che 
misura lo sforzo nell’asta o la forza esterna. 


(5) J. C. MAXWELL: On reciprocal figures and diagrams of forces, «+ Phil. Magaz. », 1864, pag. 250. 

L. CREMONA: Le figure reciproche nella Statica grafica, Milano, Hoepli, 1872. 

(*) V. L. CrEMONA (nota 5), oppure il primo volume, Cap. V, delle Lezioni di C. GuIDI più 
volte citate. 
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A ogni nodo della travatura in cui concorrono x rette, di cui una 
può essere una forza esterna, corrisponde nel diagramma un poligono 
chiuso di equilibrio di r lati. 

A ogni vertice del diagramma in cui concorrono s forze, due delle 
quali possono essere forze esterne (se ne concorre una ne concorre anche 
una seconda), corrisponde nella travatura un poligono chiuso, formato 
da sole aste, oppure da alcune aste e dalle rette d’azione di due forze 
esterne. 

b) Costruiamo ora (fig. 496) il cremoniano per la travatura già 
studiata nel n. 304 a). Anzitutto si disegna il poligono chiuso 1, 2, 3, 4, 5 
delle forze esterne (carichi e reazioni) 
(fig. 496 Db), disponendole nell'ordine ci- 
elico secondo il quale s’incontrano percor- 
rendo il contorno della travatura (nel- 
l’uno o nell’altro senso). Nel nostro 
caso si è percorso il contorno in senso 
destrogiro, e in tale senso si sono nu- 
merati i nodi. 

3 Se le reazioni si sono determinate 

») o) graficamente, e le forze non risultano 

nell’ordine ciclico (risultano se uno dei 

2 correnti è scarico), si disegna di nuovo 

1 il poligono modificando l’ordine delle 

forze. Se la travatura ha dei nodi in- 

7 terni al contorno, essi devono essere 

scarichi, altrimenti il cremoniano non 
esiste. 

Si comincia dal nodo 1, nel quale concorrono due soli sforzi inco- 
gniti 6, 7, e si traccia il triangolo di equilibrio 1, 6, 7. Nel caso dei poli- 
goni separati (n. 304 a) era indifferente mandare le parallele all’asta 6 
per l’origine e alla 7 per l'estremo della forza 1, oppure viceversa. 
Invece in questo caso, se si disegna il triangolo 1, 6, 7 come nella figura, 
quando poi si passa al nodo 5 si trovano le forze note 5 e 7 una di seguito 
all’altra, cioè già pronte per tracciare il poligono di equilibrio 5, 7, 8,9 
del nodo 5; se invece si tracciasse il triangolo nell’altro modo, la forza 7 
risulterebbe disgiunta dalla 5. 

Quindi, per decidere da quali punti si devono mandare le due paral- 
lele, basta osservare la disposizione che devono avere le forze per potere 
poi tracciare il poligono del nodo successivo. Oppure si può osservare che 
nello schema della travatura le rette 1, 5, 7 formano un triangolo, e 
così pure le rette 1, 2, 6; per cui nel cremoniano le forze 1, 5, 7 devono 
concorrere in un vertice, e così pure le forze 1, 2, 6. Quindi la 7 deve 


Fig. 496. 
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passare per il punto comune alle forze esterne 1 e 5, e la 6 per il punto 
comune alle 1 e 2. Infine, si può anche usare la regola seguente: Nel 
poligono di equilibrio di un nodo le forze devono susseguirsi nello stesso 
ordine nel quale s'incontrano le rette corrispondenti girando intorno al nodo, 
nel senso che sì assume percorrendo il contorno della travatura per ordi- 
nare le forze esterne. Nel nostro caso si assunse il senso destrogiro, per 
cui girando intorno al nodo 1 s'incontrano le rette nell’ordine 1, 6, 7; 
quindi nel triangolo di equilibrio devono susseguirsi le forze 1, 6, 7. 

Lo sforzo 6 va verso il nodo 1 e il 7 si allontana da esso. Ma non 
si può indicare il senso con una freccia, come si faceva coi poligoni sepa- 
rati, perchè qui ogni lato va percorso una volta in un senso e una volta 
nell’altro, appartenendo a due poligoni; quindi occorrerebbero due 
frecce opposte, prive di significato. Si indicano invece con una linea 
sottile gli sforzi di trazione e con una grossa quelli di compressione. 

Poi si passa al nodo 5, intorno al quale si trovano, cominciando 
dalle forze note 5, 7 e in senso destrogiro, le rette 5, 7, 8, 9; nello 
stesso ordine devono susseguirsi le forze nel poligono di equilibrio, i 
cui primi due lati 5 e 7 sono già disposti di seguito, nell’ordine e nel 
senso dovuti (ora lo sforzo 7 s’allontana dal nodo 5). Quindi si com- 
pleta il poligono coi lati 8 e 9. In seguito si passa al nodo 2, intorno 
al quale si trovano le rette 8, 6, 2 e le 11, 10. Nel cremoniano le prime 
tre forze, già note, sono pronte di seguito, nell’ordine e nei sensi 
dovuti; quindi si completa il poligono coi lati 11 e 10. Infine, intorno 
al nodo 4 si trovano le rette 4, 9, 10 e la 12; quindi nel cremoniano 
l’unica forza incognita 12, che chiude il poligono già pronto, deve risul- 
tare parallela all'asta 12. Se invece si considera il nodo 3, sono note 
le forze 11, 3 ed è incognita la 12. 

c) Al termine della costruzione si ha dunque il controllo di chiu- 
sura, già indicato nel n. 304 a). Tuttavia è utile eseguire anche dei 
controlli intermedi, calcolando qualche sforzo mediante delle sezioni di 
Ritter (n. 299 a) e confrontando coi risultati del cremoniano. 

Quando il controllo finale rivela un lieve errore dovuto al graficismo, si fa 
qualche controllo intermedio, e quindi si ripartisce l’errore sui vari sforzi fino a 
che il diagramma risulta corretto. Se invece l’errore è considerevole, può essere 
dovuto a errata valutazione delle reazioni, cioè alle forze esterne non equi- 
librate. 

Nel caso di una travatura complessa, può convenire di cominciare il cremo- 
niano dalle due estremità e di procedere verso il centro. 

Se la trave è simmetrica e caricata simmetricamente, basta costruire mezzo 
diagramma. In luogo del controllo finale, si controlla uno sforzo intermedio 
mediante una sezione di Ritter. 

d) Ogni asta del contorno forma un triangolo con le due forze esterne agenti 
nei due nodi che essa congiunge. Perciò (n. 305 a) nel cremoniano lo sforzo 
dell’asta passa per il punto d’incontro delle due forze esterne; cioè esce dal ver- 
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tice del poligono delle forze esterne. Se invece, percorrendo il contorno, fra due 
nodi carichi ce ne sono alcuni scarichi, le aste del contorno comprese fra i due 
nodi carichi formano un poligono con le due forze esterne agenti in essi. Perciò 
i loro sforzi passano per il punto d’incontro delle due forze esterne, cioò escono 
dal vertice del poligono delle forze esterne. 

Pertanto, si può rendere più spedita la costruzione del cremoniano trae. 
ciando da prima per i vertici del poligono delle forze esterne le parallele a 
tutte le aste del contorno; poi una poligonale corrispondente alle aste di parete, 
coi vertici sulle parallele suddette. 


Esercizio 380. — Disegnare il cremoniano della pensilina della fig. 497, sog- 
getta a tre carichi P uguali nei nodi superiori. 

Soluzione. Anzitutto si sono determinate le reazioni dei vincoli esterni, decom- 
ponendo il carico totale 0-3 nella PR, (che agisce secondo l’asse dell'asta 15) e 


Fig. 497. Fig. 498. 


nella E, (che passa per 4 e per il punto d’incontro della R; con la risultante dei 
tre carichi). Nel poligono delle forze esterne 0, 1, 2, 3, 4, 5 queste si presentano 
nell'ordine ciclico destrogiro (rispetto al contorno della travatura). Quindi si è 
tracciato il cremoniano secondo le regole note, cominciando dal nodo 1. 


Esercizio 381. — Disegnare il cremoniano della gru della fig. 498, soggetta 
soltanto al carico P nel nodo 1. 

Soluzione. Si sono calcolate mediante la (7) le reazioni degli appoggi, e si 
è costruito il poligono 0, 1, 2, 3, delle forze esterne (in ordine ciclico sinistrogiro). 
Quindi si è tracciato il cremoniano cominciando dai nodi 1, 2, 3. 


Esercizio 882. — Disegnare il cremoniano della trave Mohniè della fig. 499, 
soggetta a carichi P uguali nei nodi del corrente inferiore. 

Soluzione. Per la simmetria della trave e dei carichi, basta una metà del cre- 
moniano, che si è cominciato dal nodo 1, osservando che in esso agisce la forza 
0-1 (risultante della reazione R, = 0-1’ e del carico P/2= 1'-1). 
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In armonia con quanto si è detto nei nn. 300 d) e 301, le diagonali risul- 
tano tese e i montanti compressi, mentre risultano uguali in valore assoluto gli 
sforzi nelle aste 9 e 15, 13 e 19. 


Esercizio 388. — Disegnare il cremoniano della trave parabolica della fig. 500, 
soggetta a carichi P uguali nei nodi del corrente rettilineo. 

Soluzione. a) Si è cominciato dal nodo 1, nel quale agisce la risultante 0-1 
della reazione R, = 0-1’ e dal carico P/2 = 1'-1. 

Gi sforzi risultano uguali nelle aste del corrente rettilineo, proporzionali 
alle lunghezze delle aste nell’altro corrente, e nulli nelle diagonali (ad es., nel 


Fig. 499. Fig. 500. 


poligono di equilibrio 9, 10, 13 del nodo 2' lo sforzo 13 chiude da solo la bilatera 
delle forze già note 9, 10); ciò che si giustifica in d). 

b) I montanti 10, 14, 18... sono le ordinate di una parabola, nella quale 
è inscritto il corrente centinato. D'altra parte, il diagramma M, (n. 299 d) è un 
poligono funicolare dei carichi P uguali ed equidistanti, che risulta inscritto in 
una parabola (es. 182), e che si può far coincidere col corrente centinato della 
trave. Perciò questo corrente è una funicolare dei carichi P. 

Pertanto, i momenti rispetto ai nodi 2’, 3’, 4' sono proporzionali alle di- 
stanze r di tali nodi dalle aste 8, 11, 15, che per la (448) risultano quindi ugual- 
mente affaticate. Inoltre, il corrente centinato è in equilibrio sotto i carichi P 
trasmessi dai montanti, per cui le diagonali sono necessariamente inerti. 


Esercizio 384. — Disegnare il cremoniano della capriata inglese della fig. 501, 
soggetta a carichi P verticali uguali nei nodi superiori, 
e all’azione del vento sulla falda sinistra. 

Soluzione. Le forze esterne nei nodi 2 e 3 sono le 
risultanti di P e dell’azione del vento sulla zona dj 
coperto interessante il nodo. Nel nodo 1 entrambe le 
componenti, e quindi la risultante, sono dimezzate. 
Nel nodo 4 si ha la risultante di P e del vento di- 
mezzato. 

Le reazioni R, ed &, si sono determinate mediante 
la costruzione della fig. 25, che poi si è cancellata. Il 
cremoniano si è cominciato dal nodo 1, soggetto alle 
forze esterne R, = 0-1’ e 1-1. Fig. 501. 
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Esercizio 885. — Disegnare il cremoniano della centina della fig. 502, soggetta 
soltanto a un carico P nel nodo 4. 

Soluzione. Il poligono delle forze esterne è 0, 1, 12, 4, essendo 0-1= KR, 
1-12= ©, 124=P. 


Esercizio 386. — Disegnare il cremoniano della struttura a tre cerniere per 
aviorimessa della fig. 503, soggetta soltanto a una forza P orizzontale nel nodo 2. 
Soluzione. La reazione R, della cerniera B passa per la cerniera 5 (n. 68 d); 
la E, della cerniera A passa per il punto m d’incontro di P e della F,. Il poli- 


Fig. 503. 


gono delle forze esterne è 0, 1, 2, 9. Il cremoniano si può cominciare (n. 305 c) 
dai nodi 1 o 9, oppure dal nodo 5 nel quale agisce la forza PR, sulla metà sinistra 
della struttura e la forza — È, sulla metà destra. 


306. Casi eccezionali. 


a) Talvolta, pur avendosi le aste strettamente necessarie, non 
esiste un nodo nel quale concorrano soltanto due aste, e dal quale poter 
cominciare il cremoniano; come nella struttura 


m 
È della fig. 504. Oppure, anche esistendo tale 
nodo di partenza, a un certo punto della co- 
$ "Mn struzione si trovano soltanto nodi con tre 0 più 
a sforzi incogniti; come nella capriata Polonceau 
Fig. 504. composta della fig. 506 a). 


Spesso in tali casi basta calcolare lo sforzo 
in un’asta s mediante una sezione di Ritter, per potere poi cominciare, 
oppure continuare, la costruzione del cremoniano. 

b) In generale, può accadere che non esista nessun nodo con due 
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sole aste soltanto se n > 6. Infatti, il numero totale di aste concor- 
renti in tutti i nodi è 2a = 2(2» — 3); per cui il numero medio di aste 
concorrenti in un nodo è 2a/n = 4— 6/n. Se n < 6, tale media è < 3, 
quindi esiste qualche nodo con due aste; se n > 6, la media è > 3 ed 
è possibile che non vi sia alcun nodo con due 
sole aste. 

Il caso più semplice si ha quindi per n = 6, 
nella cosidetta struttura esagona (fig. 505 a), 
che talvolta fa parte di travature maggiori 
(fig. 505 b). Essa non si può studiare mediante 
una sezione di Ritter, nè mediante un cremo- 
niano; ma si studia facilmente mediante la 
doppia sezione di Ritter, oppure usando uno 3) 
dei procedimenti generali dei nn. 307 e 308. 

In una struttura esagona non è impedito 
un piccolissimo movimento relativo dei vari Fig. 505. 
nodi quando i punti m, n, o sono allineati 
(nn. 294 d e 302 b); ciò che accade, per il teorema di Pascal, quando 
i sei nodi sono sopra una conica. 

e) Anche nella trave Fink (fig. 507 a) non esistono nodi dai quali 
escano due sole aste. 


Esercizio 387. - Disegnare il cremoniano per la trave Polonceau composta 
della fig. 506 a), soggetta a carichi P uguali nei nodi superiori. 

Soluzione. Il tracciamento del cremoniano è im- 
mediato per i nodi 1, 2, 2‘; poi, sia nel nodo 8 che 
nel nodo 3' si hanno tre sforzi incogniti. Calcoliamo 
perciò lo sforzo $, nell’asta s mediante la sezione c: 
Il polo dell'asta s è il nodo 5, rispetto al quale il 
momento delle forze a sinistra di o è 

l 31 2 l 


M,=35P-P7-Pg-Pyg=PM. 


Quindi, se » è la distanza di 5 da s, si ottiene 
S,= My/r=Pl/r. Portato $, 
nel eremoniano, si procede 
nel modo solito. 


Esercizio 888. — Disegnare il cremoniano per la 
trave Fink della fig. 507 a). 

Soluzione. Non esistono nodi con due sole aste, per 
cui (n. 306 a) non si può tracciare il cremoniano col 
solito procedimento. 

Si potrebbe determinare lo sforzo nell’asta 8 me- 
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diante una sezione di Ritter che tagli le aste 10, 11, 8; quindi si comincerebbe 
il eremoniano dal nodo 5, conoscendo la reazione A e lo sforzo Sg 

Ma si riesce ugualmente osservando che S, = — P; (n. 304 c), e che le com- 
ponenti verticali di S, e di S,, valgono — S,/2 = P;/2. Perciò se A=4-5 (fig. 507 b), 
basta mandare per 4 la parallela all’asta 8 fino a incontrare l’orizzontale (pun. 
teggiata) per il punto di mezzo di 0-1= P,, e per il punto d’incontro la pa- 
rallela all'asta 7 fino a incontrare la parallela all’asta 6 condotta per 5. Noti 
così S, 87, Ss, si completa il cremoniano senza difficoltà. 


307. Metodo della somma dei momenti. 


Quando non è possibile tracciare una sezione di Ritter o costruire 
il cremoniano, si può usare il seguente metodo generale, fondato sul- 
l'equilibrio dei nodi. 

La somma dei momenti di tutte le forze esterne e interne concor- 
renti in un nodo %, rispetto a un punto qualunque #', è nulla. Se per tutti 
i nodi 1, 2, 3...n si calcolano le somme di tali 
momenti rispetto a punti 1', 2’, 3’... n’ 
e si sommano, si ottiene un’equazione con- 
tenente tutte le forze esterne e tutti gli 
sforzi nelle aste. Ma se si scelgono i centri 
1‘, 2° sopra una parallela all’asta 1-2, lo 
sforzo di quest’asta scompare, perchè il suo 
momento figura due volte con lo stesso va- 
lore e con segni contrari. Se si realizza 
questa condizione per tutte le aste, salvo 
una, rimangono nell’equazione lo sforzo di 
quest’ultima e le forze esterne. 

Consideriamo, ad es., la struttura della 
fig. 508 a), priva di nodi con due sole aste 
(trascuriamo la possibilità di tracciare una 
sezione di Ritter), e cerchiamo lo sforzo 

Fig. 508. nell’asta a. Assunto il punto 1’ ad arbitrio 
e tracciate per esso le parallele alle aste 1-2 
e 1-3, si prendono su queste due punti 2’ e 3’ arbitrari, purchè la 2/-3' 
sia parallela a 2-3. Il punto 4’ si ottiene mandando per 2’ e per 3’ le 
parallele a 2-4 e a 3-4. I punti %' successivi si determinerebbero nello 
stesso modo, se tutte le maglie fossero triangolari. Trovando invece 
una maglia quadrangolare (come la 3-4-6-5), si mandano per 3' e per 4’ 
le parallele a 3-5 e a 4-6 e si prendono su queste due punti 5’ e 6’ arbi- 
trari, ma sopra una parallela a 5-6. Infine, si ottiene 7’ mediante le 
parallele 5‘-7’ e 6‘-7’. 
Se ri ed r, sono le distanze di 1’ e di 7’ dall’asta a, e se My, My... 
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sono i momenti delle forze esterne P,, Pa... rispetto ai punti 1’, 2”..., 
l'equazione suddetta diventa 

(453) Sata rt) + ZMr=0; 

da cui si ricava Sa. 

La (453) si semplifica se si assume 1’= 1, 2'= 2, e per conse- 
guenza 3'= 3, 4'=4 (fig. 508 b), poichè si ha Myv= My= My= 
= Mi=0 ed r,= 0; quindi si ottiene 
(4531) Sata + My + My + My =0. 

Se il punto 7’ capita sulla @ (o, più in generale, se risulta 7, = 71), può 
darsi che ciò non accada più se si cambia la parallela arbitraria 5'-6‘; oppure può 
darsi che ciò accada comunque si scelga tale parallela. In quest’ultimo caso si ot- 
tiene S, = 09; ossia la struttura ha una configurazione singolare, che consente un 
piccolissimo movimento relativo dei vari nodi. 


308. Metodo del trasporto di aste. 


a) Anche il seguente artificio, ideato da Henneberg, è di uso gene- 
rale, e serve per studiare quelle travature che non hanno nodi con due 
sole aste. 

Nella travatura della fig. 509 a) sopprimiamo l’asta a sostituendola 
con due forze Y, e aggiungiamo un’asta fittizia è (fig. 509 b), rispet- 
tando l’equa distribuzione (n. 294 ). Ciò non modifica gli sforzi nelle 
aste, se lo sforzo X sostituito all'asta sop- 
pressa è tale che lo sforzo nell’asta è 
risulti nullo. 

La nuova travatura ha dei nodi con 
due sole aste. Mediante due cremoniani, 
calcoliamo gli sforzi $, nelle aste della tra- 
vatura b) dovuti alle sole forze esterne P, 
e gli sforzi S, dovuti alle due forze X 
poste uguali a uno. Per la sovrapposi- 
zione degli effetti, lo sforzo totale in 
un’asta generica è dato da 


(454) S=S+ SX. 
Nell’asta è si deve avere 
Si = Si + SL =0, 


ta 


È 


da cui 
(455) X=- Sui 
1 Sui 
Noto XY, si caleolano mediante la (454) 


gli sforzi S in tutte le aste. 
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Sono evidenti i casi di eccezione: Se Sy, = 0 ed Sy #0, risulta X = 0; 
l'eccezione è dovuta al particolare sistema delle forze P, per le quali la trava- 
tura è in equilibrio anche senza l’asta a. Se Sy; # 0 ed S,,= 0, siha XY = 00; 
quindi la travatura è leggermente deformabile. Infine, se Sg; = 0 ed S,; = 0, 
la travatura è ancora deformabile, ma le forze P sono tali che essa resterebbe 
in equilibrio anche senza l’asta a (es. 390); quindi X può avere qualunque valore 
(supposte le aste rigide). 

6) Si procede in modo analogo quando occorre trasportare due aste invece 
di una. Se X, e X, sono gli sforzi nelle due aste soppresse ed $,, S, sono gli sforzi 
nelle varie aste dovuti a due forze X, = 1, o a due forze 
X,= 1, lo sforzo totale in un’asta generica è dato da 


DI | (454,) Bag GER, 
Le incognite X, e X, si ottengono annullando gli sforzi 
nelle due aste fittizie è e j che si sono aggiunte: 
Si = So + SuX1+ SX = 0 
S;= So + SuX1+ SyX2 = 0. 


Se il determinante dei coefficienti S,;S»; — Sw;S1; è 
nullo, la travatura è leggermente deformabile. 


Esercizio 889. — Il quadrato articolato ABUD di lato 
(fig. 510 a) è collegato mediante quattro aste a quattro 
punti fissi EYGH del suo piano, formanti un quadrato di lato 2/3. Calcolare gli 
sforzi nelle otto aste prodotti dalla forza P. 

a) 1° soluzione. Se si rappresenta lo sforzo incognito S, dell’asta 1 con 
un segmento 1 arbitrario (fig. 510 b), per l'equilibrio dei nodi 8, 0, D, A si otten- 
gono tre triangoli rettangoli aventi un cateto doppio dell’altro, e un quadri- 
latero che ha un lato uguale a P. Così si determina la scala delle forze, e quindi 
il valore e il senso di S, e degli altri sforzi. 

Analiticamente, gli sforzi nelle aste 2, 3... 7 in funzione di S,, valgono in 
valore assoluto $$ = 28;, S,= V5S;, S = 48, S, = 2V58, S= 88, S = 
= 4V 58, Proiettando orizzontalmente e verticalmente i lati del quadrilatero 
di equilibrio del nodo A, si ottiene 


Gp 285 g_ PU 
Vv Vo v2° 


da cui si ricava S, = V2P/10, Ss = 3V10P/10. Quindi risulta in valore e segno 


Fig. 510. 


88, 


MI Ione 
S=- IP =- 014142, s= VT? = 031622, 
n A 
go na = - 0,2828P, 8-0 p_ 0163252, 
53 
g=- A P__ 0,5657P, &= VO p_ 1,2649 P, 


ì D 
FR Ip Sh 4,13160P; ORE ey) = 0,947 P. 
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b) 28 soluzione. Impieghiamo il metodo della doppia sezione di Ritter, trac- 
ciando le sezioni o e 0, aventi in comune le aste 1 e 5. Dalla figura si deduce 
tga = 1/2, e quindi sen a = 1/V5, cosa= 2/V/5. Inoltre si ha Am = lséna = 
= v5. Quindi le distanze dei punti m ed n dalle aste 1 e 5 risultano 


l i al 4l É l 
3? 


Tm 


Infine, la distanza di m da P risulta 

1._3__3V8, 
v5 vio .19° 
Pertanto, supposti positivi gli sforzi S, ed $S;, le equazioni di equilibrio alla 


rotazione della parte al di sopra di o rispetto al punto m e della parte al di 
sotto di 0, rispetto al punto » risultano 


d= Am sen (a+ 459) = 


3V2, al ln, 
7 1=0 SF =0; 


— Si i + a E 
e risolvendo si ottiene S, = — V2P/10, S = 48, 

e) 3% soluzione. Cerchiamo lo sforzo nell’asta 1 usando il metodo del n. 307. 
Liberiamo le aste 8, 6, 4, 2 dai vincoli E, H, G, F, sostituendo questi con le loro 
reazioni dirette secondo le aste e uguali agli sforzi nelle aste stesse. Assunto poi 
A' su AJ, ricaviamo D', C', B' mandando le parallele alle aste esterne. In tal 
modo nell’equazione dei momenti scompaiono tutti gli sforzi, salvo S, del quale 
figurano i momenti rispetto ad A' e a B'. 

Indicando con é la distanza r, di A’ da S,, quella r, di B' da S, è 160 e quella 
di 4' da P è 3V/26/2. Quindi la (453) diventa 


G,{i6- +2 ®YZs=0, dai Ra as. 


d) 4° soluzione. Usando infine il metodo di Henneberg, in- 
dichiamo $, con X, sostituiamo X all’asta 7, e aggiungiamo 
un’asta fittizia i= DF. Se determiniamo mediante due cremo- 
niani.gli sforzi nell’asta fittizia è prodotti da P, oppure dalle due 
forze X = 1, troviamo 


Sy =—12,65P,  S4=— 112. 
Quindi per la (455) si ottiene 
12,65, _ 
=t 1? P=—1,13P 


Esercizio 390. — Studiare la struttura esagona della fig. 511 a), 
usando il metodo di Henneberg. 

Soluzione. Sopprimiamo l’asta 9, sostituendola con due 
forze X, e aggiungiamo l’asta i (fig. 511 b). Gli sforzi nelle aste 
della struttura b) prodotti dalle forze P valgono P nelle aste 1, 2, 3, 4, 5, 6; — P 
nelle aste 7, 8; zero nell’asta i. Quelli prodotti dalle due forze X = 1 valgono 


Fig. 511. 
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— 1 nelle aste 1, 2, 3, 4, 5, 6; 1 nelle aste 7, 8; zero nell’asta i. Perciò la (455) 
dè X = 0/0. 

La struttura a) è leggermente deformabile, perchè è inscritta in un ceircoln 
(n. 306 d). D'altra parte, essa rimane in equilibrio anche senza l’asta 9 (pur 
essendo labile); perciò lo sforzo .S, è indeterminato, finchè le aste si considerano 
rigide. Quindi la struttura a) è contemporaneamente labile e iperstatica. 


309. Travature ad aste caricate. 


Quando le aste sono soggette a considerevoli forze esterne (oltre al 
loro peso proprio), la seconda delle due ipotesi semplificative (n. 295) 
non è ammissibile neppure in via approssimata; quindi le reazioni agli 
estremi di un’asta non sono dirette assialmente. Tuttavia esse passano per 
le cerniere (fig. 483 c), se si suppone ancora che le aste siano artico- 
late nei nodi. In tal caso, lo studio 
della travatura si può eseguire con 
uno dei metodi seguenti. 

a) Metodo analitico (fig. 512). 
Considerata, ad es., l'asta AC 
(fig. 512 a’), decomponiamo P; in 
T, normale all’asse ed N, secondo 
l’asse. La componente 7, genera 
due reazioni Tj = Tell e T, = 
= Taj, essendo a e e le distanze 
di 7, da A e da C. Invece la com- 
ponente N, rende variabile lo sfor- 
zo normale lungo l’asta, facendolo 
diventare N7 = N} + N, nel tratto 

Fig. 512. che segue P,, se N; è il valore nel 

tratto che precede. (Se l’asta è 

soggetta a più carichi, si decompongono tutti e si calcolano T' e 7” 

mediante le (7); mentre lo sforzo normale varia lungo l’asta in corri- 
spondenza di ogni carico, e si ha N'"=N'+ ZN). 

Rimangono da determinare le componenti N' delle reazioni dei nodi 
all’inizio di ogni asta. A tal fine, si utilizza l’equilibrio del nodo A 
(fig. 512 b), soggetto alla reazione esterna nota R., alle forze note 7 e 7, 
e alle forze incognite N; ed N;, che si determinano tracciando il poligono 
di equilibrio (fig. 512 e). Poi si considera l’equilibrio del nodo sueces- 
sivo C, soggetto alle forze note P:, N7 = N; + N, T7, Ti (T' è nullo 
per l’asta CD perchè è scarica), e alle due sole incognite N; ed N.4, 
che si determinano mediante il poligono di equilibrio. E così di seguito. 

Quindi si possono calcolare N, 7, M in tutte le sezioni di ogni asta. 

L’equilibrio delle aste determina pertanto le componenti T' e 7" 
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delle reazioni per ogni asta, nonchè le componenti N" quando siano 
già note le N'; mentre l’equilibrio dei nodi determina le componenti N' 
all’inizio di ogni asta. Quest’ultima parte del procedimento non diffe- 
risce sostanzialmente da quello del n. 304 a). 

3) Metodo grafico (fig. 513). Il problema si può risolvere grafica- 
mente mediante il diagramma di Saviotti (*), che riunisce, come quello 
di Cremona, i poligoni di equilibrio dei vari nodi. Si tracci» anzitutto 
il poligono 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 3 delle 
forze esterne, comprese le reazioni, di- 
sponendole nell’ordine ciclico come nel 
n. 305 5). Si comincia poi dal nodo 8 
nel quale concorrono due sole aste, la 
6-8 e 8-2. Queste costituiscono un si- 
stema a tre cerniere come quello della 
fig. 73, vincolato alla rimanente trava- 
tura; quindi sappiamo collegare le forze 
P,, Ra Pi (poligonale 6, 7, 8, 1) agenti 
su di esso col poligono funicolare pas- 
sante per le tre cerniere 6, 8, 2: Se- 
gnati con la nota regola (n. 68 d) i 
punti n' sulla forza 6-7 ed m' sulla 0-1 
(fig. 513 b) (*), si mandano per essi le Fig. 513. 
parallele alle due aste e si ottiene il 
polo 0’, mediante il quale si traccia il poligono di lati 11, 12, 9, 10. Le 
proiettanti 11, 12, 9, 10 coi sensi delle frecce danno le reazioni dei nodi 6, 
8, 2 sulle aste; coi sensi opposti danno le azioni delle aste sui nodi. 

Il poligono funicolare per i tre punti risolve l'equilibrio del sistema 
a tre cerniere; il poligono chiuso 6, 7, 0’, 6 assicura l’equilibrio del- 
l’asta 6-8; il poligono chiuso 7, 8, 0/, 7 assicura l’equilibrio del nodo 8. 
Quindi è evidente la corrispondenza col metodo analitico. 

Poi si passa al nodo successivo 2 (o 6) e si considera il sistema a 
tre cerniere 4-2 e 2-6, soggetto alle forze P3, P, e alla 10 già nota, che 
si collegano col poligono funicolare per le tre cerniere 4, 2, 6. E così 
di seguito. 

Nel caso semplice della fig. 513 si sono considerati come secondo 
ed ultimo i sistemi a tre cerniere 2-4 e 4-6 e si sono collegate le forze 
Ps; R», Ps (poligonale 2, 3, 4, 5) col poligono 13, 14, 15, 16 per le tre 


(?) C. SAVIOTTI: Le travature reticolari a membri caricati, « Atti R. Acc. Lincei », 1878. 

(*) Siccome il poligono funicolare procede dal nodo 6 verso il nodo 8, il punto n' divide la 
forza 6-7 in proporzione inversa alle distanze Gn, Sn. In ogni caso, basta osservare che se n è 
più lontano da 6 che da 8, l’angolo che il lato 11 del poligono fa con l’asta 6-8 è minore del- 
l’angolo che fa il lato 12; quindi la porzione 6-n' della forza 6-7 dev'essere minore deila por- 
zione n'-7. 
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cerniere 2, 4, 6, usando il polo 0” che si è ottenuto mediante le paral- 
lele per p' e g'. 

Il segmento 0’0' dà lo sforzo di trazione nell’asta 2-6. 

Come si è visto nel n. 53, i lati dei poligoni funicolari, misurati dalle 
proiettanti corrispondenti, consentono di calcolare N, 7, M in ogni 
sezione di qualunque asta. 


Esercizio 391. — Disegnare il diagramma di Saviotti per la capriata della 
fig. 514. 

Soluzione. Si è considerato il sistema a tre cerniere 
5-2 e 2-4 soggetto alle forze P,, P+, P3, che si sono col. 
legate col poligono funicolare per le tre cerniere 5, 
2, 4, di polo O. Con lo stesso polo si è continuato il po- 
ligono, collegando anche le forze R,, Ps. Pe, Ra 


Esercizio 392. — Nella trave da ponte della fig. 515 a), 
a via inferiore, soggetta al solo carico P, determinare 
la posizione di questo per la quale è nullo lo sforzo 

nella diagonale d. 
Soluzione. Tracciata la sezione o, per la (449) lo 
Fig. 514. sforzo Sy si annulla se risulta 7 = A— A4'= 0, essendo 
A4' la componente di P che si scarica in a. Coi sim- 

boli della figura, dev'essere 


AtcograipPt0 pil. i94 
l À 
da cui si ricava 
e 
P=irgs 
Determinato il punto cercato «, tutti i carichi a destra di esso producono com- 
pressione nella diagonale (n. 300 b), e quelli a sinistra trazione. Perciò nel caso di 


Fig. 516. 


un carico uniformemente ripartito, si ha la massima compressione nella diago- 
nale caricando da w fino a B (fig. 515 b), mentre si ha la massima trazione cari- 
cando da A fino a «. 
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Invece nelle aste di contorno gli sforzi sono massimi quando il carico è esteso 
a tutta la trave (°). 


Esercizio 898. — La trave AB del ponte sospeso della fig. 516 ha una cerniera 
in C. Calcolare lo sforzo in un’asta generica s della trave. 

Soluzione. La struttura è isostatica, perchè il vincolo sovrabbondante costi- 
tuito dalla sospensione (è un vincolo unico, poichè tagliando il cavo si sopprime 
il vincolo) è compensato dalla cerniera C' della trave. 

La trave AB è soggetta ai carichi, che generano dei momenti positivi rispetto 
ai poli delle aste, e allo forze rivolte verso l’alto trasmesse dai tiranti della sospen- 
gione, che generano dei momenti negativi. La fune di sospensione è un poligono 
funicolare di queste ultime forze; quindi (n. 197 6) è il diagramma di questi mo- 
menti negativi, che valgono perciò — Hy, se y è l’ordinata corrente della fune 
riferita alla retta ab e se H è la componente orizzontale della tensione nella fune. 
Pertanto, se 3, è il momento positivo dovuto ai soli carichi, il momento totale 
è dato da 


M=M,— Hy. 
Nella cerniera 0 il momento deve risultare nullo; per cui si ha 
M,= My—- Hy;=0,  dacui xn-ta, 
e 


Nota la H, se yn è l’ordinata della fune letta sulla verticale del polo m del- 
l’asta s, e se Mom è il momento in m dovuto ai soli carichi, si ha 


8 Mn _ Mon Hm 
hi h h È 


310. Travature con aste sovrabbondanti. 


Il procedimento generale per il calcolo delle travature staticamente 
indeterminate per sovrabbondanza di aste 
o di vincoli esterni è quello dei lavori vir- 
tuali, che studieremo nel Cap. XV. Tutta- 
via indichiamo qui due metodi per lo studio 
appressimato delle travi a graticcio mul- 
tiplo. / 

a) Decomposizione in due (0 più) travi. 
Se la trave è a graticcio doppio (fig. 517 a), 


1 3 7 3 
si decompone in due travi aventi un solo 
ordine di aste di parete (fig. 517 b, c), ret- ti A 
tificando quelle aste di contorno che risul- < p RRR A 


) 2 4 55 ts 
tassero di due tratti di direzioni un poco Li 
diverse (nel caso di correnti non rettilinei). Fig. 517. 


(®*) Il procedimento generale per lo studio degli effetti prodotti da carichi mobili, e dei 
massimi valori possibili, è svolto nel Cap. XVIII. 
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Poi si applicano a ciascuna trave i carichi agenti nei nodi che le 
appartengono, dimezzando quelli (come P;) agenti negli eventuali nodi 
comuni alle due travi, e si calcolano gli sforzi nelle aste con uno dei 
metodi già visti. Quindi si ammette che in ogni asta della trave data 
lo sforzo sia quello così trovato, se l’asta figura in una sola delle due 
travi; e che sia la somma algebrica di quelli trovati per ciascuna trave, 
se l’asta figura in entrambe (ad es., le aste di contorno). 

Si possono studiare nello stesso modo le travi con montanti, diago- 
nali e controdiagonali, seomponendole in due travi come le b), c) della 
fig. 495. Gli sforzi nei montanti delle due travi risultano di senso oppo- 
sto e poco diversi fra loro, per cui la somma algebrica risulta molto 
piccola. Tuttavia si attribuiscono ugualmente ai montanti delle sezioni 
considerevoli perchè essi contribuiscono a irrigidire la trave. 

b) Travi a correnti paralleli (1°). Caratteristica del graticcio è il 
numero n di parti in cui ogni diagonale è divisa da quelle che discen- 
dono nell’altra direzione. Nel caso 
della fig. 518 si ha n=B5. 

Per io studio approssimato, si 
ammette che la variazione dello 
sforzo dell’una all’altra delle dia- 
gonali aventi la stessa direzione 
sia costante (ipotesi che è poco 
verosimile quando 7 non varia 

Fig. 518. linearmente). Tracciata una sezio- 

ne o che tagli le diagonali discen- 

denti verso destra, se 7 è il taglio relativo alla sezione, per l’equilibrio 
alla traslazione verticale della parte di trave che precede o si ha 


(Di + D+ D+ D+ Ds)sena= 7. 


L’ipotesi fatta riduce le cinque incognite a una sola, perchè 
D+ Ds=D.+D,=2Da. 
Quindi, indicando con D lo sforzo Ds nella diagonale centrale, risulta 


Ti 
— bsena* 


Questa relazione, ricavata nel caso di n dispari, vale in generale, e si ha 


vi 
- nsena* 


(456) 


(°) Per maggiori particolari si veda, ad es., il quarto volume (Teoria dei ponti) dell’opera 
già citata (n. 41) di C. GUIDI. 
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per le diagonali che discendono verso sinistra si trova similmente 


T 
(456,) D 7 nsenf* 


Per determinare lo sforzo $, in un’asta del corrente inferiore, si 
traccia una sezione c, che la tagli e che passi per gli ineroci delle dia- 
gonali e per il polo m dell’asta. Tenendo conto delle (456), (456,), è 
facile vedere che la somma dei momenti degli sforzi nelle diagonali 
tagliate rispetto a m è nulla; per cui si ha 


Sh = Mm, 
e quindi 
Mn va mi 
(457) Su = Fx e nelle aste superiori S= Ha Ki 
Questo procedimento è sufficientemente approssimato quando n non 
sia molto basso (ad es., per n = 2 dà risultati poco attendibili). 


311. La verifica della resistenza delle aste. 


Ottenuti gli sforzi S nelle aste di una trave reticolare caricata nei 
nodi, si verifica la resistenza di ogni asta mel modo consueto. 
Per i tiranti dev'essere 


Ss 
A <kb', 
essendo A, la sezione depurata dai fori dei chiodi. 
Per i puntoni si deve tener conto del carico di punta (!); per cui, 
-usando ad es. il metodo ©, dev'essere 
ASP 
dove A è la sezione totale. 
Se invece la trave ha le aste caricate, si determina Mmar tenendo 
conto dei carichi agenti sull’asta. Quindi se l’asta è tesa, deve risultare 
nella sezione dove si ha M,az e nelle sezioni d’attacco. 


N Mo N 


tw sF ed ASA. 
Se l’asta è compressa, deve risultare (n. 283 d) 
ON. Max Da 
Ata SE 


(1) Per la scelta della lunghezza libera di flessione 4, si veda il n. 277 a). 
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B) LE DEFORMAZIONI. 


312. Il diagramma di Williot. 


Il metodo più usato per determinare la deformazione elastica di 
una travatura reticolare è quello dei lavori virtuali, che studieremo 
nel Cap. XV. Tuttavia indichiamo qui un procedimento cinematico, 
dovuto a Williot (!), per ottenere gli spostamenti di tutti i nodi in 
grandezza e direzione, nonchè lo spostamento di un nodo rispetto a 
un altro, quando siano già noti gli sforzi S nelle aste, e quindi anche 
le variazioni 
(458) de de 
delle lunghezze s delle aste (in valore e segno). Perciò, mentre per il 
calcolo degli sforzi S bastava conoscere lo schema della travatura, 
ossia le lunghezze s delle aste, per il 
calcolo delle deformazioni è necessario 
conoscere anche le sezioni A e il mo- 
dulo £ di elasticità. 

a) Il problema fondamentale. Sono 
date due aste r ed s (fig. 519 a), vin- 
colate a due nodi a e f e collegate fra 
loro nel nodo y. Se i nodi a e £ subi- 
scono spostamenti a-a, e f - Bj noti 
in grandezza, direzione e senso, e se 
le aste subiscono variazioni di lun- 
ghezza Ar e As note in valore e segno, 
determinare lo spostamento del nodo y. 

Supposto soppresso il collegamento 

Fig. 519. in y, per effetto dei soli spostamenti 

di a e f le aste si spostano in r* ed s* 

conservando la direzione e la lunghezza, e gli estremi y si separano 
in y' e y”. Poi per effetto delle variazioni 4r e As i due estremi vanno 
in y; e yi (si è supposto che le aste si accorcino). Infine, per rista- 
bilire il collegamento, facciamo ruotare le aste 7* ed s* intorno ad a; 
e B,: essendo gli spostamenti piccolissimi rispetto alle lunghezze delle 


() WiLLioT: Notions praliques sur la Statia: raphique, « Annales du Génie civil», 1877, 


pag. 713. 
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aste, i punti yj e y7 si spostano normalmente alle direzioni delle aste; 
quindi il punto d’incontro delle due normali è la nuova posizione y, 
del nodo y, e y - y1 è lo spostamento cercato. 

Invece di portare gli spostamenti sullo schema della travatura, si 
ottiene maggior chiarezza costruendo a parte la figura yy'y'Viyiyva: 
Assunto un punto fisso 0, di riferimento (fig. 519 b), portiamo da esso 
gli spostamenti dei nodi a e f in a, e B., e da questi punti portiamo 
Je variazioni Ar e 4s tenendo conto del senso; infine mandiamo le nor- 
mali alle direzioni di » ed s, che s'incontrano in y,. I segmenti 0-0; 
O:-Bx 07: rappresentano gli spostamenti assoluti dei nodi a, f, y in 
grandezza, direzione e senso. Inoltre, i segmenti a,-8,, @1-y1, B1-y1 raAp- 
presentano gli spostamenti relativi di f rispetto ad a, di y rispetto 
ad a, di y rispetto a f; infatti, ad es. a1-y1 è la risultante dello sposta- 
mento di a cambiato di senso e dello spostamento di y. 

Naturalmente, in questa costruzione si rappresentano gli sposta- 
menti e le variazioni di lunghezza, 
che sono piccolissimi, in una scala dò 
diversa da quella usata per disegnare 
la travatura; cioè si rappresentano 


in grandezza vera, o meglio ancora ia t9 
ingranditi 5 o 10 volte. 

b) L'applicazione ripetuta di rr $ 
questa costruzione fondamentale ge- 
nera il diagramma di Williot, che dà é, a B 


gli spostamenti dei nodi di una trava- 
tura più complessa. Infatti, essendo 
già tracciati gli spostamenti 0,-f, e 
0,-y, dei nodi 8 e y, se un quarto 


nodo è (fig. 520 a) è collegato a f e » SA a 
a y mediante le aste t, u, si portano e A 
da f, e da y, le variazioni At (che si vu 
suppone allungamento) e Au (accor- Fig. 520. 


ciamento), e si mandano le normali, 

che determinano d,. Il segmento 0,-d, è lo spostamento assoluto del 
nodo ò, mentre a;-d;, f1-d,, y:-d, sono gli spostamenti di è relativi ai 
nodi a, f, y. 

La costruzione riesce semplice quando la travatura ha un nodo 
fisso e un’asta di direzione invariabile (es. 394). Ma si può procedere 
in ogni caso come se tali circostanze fossero verificate, salvo imprimere 
poi alla travatura un moto rigido, definito dalle condizioni imposte 
dai vincoli esterni (es. 395, 396, 399). 
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Esercizio 394. — Disegnare il diagramma di Williot per la gru della fig. 521 a) 
(sono disegnati grossi i puntoni). 

Soluzione. Il nodo 0 è fisso e la direzione dell’asta « è invariabile. Perciò si 
conoscono gli spostamenti del nodo 0, che è nullo, e del nodo 1, che è orizzon- 
tale e uguale all’accorciamento dell’asta a. Assunto un punto 0, di riferimento 
(fig. 521 b), i punti a; e f, della fig. 519 b) sono ora 0; e 1,. Quindi per ottenere 
lo spostamento 0,-2, del nodo 2, collegato a 0 e a 1 mediante le aste d e c, ripe- 
tiamo la costruzione fondamentale, portando b'= AD e e'= de da 0, e da l, e 
tracciando le normali che determinano 2,. Poi si considera il nodo 3, collegato 
a lea 2 dalle aste d ed e, e si portano d' ed e' da 1, e da 2,, ottenendo 3,; quindi 


Fig. 521. 


si considera il nodo 4, collegato a 2 e a 3 dalle aste f e g, e si portano f" e g' 
da 2, e da 3,, ottenendo 4,; infine, essendo il nodo 5 collegato a 3 e a 4 dalle aste 
he i, si portano l'e i’ da 3, e da 4,, e si ottiene 5. 

Il segmento generico 0,-n, è lo spostamento assoluto del nodo n, mentre il 
segmento generico m,-n, è lo spostamento di n relativo al nodo m. 


Esercizio 395. — Disegnare il diagramma di Williot per la capriata della 
fig. 522 a), avente l’appoggio 0 fisso e l’appoggio 4 scorrevole sopra un piano 
inclinato. 

Soluzione. Non esistendo un’asta di direzione invariabile (es. 394), e quindi 
non conoscendosi lo spostamento del nodo 1, si suppone da prima che sia fissa 
la direzione dell’asta @, e si traccia il diagramma di Williot come nel caso pre- 
cedente (fig. 522 b). 

In tal modo però lo spostamento 0,-4, del nodo 4 risulta di direzione diversa 
da quella x di scorrimento del carrello. Perciò in un secondo tempo si deve 
ruotare la capriata intorno all’appoggio 0 fino a ricondurre il nodo 4 sulla retta x. 


n 
Cri 
Gi 
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Per questa rotazione piccolissima il nodo 4 si sposta normalmente alla congiun- 
gente 04; per cui conducendo da 0, la normale a 04 e da 4, la parallela a », si 
ottiene in 4,-4, lo spostamento reale del nodo 4, risultante dello spostamento 
4-0; dovuto alla rotazione e dello spostamento provvisorio 0,-4, . inoltre, per 
tale rotazione ogni nodo n si sposta normalmente alla congiungente On e 
proporzionalmente alla distanza 0r; quindi i punti lo, 2, 39, analoghi a 4, 
devono trovarsi su delle rette uscenti da 0, e normali a 01, 02, 03, e i rapporti 
0,10 201, 0,20 1 02, 0,303 devono essere uguali al rapporto già trovato 0,4, : 04. 
Perciò i punti 0;, lo 2a 3o 40 Sono i vertici di una figura simile allo schema 
della capriata e ruotata di 90°; figura che si costruisce sulla base 0,40. 

Gli spostamenti reali dei nodi sono dati pertanto da 1o-1,; 20-21» 30-31 def: 

Si potrebbe pei disegnare un nuovo dia- 
gramma portando tutti gli spostamenti reali a 
partire da 0,; diagramma che consentirebbe di 
leggere anche gli spostamenti relativi, come nel 
caso dell’esercizio 394. 


Esercizio 396. — Disegnare il diagramma di 
Williot per la trave parabolica della fig. 523. 

Soluzione. Il diagramma riesce più raccolto, 
e la costruzione più chiara, se si parte da un 
nodo intermedio. Perciò pensiamo fisso il punto 0 
e fissa la direzione dell’asta a, e a partire da 0 
costruiamo il diagramma per ciascuna metà della 
trave, ottenendo gli spostamenti provvisori 0,-1,, 
Di:2; 0 

Il moto rigido da imprimere poi alla trave è 
definito dalle seguenti considerazioni (v. es. 395): 
Il nodo 4 è fisso; quindi 4, deve coincidere con 
4,. Lo spostamento del nodo 7 deve risultare 
orizzontale; quindi 7, dev'essere sull’orizzontale 
di 7,. Il segmento 4, 7, dev'essere normale a 4 7, ossia verticale. Perciò la figura 
simile allo schema della trave è determinata. Gli spostamenti reali risultano quindi 
119 "2-2; se To-7a (02). 

Quando la trave e i carichi sono simmetrici, le due metà del diagramma prov- 
visorio risultano simmetriche rispetto alla verticale per 0,; quindi i punti 4, © 
7, si trovano sulla stessa orizzontale. In tal caso la figura simile allo schema si 
riduce al solo punto 4,= 4, e glispostamenti reali risultano 4-1, 40-21 ».. 40-71 
(es. 399). È sufficiente inoltre tracciare soltanto una metà del diagramma. 


h db 
Fig. 523. 


Esercizio 397. — Studiare la pensilina della fig. 524 a), soggetta al carico P 
nel nodo 3 e sostenuta pure in 3 dall’asta sovrabbondante 1. 


(**) Per non dover disegnare una figura molto più grande del necessario, e per conseguire 
‘maggiore esattezza, è opportuno cominciare da un’asta a che non subisca, presumibilmente, forti 
spostamenti angolari. 
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Soluzione. Il problema è staticamente indeterminato. Per risolverlo, si applica 
in 3 un carico P= 1 kg e si calcolano gli sforzi S' 
nelle aste e le variazioni di lunghezza di queste; 
quindi si costruisce il diagramma di Williot, 
che dà l'abbassamento é del nodo 3 prodotto 
da P=1. 

Se X è lo sforzo incognito nell’asta 7, nel nodo 
3 agisce la forza P— X, che deve provocare un 
abbassamento uguale all’allungamento di 2: 


Fig. 524. (P_X)b=,. 
Ricavato X, gli sforzi nelle varie aste risultano (P_ X)S'. 


Esercizio 898. — Calcolare l’abbassamento del punto C nella capriata della 
fig. 525 provocato da P = 10 t. Le aste a, e, e sono costituite da due ferri a 1a; 
di 60 x 30 x 5 mm e le aste d, d da due ferri a DT N8. 

Soluzione. Deduciamo l'abbassamento dall’uguaglianza dei lavori esterno IL 
e interno L,, come si fece nell’esercizio 71; ciò che è 
possibile quando agisce un solo carico (!4). Gli sforzi b D d 
nelle aste risultano pi; PA B 

è ac_9_% 
Sa= S,= 8660 kg, fr le 
Sh = Sa = — 10000 kg, 
S, = 10000 kg. 

Le sezioni sono di 8,58 cmq per le aste a, e, c, e di 22 cmq per le aste bd, d. 
Quindi si ha 


Fig. 525. 


Sai 
Lu= Zap 
1 8660? - 200 | _ 10000? + 231 | 10000? - 100 i 
Sarti 2-8,58 +? 338 + 3.858 )= 1010 kgom. 


L’abbassamento ò si deduce dall’uguaglianza 


100006 
2 


= 1610, e risulta d= 0,322 cm. 


313. Il poligono d’inflessione. 


Il poligono d’inflessione di un corrente di una trave reticolare è un 
diagramma (fig. 526) avente per ordinate le componenti verticali 7» 


(**) Altrimenti il lavoro esterno è (488) L, = 0,5 YP8 e contiene più di un'incognita, cioè 
tutti i 8 dei nodi caricati. 

Il metodo è applicabile anche nel caso di una costruzione simmetrica, soggetta a due carichi 
uguali e simmetrici; poichè i due spostamenti incogniti sono uguali. 
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degli spostamenti dei nodi del corrente (in certi casi interessa invece 

rappresentare gli abbassamenti di tutti i nodi 

della trave). Esso è l'equivalente della linea ela- PAVAVAVAVAVAN 

stica delle travi non reticolari, e trova la sua m ) 

principale applicazione nel tracciamento delle 

linee d’influenza (Cap. XVIII) per lo studio TE” 

delle travi reticolari soggette a carichi mobili. Ù) 
Vedremo nel Cap. XV i procedimenti gene- Fig. 526. 

rali per ottenere il poligono d’inflessione; tut- 

tavia è possibile dedurlo anche da un diagramma di Williot (es. 399). 


Esercizio 399. — Costruire il poligono d’inflessione del corrente inferiore della 
trave Mohnié della fig. 527. 

Soluzione. Si è supposto che i carichi siano simmetrici, per rendere più chiaro 
il diagramma di Williot, che si è costruito partendo dal nodo centrale 0. 
La figura simile allo schema della trave si riduce al punto 71 
(es. 396). Gli spostamenti reali dei vari nodi sono rappresen- 
tati dai segmenti 7,-0,, 7-1 71-21 71-61 + 

Il poligono d’inflessione cercato si è ottenuto portando 
sulle verticali dei nodi 5, 3, 0 le componenti verticali dei loro 
spostamenti. 


314. Bibliografia. 


Ampie trattazioni generali delle travi reticolari si trovano, 
ad esempio, nel secondo volume dell’opera di W. RITTER: 
Anwendungen der graphischen Stati - Das Fachwerk, Zurigo, 
Meyer-Zeller, 1890; nel volume già citato (n. 216) di O. MonR, 
Capp. XII e XIII (nel Cap. XIII è svolto anche il metodo 
della catena di aste, di Mohr, per lo studio delle deformazioni); 
nel primo volume dell’opera già citata (n. 216) di H. MùLLER- 
BresLAU (Capp. VIII-XIII), che tratta anche il metodo esposto 
nel n. 307, deducendolo da interessanti considerazioni cine- 
matiche; nel secondo volume dell’opera già citata (n. 123) 
di G. COLONNETTI; nel volume di A. F. ZscHETZScHE: Handbuch 

Fig. 527. der Baustatik, Disseldorî, Bagel, 1912; nel volume di W. 
Kaurmann: Statik der Tragwerke, Berlino, Springer, 1930; e 

nel volume di J. H. MaTTHEWS e P. E. SonEsoN: Analysis 0 jframed structures. 
New York, Me Graw-Hill, 1935. È anche utile consultare il volume già citato 
(n. 41) di L. HENNEBERG; la quarta parte del secondo volume dell’opera di 
A. FopPL: Vorlensungen diber technische Mechanik, Lipsia, Teubner, 1926; e 
il Cap, I del volume di W. ScHLINK citato nel n. 41. I fondamenti teorici dei 
diagrammi reciproci sono svolti nel volume di L. CREMONA citato nella nota 5; in 
riassunto, si trovano anche nel primo volume dell’opera citata (n. 41) di C. GuIpI. 

Per lo studio teorico e costruttivo, con particolare riguardo alle travi reti- 
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colari per ponti, si veda l’opera di J. B. JonNsoN-C. W. BryAn-F, E. TURNEAURE: 
Modern framed structures, New York, Wiley, 1931. La parte costruttiva è anche 
svolta ampiamente nel volume di M. GrUNING: Der Fisenbau, Berlino, Springer, 
1929. Numerosi problemi costruttivi sono studiati nell’opera di F. BLEICH: Stahl. 
hochbauten, Berlino, Springer, 1932. Sul comportamento dei collegamenti delle 
aste nei nodi si veda lo studio sperimentale di A. DORNEN: Die bisherigen Am- 
schliisse steifer Fachwerksidibe und ihre Verbesserung, Berlino, Ernst, 1924. 

Altri metodi generali per lo studio della deformazione delle travi reticolari 
sono svolti nei Capp. XV B), XVI e XVII. Per lo studio degli effetti prodotti 
da carichi mobili si veda il Cap. XVIII. Il calcolo degli sforzi secondari pro- 
vocati dalle unioni rigide delle aste nei nodi è esposto nel Cap. XX. Il problema 
della stabilità del corrente compresso delle travi da ponte è considerato nel 
Cap. XXVI, al quale si rimanda per le indicazioni bibliografiche. Lo studio delle 
travi di controvento e delle orditure di frenamento è svolto nei trattati di ponti; 
al es. nel terzo volume dell’opera di G. ALBENGA: Lezioni di ponti, Torino, 
Utet, 1930. Per le travi reticolari nello spazio e per le relative indicazioni 
bibliografiche si veda il Cap. XXIII, B). 


CapitoLo XV. 


IL PRINCIPIO DEI LAVORI VIRTUALI 
NELLO STUDIO DEI SISTEMI ELASTICI 


A) CONSIDERAZIONI GENERALI. 


315. Il principio dei lavori virtuali. 


Il mezzo d’indagine più generale e più acuto per lo studio della 
statica dei sistemi rigidi e specialmente di quelli elastici è costituito 
dal principio dei lavori virtuali, del quale ricordiamo l’enunciato: 

Condizione necessaria e sufficiente per Vequilibrio di un sistema ma- 
teriale qualsiasi è che la somma dei lavori di tutte le forze agenti su di 
esso sia nulla per qualunque insieme di spostamenti virtuali piccolissimi e 
possibili (cioè compatibili con la compagine del sistema e coi vincoli 
esterni) (1). 

Questo principio esprime la seguente verità, mai smentita in nessun 
caso: Se un corpo che può muoversi senza attrito è soggetto a una 
forza che favorisce uno dei possibili movimenti, cioè che con tale movi- 
mento compie un lavoro positivo, quel movimento avviene senz’altro. 
Lo stesso accade per un sistema di corpi soggetti a più forze, se per 
un possibile movimento del sistema le forze compiono dei lavori la 
cui somma algebrica è positiva. Se invece per qualunque possibile movi- 
mento piccolissimo del sistema le forze agenti compiono dei lavori 
aventi la somma algebrica nulla, il sistema è in equilibrio; quindi se 
è in quiete rimane in quiete. 

Le più importanti applicazioni di questo principio nella Scienza 
delle costruzioni sono le seguenti: Nel caso dei sistemi che si possono 
considerare rigidi (sistemi isostatici), esso serve per trovare le reazioni 
dei vincoli esterni, come si è visto nel n. 52, o per studiare le caratte- 
ristiche della sollecitazione in una sezione generica provocate da carichi 
fissi o mobili (Cap. XVIII). Nel caso dei sistemi elastici, esso consente 
di determinare le reazioni dei vincoli sovrabbondanti, oppure di calco- 


(@) Si considerano soltanto spostamenti invertibili (n. 317 b); quindi non si parla di somma 
dei lavori virtuali negativa. 
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lare gli spostamenti elastici di punti del sistema, come si vedrà nel 
presente capitolo. 

Il principio dei lavori virtuali gode della massima generalità, non 
essendo soggetto a restrizioni; quindi è applicabile a corpi perfetta- 
mente o imperfettamente elastici, e vale anche in presenza di cedimenti 
dei vincoli, di variazioni termiche, di difetti di montaggio e di tensioni 
iniziali dovute a qualsiasi causa (mentre i teoremi generali del Cap. XVI 
sono subordinati a varie condizioni). Nello studio dei sistemi elastici pre- 
senta il notevole vantaggio di evitare l’analisi geometrica delle defor- 
mazioni, talvolta assai complessa, nonchè quello dell’uniformità dei 
procedimenti. Oltre a ciò, esso si presta per dimostrare rapidamente al- 
cuni teoremi fondamentali sul lavoro di deformazione (Cap. XVI). 
Per contro, quando si usa questo principio per calcolare le reazioni 
iperstatiche, la condizione che le rende determinate (n. 49) non appare 
forse così chiara e spontanea come uguagliando gli spostamenti (cioè 
come abbiamo fatto finora), perchè la condizione stessa interviene in 
una forma meno evidente, sebbene più generale. Inoltre non sempre 
rappresenta il mezzo più rapido, poichè molti problemi si risolvono più 
presto con metodi speciali. Tuttavia ciò è largamente compensato dai 
vantaggi suddetti. 


316. Sistemi rigidi e sistemi elastici. 


a) Un sistema si considera rigido, cioè si fa astrazione dalla sua 
deformazione elastica (n. 4), quando è isostatico e si cercano le reazioni 
dei vincoli. In tal caso basta utilizzare la condizione che queste facciano 
equilibrio alle torze applicate; per cui, se si pensa di imprimere al 
sistema supposto svincolato un opportuno movimento di corpo rigido, 
dev'essere nulla la somma algebrica dei lavori virtuali che le forze 
agenti compiono per effetto degli spostamenti virtuali dei loro punti 
d’applicazione. Queste forze sono costituite dai carichi e dalle reazioni. 
(Anzi, se si è soppresso un solo vincolo, figura una sola reazione, e si 
ottiene perciò un’equazione con una sola incognita; v. esercizio 3). Per 
tale movimento virtuale del sistema le tensioni interne, che pure esi- 
stono, non compiono alcun lavoro virtuale, perchè non si ha defor- 
mazione elastica del sistema stesso. 

Quando invece si cercano le reazioni dei vincoli iperstatici, oppure 
quando si studiano le deformazioni elastiche di un sistema sia isostatico 
che iperstatico, è necessario tener conto della deformazione elastica del 
sistema; perciò l'insieme degli spostamenti virtuali dev'essere tale da met- 
tere in giuoco questa deformazione. Quindi in questo caso anche le ten- 
sioni interne compiono dei lavori virtuali (come si vedrà nei nn. 318, 
320 e 326), che devono figurare nella somma da uguagliare a zero, 


mer” 
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Tl sistema delle forze in equilibrio è dunque costituito dai carichi, dalle 
reazioni dei vincoli e dalle tensioni interne; e il lavoro virtuale è la 
somma di quello esterno dei carichi e delle reazioni, e di quello interno 
delle tensioni che fanno loro equilibrio. 

b) Nel caso dei sistemi rigidi, affinchè gli spostamenti siano possi- 
bili basta che siano compatibili coi vincoli esterni non soppressi. Invece 
nel caso dei sistemi elastici dev'essere possibile l’insieme degli sposta- 
menti dei punti esterni e delle deformazioni interne. Così, ad es., nel 
caso di una travatura reticolare si possono assumere ad arbitrio gli 
spostamenti ò dei vari nodi, ciò che determina anche le variazioni 4s 
delle lunghezze s delle aste; quindi le As non si possono assumere 
arbitrariamente, ma devono avere i valori conseguenti ai è assunti. 

Un insieme siffatto di spostamenti e di deformazioni compatibile 
con la compagine del sistema materiale e coi vincoli esterni si dice 
congruente. 

Salvo i casi analoghi a quelli studiati nel Cap. XIII, B), gli sposta- 
menti dovuti a una deformazione elastica virtuale (o anche reale) im- 
pressa al sistema, pur non essendo degli infinitesimi, perchè privi del 
carattere della tendenza a zero, soddisfano tuttavia alla condizione 
di essere piccolissimi rispetto alle dimensioni del sistema stesso, cioè 
di non alterare la mutua posizione delle forze in equilibrio. 

Naturalmente si prescinde dalle cause che eventualmente si pen- 
sassero impiegate per produrre la deformazione virtuale. 


317. Osservazioni. 


a) Il sistema A) delle forze e quello B) degli spostamenti che figu- 
reranno nell'espressione dei lavori virtuali sono indipendenti fra loro. 
Basta soltanto che il primo sia equilibrato e che il secondo costituisca 
un insieme congruente. Per rendere più evidente tale indipendenza, rap- 
presenteremo con gli indici a e b le quantità che appartengono al siste- 
ma A) o al sistema B). Come vedremo nel Cap. XV, B) e C), si appro- 
fitta di ciò per scegliere opportunamente il sistema A) delle forze, in 
modo che nell’equazione non figurino quegli spostamenti che non inte- 
ressano e che disturberebbero, cioè in modo che essa contenga le sole 
incognite che si cercano. Invece, come spostamenti e deformazioni 
del sistema B) si assumono di solito quelli effettivi. 

b) Gli spostamenti B) sono invertibili, com'è evidente per gli spostamenti 
dei punti non vincolati al suulo e per le deformazioni. Dei punti vincolati al suolo 
si considerano gli spostamenti solo per quelli che si sono resi liberi aggiungendo 
lo reazioni; per cui anche questi sono invertibili. 
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318. L'equazione generale dei lavori virtuali. 


Come si è detto nel n. 316 a), il lavoro virtuale interno da met- 
tere in conto è quello delle tensioni o degli sforzi interni che fanno 
equilibrio alle forze esterne. Ad es., nel caso di una barra tesa da due 
forze P, (fig. 528), gli sforzi interni dei quali si deve considerare il 
lavoro virtuale sono gli $, che fanno equi- 
librio alle P., e non gli $; che equivalgono 
alle P,. Quindi, se un tronco ds subisce 
una variazione virtuale di lunghezza ds, 
il lavoro virtuale interno per il tronco ds 
Fig. 528. è — S.: Ads, e per l’intera barra è 

Li=—- 28, 4ds,= — 8a * 48. Il segno 
meno va bene qualunque siano i segni (indipendenti fra loro, per l’in- 
dipendenza dei sistemi A) e B); n. 317 a)) di S, e di 4s,; poichè se $, 
e 4s, sono entrambi positivi o negativi, L, è negativo, e se sono di 
segno contrario, L; è positivo. 

In generale, indichiamo genericamente con P, le forze esterne (com- 
prendendovi per ora anche le reazioni dei vincoli), e con ò, gli sposta- 
menti dei loro punti d’applicazione valutati, ossia proiettati, nelle 
direzioni e secondo i sensi delle forze; con Z, gli sforzi interni, e 
con © le corrispondenti deformazioni (?). Con questi simboli, i lavori 
virtuali interno ed esterno sono espressi da (*) 


(459) L,=:ZPo, di=- ZE&. 
Perciò l’equazione generale dei lavori virtuali risulta 


Pò — ZZk = 0, 
ossia 


(460) TPaò, = ZZb 


Il segno di ciascun termine delle sommatorie dipende dalla concor- 
danza o dalla discordanza dei sensi dei due fattori P, e ò,, Za e È. 


(*) In generale, Z, e % sono le tensioni interne (0,, Oy + Tue)a ele deformazioni (eg; 8) se 
Yy) in ogni parte del corpo; e il lavoro virtuale interno si valuta come somma dei lavori ne- 
gli clementi 47 di volume. Ma nel caso delle travi reticolari, per le quali si sa valutare glo- 
balmente il lavoro in ogni asta, essi sono gli sforzi Sa e le variazioni di lunghezza As, delle varie 
aste (n. 320 @ e 5); mentre nel caso delle travi comuni, per le quali si sa valutare il lavoro 
in ogni tronco ds, sono le componenti Na, Ma; Ta» Mia dell’azione interna e le deformazioni 
di, dop, dn, e do; (n. 326 a). 

(®) Naturalmente manca il fattore 1/2 della prima espressione (95), perchè si tratta di lavoro 
virtuale e non di lavoro di deformazione effettivo. 


PI 
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La (460) significa che il lavoro virtuale esterno e quello interno 
devono essere uguali e di segno contrario. 


319. I due modi diversi di applicare il principio. 


a) Per eliminare i dubbi che può far sorgere il modo col quale 
applicheremo il principio dei lavori virtuali nello studio dei sistemi 
elastici, modo diverso da quello consueto della Meccanica razionale, è 
opportuno chiarire la portata del principio stesso, che si presta a due 
diverse applicazioni perfettamente simmetriche. 

Esso stabilisce una dipendenza fra tre circostanze distinte (*), e 
cioè: 1) l'equilibrio del sistema di forze; 2) la congruenza e compati- 
bilità degli spostamenti; 3) l’annullarsi della somma dei lavori virtuali. 
Quando due di tali circostanze sono verificate, lo è di conseguenza 
anche la rimanente. 

Così quando sono verificate le ultime due circostanze, lo è anche 
la prima (cioè, se gli spostamenti sono congruenti, l’annullarsi del lavoro 
è sufficiente per assicurarci che le forze sono in equilibrio). Quando lo 
sono la prima e la terza, lo è anche la seconda (cioè, se le forze sono 
equilibrate, l’annullarsi del lavoro è sufficiente per assicurarci che gli spo- 
stamenti sono congruenti). Quando lo sono le prime due, lo è anche 
l’ultima (cioè la somma dei lavori virtuali si annulla necessariamente). 

3) Sulla prima e sulla seconda delle suddette condizioni sufficienti 
sono fondati due modi sostanzialmente diversi di applicare il principio 
dei lavori virtuali: 

Di solito, nella Meccanica razionale e nello studio dei sistemi rigidi 
(n. 52) si applica il principio nel primo modo: Si sceglie ad arbitrio un 
insieme di spostamenti virtuali compatibile coi vincoli e si uguaglia a 
zero la somma dei lavori virtuali delle forze effettive agenti; ciò che basta 
per assicurarci che le forze che figurano in tale equazione sono in equi- 
librio. Quindi se una di esse è incognita (ad es. una reazione), si ricava. 
risolvendo l’equazione. 

Invece nello studio dei sistemi elastici il principio si applica di solito 
nel secondo modo (5): Si sceglie ad arbitrio un sistema di forze fittizie 
equilibrate e si uguaglia a zero la somma dei lavori virtuali per l’insieme 
delle deformazioni e degli spostamenti elastici effettivi; ciò che basta per 


€) V. anche A. DanUSso: Le Autotensioni - Spunti teorici e applicazioni pratiche, «+ Rend. 
del Seminario mat. e fis. di Milano », vol. VIII, 1934, pag. 219; Scienza delle costruzioni, pag. 179, 
Milano, Ravezzani, 1937; G. COLONNETTI: Ingegneria - Scienza delle costruzioni, pag. 33, Bom- 
piani, 1939. 

() Che venne indicato nel 1886 da H. MiLLER-BRESLAU: Die neueren Methoden der Festig- 
keitslehre, Lipsia, Kròner. 
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assicurarci che tale insieme è congruente, come di fatto dev'essere. 
Quindi se l’equazione contiene uno spostamento incognito, si ricava 
questo spostamento; se contiene una reazione iperstatica, che deve 
soddisfare alla congruenza, cioè al rispetto dei vincoli (n. 49), si ricava 
questa reazione (*). Il procedimento è svolto in B)einC). 

Tuttavia è preferibile procedere nel primo modo anche studiando 
i sistemi elastici in quei casi in cui, pur avendosi parecchie reazioni 
sovrabbondanti, è possibile esprimere le deformazioni mediante un 
numero minore di spostamenti (v. nota 12). 

e) In altri termini, l'equazione (460) assicura l'equilibrio delle 
forze se gli spostamenti sono congruenti e quindi individua l’unica 
configurazione equilibrata fra le infinite congruenti, cioè possibili, ma 
non equilibrate. Assicura invece la congruenza degli spostamenti se le 
forze sono equilibrate, e quindi individua l’unica configurazione con- 
gruente o possibile fra le infinite equilibrate ma impossibili. (Su questa 
distinzione torneremo nel n. 346). Quindi nel primo caso se una delle 
forze è incognita, il valore che si deduce dalla (460) soddisfa all’equi- 
librio; nel secondo caso se uno degli spostamenti è incognito, oppure 
se è incognita una reazione sovrabbondante, il valore che si deduce 
soddisfa alla congruenza. 

Come esempi di applicazioni del principio dei lavori virtuali fatte 
in entrambi i modi suddetti, si vedano gli esercizi 400 (sistema rigido) 
e 409 (sistema elastico). 


Esercizio 400. — Data la struttura labile ACB della fig. 529 a), determinare la 
condizione di equilibrio delle forze H e P conoscendo la condizione di congruenza 
degli spostamenti dei punti A e C'; e viceversa (). 

Soluzione. a) Stabiliamo da prima direttamente la condizione di congruenza 
degli spostamenti dei punti A e 0. Se il punto A si 
sposta orizzontalmente di dI (fig. 529 b) e va in A,, il 
punto 0 vain 0, e si abbassa di df = 00% . Il centro 
istantaneo di rotazione dell'asta AO è il punto 0, 
e si ha in valore assoluto 


d=AA,=?fdp, 
df= 00; CO, cos a a dp cos a 1 dp; 


da cui si ricava la condizione di congruenza 


dj _1 
d_ df° 


(a) 


(£) Per cui, salvo la tecnica diversa del procedimento, le reazioni iperstatiche sono ancera 
‘ seinpre determinate dalla solita condizione indicata nel n. 49 (v. anche la nota 14). 
() A. Danusso, pag. 179 del volume citato nella nota 4. 
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Seriviamo ora l’equazione dei lavori virtuali, assumendo per i punti d’appli- 
cazione delle forze P e H gli spostamenti dj e dl soddisfacenti alla (a), e quindi 
certamente congruenti: 


Pdjf-Hd=0; 
da cui si ricava la condizione di equilibrio 


dj _ PI 
(0) HA=Pa7 E° 
3) È più semplice stabilire invece direttamente la condizione di equilibrio 
delle forze P e H, che si ottiene uguagliando a zero il momento flettente in C': 
P_1 
pig 
da cui si ricava la (b). 
Scrivendo ora l’equazione dei lavori virtuali per le forze P e H soddisfacenti 
alla (b), e quindi certamente equilibrate, si ottiene per gli spostamenti df e dl 
la condizione (4) di congruenza. 


B) SISTEMI RETICOLARI. 


320. L'equazione dei lavori virtuali. 


a) In una struttura reticolare il sistema A) equilibrato (n. 317 a) 
è costituito dalle forze esterne agenti nei nodi, ossia dai carichi P, e 
dalle reazioni C, nei nodi vincolati al suolo, e dagli sforzi interni Sx 
nelle aste. Pensata una piccolissima deformazione della struttura, il 
sistema B) congruente è costituito dagli spostamenti è, dei nodi, da 
valutare nelle direzioni dei corrispondenti P., dai cedimenti » dei 
vincoli, da valutare nelle direzioni delle C,, e dalle variazioni As, di 
lunghezza delle aste. 

Il lavoro virtuale delle forze esterne è 


(a) L,= EPuò, + 204. 


Il lavoro virtuale di uno sforzo interno S, è dato in valore assoluto 
dal prodotto $,/48;, al quale però, come si è detto nel n. 318, spetta 
il segno meno. Infatti se, ad es., nel sistema A) l’asta è tesa (S, posi- 
tivo) e nel sistema B) essa si allunga (4s, positivo), il lavoro dello sforzo 
interno (fig. 528) è negativo. Perciò il lavoro virtuale interno è 


(8) Li=— 2848. 
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Quindi l'equazione dei lavori virtuali risulta 
ZPaò, + 20 Z8485= 0) 
ossia 
(461) ZPaò, + EC = Z8A485 + 


I vari termini delle sommatorie sono positivi quando P, e ò,, 0 
Ca € Y, sono concordi, ossia hanno lo stesso senso, e quando $, e As; 
hanno lo stesso segno (possono anche avere segno contrario, perchè il 
sistema delle deformazioni è indipendente da quello delle forze). 


b) Si perviene alla stessa equazione, considerando la struttura come un 
sistema di punti (nodi) svincolati fra loro, e soggetti alle forze esterne P, e 0, 
e agli sforzi S, che le aste trasmettevano ai nodi. Per 
l’equilibrio di un nodo qualsiasi è nulla la somma dei la- 
vori virtuali delle forze a cui esso è soggetto; quindi è 
nulla anche la somma di tutte queste somme relative a 
ogni nodo (5). 

Le forze P, e C, danno lo stesso contributo (a). Lo 
sforzo S, di un’asta figura in due termini (perchè agisce sul 
nodo A e sul nodo B, fig. 530), che si possono riunire in 
uno solo: Infatti, se l’asta passa dalla posizione AB alla po- 
sizione 4,B,, pensiamo che prima vada in'4'B’ ruotando 

Fig. 530. intorno a e senza doformarsi, e che poi vari di lunghezza 

in modo che 4' e B' vadano in A, e B,. Nel primo tempo 
le due forze S, non compiono lavoro; nel secondo tempo, supposto come nella 
figura che S, e 4s, siano positivi (trazione e allungamento), si ha un lavoro 
virtuale 


— S(d'A)+B'B,)=— SA. 


Quindi si ottiene lo stesso contributo (6). 
s) Se si esprimono le variazioni sy delle lunghezze delle asta 
in funzione degli sforzi $, che si hanno nel sistema 8), si ottiene 


x So 
(462) dss= pg = Se - ( 


(*) Ragionando in questo modo, ai diversi nodi resi liberi e soggetti alle forze Piga Cas: Sa. 
si potrebbcro anche imprimere degli spostamenti del tutto indipendenti fra di loro; ma in tal 
caso si potrebbero studiare soltanto dei problemi di equilibrio, e si otterrebbero, ad es., 10 2» 
equazioni XX = 0 e XY = 0 accennate nel n. 303 a). Per ricavare invece degli elementi che di- 
pendano dalle deformazioni (incognite iperstaticho, spostamenti di nodi), è necessario tener conto 
della congruenza delle deformazioni stesse (perchè è questa la condizione che li determina); e 
quindi occorre che nell’equazione dei lavori virtuali figurino anche le A4s8,, da assumere poi con- 
gruenti coi 3, e Yp. 

Col ragionamento della fig. 534 si fa appunto comparire la variazione di lunghezza As di 
un’asta al posto degli spostamenti è, dei due sforzi S, che sostituiscono Pasta. 
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Quindi l'equazione (461) diventa 
(463) ZPaò, + Zan = 2848103 


e contiene gli sforzi $, invece delle deformazioni 48; . 
d) Se nel sistema 2) di deformazioni le aste subiscono anche delle 
variazioni 4t, di temperatura rispetto allo stato di riposo, si ha 


(462,) Ass = So + asdt,, 
e la (463) diventa 
(463,) EPaò, + Za = 28480 + ZS,084ty 


321. La scelta dei sistemi A) e B). 


La scelta (n. 317 4) dei sistemi A) e B) si potrebbe fare in quattro 
modi diversi: 

1°) Il sistema A) coincidente con le forze effettive agenti sulla 
travatura, e il sistema B) coincidente con le deformazioni effettive. In 
qualche caso questa scelta si può attuare; usandola ad es. nell’eser- 
cizio 71, si giunge alla stessa equazione senza il fattore 1/2, perchè 
ora si tratta di lavori virtuali. Però in generale si ha l’inconveniente 
che nella (463) rimangono tutti gli spostamenti ò, dei nodi soggetti a 
dei carichi P,; spostamenti che sono incogniti e di solito non interes- 
sano, e che quindi disturbano. 

20) Il sistema A) coincidente con le forze effettive, e il sistema B) 
fittizio e arbitrario, purchè congruente. È ciò che si fa per trovare le 
reazioni dei vincoli dei sistemi isostatici (n. 319 a ed es. 3 e 400 a). 
Si potrebbe fare lo stesso anche per lo studio dei sistemi elastici 
(es. 409 5), ma di solito il calcolo riesce laborioso per la ricerca di un 
sistema B) che sia congruente; quindi conviene solo nei casi in cui si 
possano esprimere le deformazioni mediante un numero di spostamenti 
minore delle reazioni iperstatiche. 

3°) Il sistema A) costituito da forze fittizie arbitrarie, ma equi- 
librate, e il sistema 2) coincidente con quello effettivo. In questo caso 
è possibile scegliere le forze 4) in modo da far scomparire dalla (463) 
tutti i d, incogniti che non interessano. È ciò che faremo nel seguito. 

4°) Fittizi e arbitrari tanto il sistema A) equilibrato quanto il 
sistema B) congruente. Si otterrebbe così un’equazione (463) certa- 
mente soddisfatta, ma inservibile, perchè non contenente nessuno dei 
dati del problema. 

La 28 e la 38 di queste combinazioni dei sistemi A) e B) corrispon- 
dono evidentemente ai due modi diversi di applicare il principio dei 
lavori virtuali, di cui si è detto nel n. 319 b). 
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322. Calcolo di incognite statieamente indeterminate. 


a) La struttura della fig. 531 a) è due volte iperstatica, essendo 
sovrabbondanti un vincolo esterno e un’asta. Si vogliono calcolare gli 
sforzi S nelle aste dovuti ai carichi P dati. 

Se si esprimono i vincoli sovrabbon- 
danti, aggiungendo alla trave principale che 
ne risulta le equivalenti reazioni incognite 
X' e X" (fig. 531 b), gli sforzi $ nelle aste 
rimangono invariati. Quindi si ottengono 
studiando la trave principale isostatica, s0g- 
getta ai carichi P e alle reazioni incognite Y. 

Indichiamo con $, gli sforzi nelle aste 
della trave principale dovuti ai soli carichi 
P (fig. 531 c); con S' gli sforzi dovuti alla 

0) sola forza X' posta uguale a 1 (fig. 531 d); 

1 B con 8" gli sforzi dovuti alla sola forza 
X'"=1 (fig. 531 e); e così di seguito, nel 

caso di un numero maggiore di incognite 


d sovrabbondanti. Gli sforzi Si, 8", 9"... si 
Lo B calcolano mediante dei cremoniani, oppure 
XI praticando delle sezioni di Ritter. Sovrap- 


ponendo gli effetti, lo sforzo totale in 
un’asta generica (fig. 531 b) è dato da 


sani BO (464) S=S+SX'4+ SX" 4... 


Fig. 531. Con simboli analoghi si esprime nello 
stesso modo la reazione € di un vincolo 
generico nella trave data (fig. 531 a) o in quella equivalente (fig. 531 b): 


(465) C= +0 +0"X" +... 


b) Se introduciamo nell’equazione dei lavori virtuali (461), o 
nella (463), come sistema congruente B) quello effettivo che si ha nella 
trave data e che indichiamo senza indici, cioè 6, = dn =, 48, = As, 
oppure $, = $, per la (464) le incognite Y figurano implicitamente 
nei 4s o negli S. 

L’equazione contiene però anche gli spostamenti effettivi ò dei nodi, 
che qui non interessano e che non è facile esprimere in funzione dei P 
e delle XY. Per farli scomparire dall’equazione, basta assumere come 
sistema A) di forze fittizie equilibrate quello generato dalla così detta 
4 sollecitazione X' = 1», costituito dalla sola forza X' = 1 (senza cari- 
chi P) e dalle sue conseguenze 0, = C' ed (FEET SLA 
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Quindi i due sistemi 4) e B) sono 


A) P.=0, X'=1, (la=0',; Sa = 8; 
B) di =; Ca ’ Varta As,= 48, S=$; 


essendo d,, lo spostamento del punto d’applicazione della X' = 1 nella 
direzione e nel senso della X". 
In tal modo la (461) diventa 


(a) 1-d, + Z0y = 2848. 


Assumendo poi come sistema 4) quello generato dalla « sollecita- 
zione X" = 1», costituito dalla forza X' = 1 e dalle sue conseguenze 
C,= 0" ed S, = $", si ottiene una seconda equazione 


1-8, + L0"y= ES"As. 


E così di seguito, tante volte quante sono le X. 

c) Se la X' è la reazione di un vineolo sovrabbondante esterno, 
lo spostamento è,, si può indicare con y; quindi il termine 1 - dò. = 
=1-y si può includere nella ZC'y. Se invece la XxX" è lo sforzo di 
un'asta sovrabbondante, la X'' va applicata ai due nodi ai quali faceva 
capo l’asta soppressa; per cui si hanno due forze X" = 1 e due ter- 
mini 1 - dL,, + 1 d7,, la sui somma (n. 320 db) vale 1 - 48, essendo 48 
l'allungamento effettivo X's/FA di tale asta; quindi in questo caso il 
termine si può includere nella 2S"As (°). 

Pertanto, le equazioni si possono serivere più semplicemente 


(466) ) r0"y= ES"As 


Si ottiene così il sistema delle equazioni di Maxwell (1°), costituito da 
tante equazioni quante sono le incognite X, lineari nelle X, e non omo- 
genee. Il sistema ammette sempre una soluzione e una sola, come ci 
assicura il teorema di Kirchhoff (Cap. XIII, nota 13, e n. 332 f) sulla 
esistenza e unicità della soluzione dei problemi elastici. 

Se ora si tiene conto della (462), oppure se si parte dalla (463) invece 


(*) Invece di sopprimerla, si può tagliare l’asta sovrabbondante in prossimità di uno dei 
due nodi, e aggiungere la forza X” tanto al nodo quanto all'asta. In tal modo le due forze 
x" = 1 danno complessivamente un lavoro virtuale nullo, perchè i due punti si spostano insieme. 
Porò il sistema contiene anche l'asta sovrabbondante oltre a quelle essenziali, e quindi la 2S"As 
contiene anche il lavoro virtuale interno 1-As di quést’asta; per cui l'equazione risulta la stessa. 

(*) I. C. MaxwELL: On {he calculation of the equilibrium and stiffness of frames, + Phil. 
Magaz. », vol. 27°, 1864, pag. 294. 
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che dalla (461), le equazioni assumono la forma seguente (supponendo 
nulli i At): 
\ Z0'y = 28'S0 


(467) 20"y = 28'"So 


Infine, introducendo in queste ultime l’espressione (464), si otten- 
gono le equazioni in forma esplicita 
| Z0') = 28' (8 + SX" + SX" +....)o 
(468) Î Z0"y = Z8"(S + 8"X' + 8SUX" +....)0 


Ossia 


( 20" = ZSo8'o + L'Z8"0 +X"L9'8"0+... 
(468,) Zo"y = 2880 + L'LS"S'0 + X"E8"2%0 +... 


Quando i vincoli sono rigidi, sono nulli i cedimenti y e quindi sono 
nulli i primi membri delle (466), (467), (468), (468,). In questo caso 
non occorre calcolare le reazioni 0’, 0"... 

d) Ricavati i valori delle incognite X, basta sostituirli nell’espres- 
sione (464) per ottenere gli sforzi effettivi S in tutte le aste, e nell’espres- 
sione (465) per ottenere anche le reazioni effettive C dei vincoli esterni. 


323. Osservazioni. 


a) Nelle equazioni (466) o (467) le incognite X sovrabbondanti 
sono contenute nei /s o negli S, come dimostrano le (468). 

Nel caso di vincoli cedevoli elasticamente, i cedimenti y sono pro- 
porzionali alle reazioni effettive C corrispondenti; quindi per la (465), 
le incognite X sono contenute anche nei y. Ad es., se la struttura è 
vincolata a un pilastro verticale prismatico, i cedimenti y, verticale 
e y» orizzontale sono dati da 


= = Ch 
VS RA! VT 3EI' 


dove le reazioni effettive C, e C, hanno le espressioni (465). 

Infine, le X figurano anche nei termini del tipo 1 - d, (n. 322 be c): 
se ò, è un cedimento y, figurano in y; se invece è, è l'allungamento 4s 
di un’asta sovrabbondante cui corrisponde l’incognita X, si ha As = Xo. 

Se invece i cedimenti y sono anelastici (ad es., cedimenti del ter- 
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reno), raramente è possibile prevederli e quindi tenerne conto nel cal- 
colo di progetto. Si possono però misurare ail’atto del disarmo, per 
tenerne conto in un calcolo di verifica della costruzione già eseguita. 

b) Per calcolare le reazioni sovrabbondanti X è necessario cono- 
scere le sezioni A delle aste; quindi in ogni caso il calcolo è di verifica. 
Se si verifica una costruzione già esistente, le sezioni sono note. Se 
invece si tratta di un progetto, si assumono le sezioni A per tentativi, 
oppure per confronto con costruzioni analoghe già eseguite. Quando 
i y e i At sono nulli, nei primi tentativi si possono supporre uguali 
tutte le A; con ciò esse scompaiono dalle equazioni per lo stesso mo- 
tivo che diremo in e). Inoltre, nei primi tentativi si possono trascurare 
nelle sommatorie i termini dipendenti dalle aste di parete. 

Le A sono le aree totali delle sezioni, perchè la diminuzione locale di 
sezione dovuta ai fori dei chiodi non influisce sui As. Invece nella veri- 
fica di resistenza, che si eseguisce come si è detto nel n. 311, se l’asta 
è tesa si tiene conto della sezione 4, depurata dai fori dei chiodi. 

ce) Quando sono nulli i cedimenti y e le variazioni At, i termini 
noti e i coefficienti delle incognite X nelle equazioni (468,) sono tutti 
del tipo ZS,5Mo e SSA (v. es. 401), Quindi, se E è uguale per 
tutte le aste, moltiplicando le equazioni per E si riconosce che si può 
assumere 9g = s/A invece di o = s/EA. 

d) Per la chiarezza del calcolo, conviene disporre in una tabella 
gli elementi delle varie aste: il numero d’ordine n, la lunghezza s in cm, 
la sezione A in cmq, la caratteristica 0 = s/Z.A (oppure o = s/A), gli 
sforzi S (ad es. in t) e gli sforzi S’, 8"... ottenuti mediante i cremo- 
niani. Nelle colonne successive si dispongono i termini So8'0, So8"0 ... 
ed 8%, S'8"0... delle varie sommatorie, che si ottengono dagli ele- 
menti delle colonne precedenti. Quindi si sommano questi termini e 
si ottengono le sommatorie che sono i termini noti e i coefficienti delle 
X nelle (468;). Infine, ricavate le X, in un'ultima colonna si dispon- 
gono gli sforzi effettivi S, calcolati mediante la (464). La tabella se- 
guente è relativa al caso di due incognite X' e X": 


88" | 8% | 819 |s'8"o| S 
t 


nlelalo|s|s}8"|s,80| 
t 


em |cmq 


| 
| 


CORSI 


eo 
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e) Nel caso di un’asta sovrabbondante (fig. 531), gli sforzi S” dovuti alla 
X" = l esistono soltanto in un numero ristretto di aste. Ad es., nella trave della 
fig. 531 e) gli S” sono diversi da zero soltanto nelle cinque aste della maglia 
centrale. 

}) Gli sforzi prodotti nelle aste di una struttura iperstatica da difetti di 
montaggio (n. 50 5) si studiano come quelli prodotti dalle variazioni termiche. 
Infatti, se un’asta generica supera di 7 la lunghezza che dovrebbe avere, e viene 
perciò montata a forza, gli effetti sono gli stessi come se essa subisse un riscal- 
damento At tale che ast = 4. Quindi basta sostituire nella (463,) ast, con 7. 

Lo stesso dicasi degli sforzi provocati mettendo artificialmente in tensione 
una o più aste. In tal caso 7 è l’accorciamento che il tenditore effettua nell'asta 
che equivale a un 4? negativo. 

9) Se le aste sono soggette anche a variazioni termiche /t, il secondo mem- 
bro delle (467) e delle (468) contiene anche XS'asAt, ZS''asAt .... Perciò è pos- 
sibile tener conto contemporaneamente dei carichi e dei 4t. Tuttavia è preferibile 
studiare separatamente gli effetti delle due cause, perchè qualche asta può risul- 
tare più affaticata per l’azione dei soli carichi. 


Esercizio 401. — Calcolare gli sforzi nelle aste di una struttura per avio- 
rimessa (fig. 532 a), vincolata al suolo con due cerniere fisse e soggetta a cinque 
carichi verticali P = 2000 kg. 

Soluzione. L'unica incognita iperstatica è la componente orizzontale X' delle 
due reazioni, che indichiamo con _X. Calcolati gli 
sforzi S, dovuti ai soli carichi (fig. 532 b) e gli sforzi S' 
della « sollecitazione X = 1» (fig. 532 c), il sistema 
(468) si riduce all’equazione (i cedimenti y sono 
nulli) 


ES'(S0+ S'X)o = 0. 


Sviluppando e raccogliendo il fattore comune X, si 
ha l’equazione del tipo (468,) 


28,80 + XXS"20= 0; 
n iù da cui 
A51 


Fig. 532. Z8o8'0 
(469) xX=- Fap è 


I vari elementi sono disposti nella tabella seguente. Si è supposto E uguale 
per tutte le aste, per cui 0 = s/A. Le lunghezze s si sono dedotte dal disegno 
e le sezioni A si sono assunte a caso. Gli sforzi So ed $' si sono calcolati col me- 
todo di Ritter. Le colonne 7 e 8 contengono i termini delle due sommatorie 
dell'espressione di X, che poi si sono sommati contando due volte i primi nove. 


a 
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n s lAluet i S' STA so | Ss | 
em | cmq e Al kg | | | I kg 

Li | | la ni 
1-19 | 640 26 24,6 | — 5000 | + 2,84 | — 349300 198,4 | — 1460 
2-18 550 26 21,2 0 — 2,94 | 0 183,2 | — 3670 
3-17 220 12 18,3 | + 3080 | — 2,96| — 166800 160,3 | — 610 
4-16 340 26 13,1 | — 2820 | +-2,66| — 98300 92,7 | + 500 
5-15 | 300 | 16| 18,7|-— 4940 |+1,15| — 106200 | 24,7 | — 3510 
6-14 | 340 16 21,2 | + 5320 | — 4,25] — 479300 382,9 | + 20 
7-13 | 200 12 16,7 | + 1530 | -— 0,87| — 22200 12,6 | + 445 

8-12 | 380 26 14,6 | — 6620 | + 4,05| — 391400 | 239,5 | — 1570, 
9-11 | 320 12 26,7 | + 2200 | — 1,98| — 116300 104,7 | — 270 
10 320 16 20,0 | + 4820 | — 3,54] — 341300 | 250,6 | + 410 

| cor Bi 


| | — 3800900 | 3048,6 


Si ottiene così 


— 3800900 


=—- —_--=1247k 
X 3048,6 1247 kg. 


Infine, si sono calcolati gli sforzi effettivi S = S° + S'X. Quasi tutti risul- 
tano molto minori degli Sp, ciò che conferma l’utilità del vincolo sovrabbondante. 


Esercizio 402. — Studiare la centina con tirante o catena della fig. 533 a), 

Soluzione. Pensiamo la catena soppressa e sostituita con due forze X in 4 
e in B (fig. 533 b) (la X in B non produce però alcun effetto, perchè agisce sul 
vincolo fisso). Alla forza X = 1 del sistema fittizio A) cor- 


risponde il lavoro virtuale 1 + d,, essendo è, = — X1,/E.A, a 
lo spostamento in fuori del carrello, uguale all’allun- p 
gamento effettivo della catena. Perciò la 20'y delle (468) de 
si riduce a — 1- X1,/E,A,, mentre la 2S'So va estesa 
soltanto alle aste della centina. Quindi si ha A » 
B 
—l- CIA ZS'(S+ 8S'X) “i sE 
EA. = () (E) " 
da cui 
A B 
x=- e _ ni 
7 — ESSO + L/BA,* vata 


Com'è naturale, la X è minore del valore (469) che avrebbe se gli appoggi A 
e B fossero fissi. 

(Se invece si pensa che la catena sia tagliata vicino ad A (nota 9) e che siano 
aggiunte al carrello e alla catena due forze X opposte (fig. 533 c), le due forze 
fittizio X = 1 danne lavori virtuali uguali e contrari che scompaiono; ma la 29'So» 
che va estesa anche alla catena, contiene in più un termine 1 - As = 1 + XI/E. 
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Esercizio 403. — La stessa centina dell'esercizio 402 è sostenuta da due pila. 
stri prismatici, ai quali è collegata con cerniere (fig. 534 a). 

Soluzione. Si sostituisce la cerniera A con un carrello © si aggiungono due 
forze X alla centina e al pilastro (fig. 534 b). 

Se i carichi sono verticali, anche il pilastro B è spinto in fuori dalla stessa J 
applicata in A alla centina. Perciò i cedimenti orizzontali in fuori delle sommità 
dei pilastri sono 


ERI ste Sa 
SEI assai,’ 
esi ha d=-y,0d=-”. 


(Se i carichi non sono verticali, el R, è la somma delle loro componenti oriz- 
zontali verso destra, il pilastro B è spinto in fuori dalla forza X +, che va 
sostituita a X nell’espressione di ys.) 

Considerando il sistema della sola centina, la « solleci- 
tazione X = 1» è costituita dalla forza .X = 1 applicata 
alla centina, dalla reazione in dentro Ci =Vin Be 


a) ; 5 a © 3 via 4 
dagli sforzi 8’. Perciò l’equazione dei lavori virtuali è 


xh3 XI car va 
- 155 1 3EJ, 7 Z8'Sp + S'X)o ; 
da cui 
TA ZSo8'0 Po 
P hi n 
ZS°e+ 37,7, 35; 


Fig. 534. 


Esereizio 404. — Studiare la trave della fig. 535 a). 

Soluzione. La trave è iperstatica perchè ha un’asta sovrabbondante. Si è 
sostituita l’asta 5’ col suo sforzo X (fig. 535 b); quindi, dall’equilibrio dei vari 
nodi, si sono dedotti gli sforzi Sy nelle aste della trave principale dovuti ai soli 
carichi, e gli sforzi S' dovuti alla sola X = 1: 


n | 8 4 | 0 So 8' So | 80 Ss 

| em emq bi 6 

i . A |a 
I 400 40 10 — 17,32 0 0 0 — 17,32 
2 462 20 23,1 | 20,00 0 o | 0 20,00 
3 231 8|29 | 2,00 | — 0,500 | — 29,0 7,25 0,19 
4 | 400 40 10 — 13,86 | — 0,866 120,0 | 7,50| — 17,00 
bi 462 20 23,1 |— 4,00 i i 92,4 | 23,10! — 0,38 
6 400 20 20 17,32 | — 0,866 | — 300,0 | 15,00 14,18 È 
i 231 8 29 0 — 0,500 (0) 7,25) — 1,81 Ì 
8 462 20 23,1 16,00 N) tt) 0) 16,00 
9 400 40 | 10 — 13,86 | 0 tt) 0 — 13,86 | 
I | | 
| i i Ì | | — 301,4] 60,10 
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Il primo membro dell'equazione dei lavori virtuali è 1-d,=—1-dsy= 
=—1- Xos'; per cui l'equazione diventa 


— 1: os = 28'(8,+ S'Z)o, 


» si ricava 
ESo8'0 — 301,4 
"i ES"0 + og 60,10 + 23,1 © 96238. 
Nell'ultima colonna sono gli sforzi S = S, + S'X, mentre Sy = X. 


Esereizio 405. — Calcolare gli sforzi nelle tre aste del paranco della fig. 536 a). 


Fig. 536. 


Soluzione. Soppressa l’asta 2 (fig. 536 b), gli sforzi S, valgono P nell’asta 1 
e — P nella 3, mentre entrambi gli sforzi S' valgono — 1/V3. 
L’equazione dei lavori virtuali è 
—1-:Xon= 28'80+ S'Z)o ; 
da cui 


x=_- ZSe _ (PIV e 0) _ ygp _U_, 
Z8"20+ ea (1/3(01+ 03) + 22 2+ 298+ 302 

Se le aste sono dello stesso materiale e se le sezioni sono ad es., 41 = 4, 
A4,= A, A3= 2A, si ottiene X = P:(3+ V3) = 0,211P.. Quindi gli sforzi ri- 
sultano S, = 0,878 P, S,= 0,211 P, S$=— 1,122 P. 

Se invece le aste 1 e 3 sono di uguale sezione, si ha X = 0; come si riconosce 
anche osservando che in questo caso il punto % della struttura principale (fig. 536 b) 
si sposta verticalmente e lascia perciò inerte l’asta 2. 


Esercizio 406. — Le aste della struttura della fig. 537 a) sono dello stesso ma- 
teriale e di uguale sezione. Determinare gli sforzi provocati dalla variazione ter- 
mica At nell’asta 1. 

Soluzione. Se X è lo sforzo nell’asta 6, nell’asta 1 si ha S'= 1, nelle aste 2 
e 3 si ha S'= 4/3, e nelle aste 4 e 5 si ha S' = — 5/3. Non essendovi carichi, gli 
sforzi S, sono nulli. Perciò l'equazione dei lavori virtuali risulta 


— 1-45 = S8'As, 
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e si ha As = So = S'Xo nelle aste 2, 3, 4, 5; dAs= S'Xo,+ adis, nell’asta 1; 
© 4sg = Xos. Quindi l'equazione diventa (33) 

—1:Xo = ESS'X)o+ Stasdt, 
e si ricava 


StasiAt 1-a30048 
3904 a, 43200/9E4 


Xx 


lu 
Tg Pdodt. 


Se le aste sono di ferro e di sezione 4 = 10 emq, e se At = + 40°, si ha 


X= — 131 * 10% - 10 - 0,000012 - 40° = — 630 kg; 
quindi gli sforzi nelle aste risultano S, = Ss = — 630 kg, S,= Sh = — 840 kg, 


Si = S= 1050 kg. 


Esercizio 407. — Il lato della struttura quadrata della 
fig. 538 è a= 2 m, e le sei aste sono di ferro di 8 emq di 
sezione. Determinare gli sforzi provocati da un difetto 
dell’asta 6, che nel montaggio è risultata di A= 2 mm 
più corta del necessario. 

Ù Soluzione. Soppressa l’asta 6, che si sostituisce con la 

Fig. 538. forza X applicata in A e in B (in dentro), nell’asta 5 si 

ha S'= 1, e nelle aste 1, 2, 3, 4 si ha SS=— 12. 
L’equazione dei lavori virtuali risulta 


— 1-48 = 28'A8, 
e si ha As = S'Xo nelle aste 1, 2, 3, 4, 5, è 485 = Xos— 4. Quindi l'equazione 
diventa 
— 1(Xos— 4) = ES'(S'X)o, 
© si ricava 
LI PAZ 2,1 - 10° - 8- 0,2 


E ZS"%0+ 0 2: 200(/2+1) — 965,7 


3480 kg. 


Infine, gli sforzi nelle aste risultano Ss= S= 3480 kg, Sh == 8= 
S,=— 2460 kg. 


Esercizio 408. — Studiare il ponte reticolare sospeso della fig. 539 a). 

Soluzione. La struttura è una volta iperstatica, perchè se si taglia in un 
punto la catena di sospensione, si ottiene la trave principale isostatica su due 
appoggi AB. Sia M, il momento positivo dovuto ai carichi nei vari nodi m della 
trave principale. Ricordando (es. 393) che la catena riferita alla retta ab è il 
diagramma del momento negativo nei nodi m, dovuto alle forze rivolte verso 
l’alto trasmesse alla trave dai tiranti di sospensione, se XY è la componente oriz- 


{{) Se invece si fosse soppressa l’asta 1, il primo membro risulterebbe — Ko, + as:At), 
mentre il secondo membro si ridurrebbe a ES"(S'X)p. 


e 
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zontale costante delle tensioni $, nei vari tratti della catena, il momento effet. 
tivo nei nodi m risulta M = M,— XYn; © nelle aste della trave principale sj 
ha S= Mfrm 89 = Moltm 8' =— Wnftm: 

Supposti rigidi gli appoggi della trave e dei piloni della sospensione, e gli 
ormeggi della catena, l’equazione dei lavori vir- 
tuali è 


0= 28'S0 = E8'($,+ 8'Z)e, 


e si ricava 


Gli sforzi S, sono diversi da zero soltanto nelle 
aste della trave principale (perchè se si taglia la Fig. 539. 
catena, diventano inerti le aste della catena, i ti- 
ranti di sospensione e i piloni); quindi la sommatoria del numeratore va estesa alla 
sola trave principale. Invece la sommatoria del denominatore va estesa alla trave 
principale, ai tiranti di sospensione, alla catena e ai suoi tratti di rinvio, e ai 
piloni. Gli sforzi 8} nei tiranti, S ed S; nella catena e nei suoi rinvii, ed $j nei 
piloni si ottengono tracciando la forza orizzontale X = 1 (fig. 539 b) e mandando 
le parallele ai vari tratti della catena. 


Esercizio 409. — Studiare il sistema simmetrico iperstatico della fig. 540 a), 
applicando il principio dei lavori virtuali come si usa nella Scienza delle costru- 
zioni e come si usa nella Meccanica razionale (n. 319 5). 

a) 1° soluzione. Si sopprime l’asta 3, sostituendola con lo sforzo incognito X» 
e si applica il principio alla struttura principale costituita dalle aste 1 e 2. 

Il sistema A) delle forze equilibrate è fittizio, ed è costituito dalla forza X = 1 
e dagli sforzi 8’ che essa produce, che valgono (es. 52) S' = — 1/2 sen a. 

Il sistema B) delle deformazioni congruenti è quello effettivo; perciò i 4s 
sono gli allungamenti effettivi, che si esprimono mediante gli 
sforzi S. Si ha così 


As, = 48,= S0,= (S0+ S'X)o,, mentre d, = 4s3 = Ios. 


Gli sforzi S, valgono S, = P/2 sen a. 
Quindi l'equazione dei lavori virtuali diventa 


—1-Xo= X8'(S0+ SZ), 3 


da cui 
P 1 
558° WET ti P 
Pa A 05 01 a 2sena ia CA na 
: Z8'20, + 09 LE È 01+ 203 sen? a 
Fig. 540. 2 sen a Qi e 


©. BELLUZZI - Scienza delle costruzioni - I Pil 
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6) 2° soluzione. Si applica il principio all’intera struttura. 
Il sistema A) di forze equilibrate è quello effettivo, costituito dalla forza P' 
e dagli sforzi effettivi S. Questi si esprimono mediante l'abbassamento effettivo è 
del punto 0, assunto come incognita (1°), e si ha così (es. 52) 


È) D) 
= —sena, S=—. 
2 e 


Il sistema B) di deformazioni congruenti è fittizio, ed è costituito dall’abbas- 
samento d = 1 del punto o e dagli allungamenti 4s’ che gli corrispondono, che 
valgono Asi = 4s$ = 1 - sena e 4s5 = 1. 

Quindi l’equazione dei lavori virtuali diventa 


P.1= ZSA4s' = 28,481 + 8348 = 2-2 sena . lsma+2.1; 
È, ci 
da cui 
fai È 


* gSenta_, 1 b 


(21 e 


Deducendo da é lo sforzo S,, ossia X, si ritrova il risultato ottenuto in a). 


324. Calcolo dello spostamento di un nodo. 


a) Utilizziamo ora il principio dei lavori virtuali per calcolare lo 
spostamento d. di un nodo generico % secondo una data direzione u, 
provocato dai carichi agenti sulla travatura, dai cedimenti y dei vin- 
coli esterni e da eventuali variazioni termiche At delle aste (13). 

Nell’equazione generale (461) conviene scegliere il sistema A) delle 
forze equilibrate in modo da far scomparire tutti gli spostamenti è, 
salvo lo spostamento é, cercato. A tal fine, si assume il sistema fittizio 
A) costituito dalla « sollecitazione P, = 1 », ossia da una sola forza fit- 
tizia P, = 1 applicata nel nodo & e secondo la direzione u, dalle reazioni 
C; e dagli sforzi S, che ne sono conseguenza. Invece il sistema B) è neces- 
sariamente quello effettivo, volendosi ottenere lo spostamento ò, che 


si ha nelle condizioni effettive; sistema che è costituito dagli sposta- 


(1?) In certi casi questo procedimento è più semplice del primo, perchè anche se la strut- 
tura ha più aste sovrabbondanti, come quella della fig. 540 b), si ha la sola incognita è; men- 
tre nell’altro modo si hanno le incognite X', X”.... Per contro, se la struttura non è simme- 
trica, sono incogniti lo spostamento verticale 8, e quello orizzontale 3» anche nel caso di una 
sola asta sovrabbondante; quindi questo procedimento conviene solo nel caso in cui le aste so- 
vrabbondanti siano più di una (fig. 540 c). 

(*) La prima deduzione degli spostamenti dei nodi, dall’uguaglianza dei lavori di defor- 
mazione esterno e interno, è di Maxwell (nota 10). In seguito O. MoER: Beitrag zur Theorie des 
Fachwerks, « Zs. d. Arch. u. Ing. Ver. zu Hannover +, 1874, pag. 509, e 1875, pag. 17, giunse alla. 
stessi. equazione (470) partendo dal principio dei lavori virtuali. 
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menti effettivi ò dei nodi, dai cedimenti effettivi y dei vincoli e dalle 
variazioni effettive di lunghezza delle aste As = So, essendo $ gli 
sforzi effettivi. Quindi i due sistemi A) e B) sono 


A) P.,=0 salvo P.=1, 0= 0, S=#8; 


B) i =, òk , Wna=YV, 48=48, &=8. 
In tal modo la (461) diventa 
1: + ZC0y = 2848 = 26,80; 
da cui (4) 
(470) ò, = ZS,As — ZCxy = 28x80 — ZC0y. 


Se le aste sono soggette anche a variazioni termiche At, si ha 
4s = So + asdt, e risulta 


(470,) ò. = 2880 + ZB,asdit — Z0xy. 
Se i vincoli sono rigidi, si ha semplicemente 
(470,). d.= 2848; o anche, se dé=0, di = 2680. 


Se si è posto o = s/A (n. 323 e), bisogna poi dividere 2$,So 
per E. 

Si noti la semplicità del calcolo globale espresso dalla (470), in 
confronto dell’analisi cinematica della deformazione della travatura. 


(*) Avendo presente la (470), si riconosce che la (a) del n. 322 d), cioè 
1:30 = ES'SO- LO, 


esprime che lo spostamento del punto x’ d’applicazione della forza X' prodotto dalle forze P 
e dalle X, che per la (470) è espresso appunto dal secondo membro, è uguale allo spostamento 
o cedimento 8x. di tale punto. Ciò che conferma l’identità di concetto del metodo dei lavori vir- 
tuali e del metodo delle deformazioni applicati al calcolo delle incognite iperstatiche. 

In forma più esplicita (supponendo nulli per semplicità i cedimenti y), l'equazione suddetta 
si può anche scrivere 

xS'S.o + X'LS"0 + X"ES'S"0 +... = 8; 
ossia, indicando con 1, 2, 3... i punti d’applicazione delle forze X’, X", Xx"... e avendo pre- 
sente la (471), 
B(P) + InX' + Ba.X”" +... = dor. 

Cioè nella travatura principale la somma degli spostamenti del punto 1 dovuti ai carichi e 
alle X dev'essere uguale allo spostamento èr. E analogamente per i punti 2, 3..., essendo 
l’equazione generica 


ESS, + X'ESOMS' 0 + X'ESOS" 0 +... AME + e = Fi 
‘08518 
Bx(P) + 83X' + SgX” +... Spr X(0) +... = 8, (Equazioni di Miiller-Breslau). 
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b) Gli sforzi effettivi S che figurano nella (470) devono essere 
già noti; per cui il procedimento è lo stesso per le strutture isostatiche 
o iperstatiche. La differenza si è manifestata quando si sono calcolati 
gli S, perchè tale calcoio ha richiesto un semplice cremoniano nel primo 
caso, o il procedimento del n. 322 nel secondo caso. 

e) Anche la determinazione delle reazioni fittizie C, e degli sforzi 
fittizi S, che figurano nella (470) è la stessa per le strutture isostatiche 
o iperstatiche. Infatti, se la struttura è iperstatica non è necessario 
calcolare le C, e gli S, che la P.=1 provoca nella struttura data, ciò 
che richiederebbe lo studio di un nuovo problema staticamente inde- 
terminato; ma invece le 0, e gli S, possono essere quelli che la 
Px = 1 provoca nella struttura principale, perchè è necessario soltanto 
che il sistema fittizio P, = 1, C, ed $ sia equilibrato. Quindi gli $, 
si ottengono in ogni caso mediante un cremoniano o mediante delle 
sezioni di Ritter. 


Si giunge alla stessa conclusione osservando che, se la struttura è iperstatica, 
lo spostamento é, che si ha nella struttura effettiva è anche quello che si ha nella 
struttura principale soggetta ai carichi e alle X dei vincoli soppressi (cioò soggetta 
agli sforzi effettivi S = So + 8'X'+8"X"4...). Quindi è lecito che anche il 
sistema fittizio A) sia assunto nella struttura principale (15). 

d) Se si vuole lo spostamento di un nodo % in grandezza e direzione, si 
calcolano prima lo spostamento verticale n applicando in % una forza P,= 1 
verticale, e lo spostamento orizzontale applicando in % una forza P, = 1 oriz- 
zontale; poi si determina lo spostamento risultante di 7 e £. 

e) Per ottenere lo spostamento relativo di due nodi k, e ky nella direzione 
della loro congiungente, si assume il sistema fittizio A) costituito da due forze 
P, = 1 applicate in k, e in %, e dirette secondo la kyks. Quindi si applica la (470), 
essendo 0, ed $, le reazioni e gli sforzi provocati dalle due forze. 

7) Quando si voglia il coefficiente d’influenza È, (n. 226 a), cioè lo sposta- 
mento di un nodo r secondo una data direzione u provocato dalla forza 1 agente 
in un nodo s secondo una data direzione v, basta che nella (470) gli sforzi effet- 
tivi S siano quelli S, dovuti alla forza 1 agente in s e gli sforzi fittizi S, siano quelli 
8, dovuti alla forza 1 agente in r. 

Se i vincoli sono rigidi, si ottiene 


(471) dn = 28,80. 


Nella stessa ipotesi, lo spostamento d,; è dato da Z$8,0, © risulta perciò 
Sr = ds, in armonia col teorema di Maxwell che dimostreremo nel Cap. XVI. 


(!) Basta anche osservare che se si applicasse la forza P, = 1 alla struttura iperstatica, 
si avrebbero in più delle reazioni iperstatiche equilibrate fra loro (perchè il carico e le reazioni 
nella struttura principale si fanno equilibrio), il cui lavoro virtuale sarebbe perciò nullo. Quindi 
sarebbe nullo anche il lavoro virtuale interno di quella parte degli S, prodotta dalle Xxi per 
cui esso nen porterebbe alcun contributo allo spostamente 3» che si calcola. 
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Esercizio 410. — Calcolare l'abbassamento del punto % (fig. 541). 

Soluzione. Gli sforzi eîfettivi nelle due aste dovuti al carico P_ valgono 
<= P/V/3; gli sforzi fittizi dovuti alla forza P, = 1 valgono 8, = 1/V3. Quindi 

la (470) si ottiene 
"Sal vg. 2-22 
+7 VE V3°7 SEA’ 

Esercizio 411. — Calcolare lo spostamento verticale del punto % (fig. 342) 
sapendo che le due aste sono dello stesso materiale e che la sezioni sono A, = .4 


RRAR=3A. 
Soluzione. Gli sforzi effettivi valgono $S, = V3P ed S; = 2P; gli sforzi 
fittizi dovuti alla forza verticale P, = 1 valgono = 3 ed S,,=— 2. Quindi 
risulta 
sp 2 2/V3 _ 27+8V/3, DI 
= 4/3 - 3 op\ 4 8 - 
d= V3 VP pq+ (2 2P) po È dia 


Esercizio 412. - Calcolare lo spostamento verticale del vertice % della capriata 


è gm i 


Fig. 541. Fig. 542. Vig. 543. 


di ferro della fig. 543, di luce 2 = 8 m, sapendo che le sezioni sono tali che 


nei puntoni 1 e 2 la tensione è o = — 600 kg/emq e nella catena 3 è o = 1200 
kg/emq. 
Soluzione. Le variazioni effettive delle lunghezze delle aste risultano 
600 l 1200 
48, = 48, E vi’ UEA E l. 


Gli sforzi fittizi prodotti da una forza verticale P, = 1 valgono S,,=$,= 
==1 S,y=V3/2 
Quindi per la (470,) si ottiene 


/ 600 V3 1200 
mn = 28,48 = 2( D ( E)! Pg = 
_ 5/3, 1200 pi 
sera 31 10 900 = 0,66 em. 
Esercizio 418. — Calcolare lo spostamento orizzontale del vertice % delia 


capriata dell’esercizio 412. 
Soluzione. Una forza fittizia orizzontale P, = 1 rivolta verso sinistra pro- 
voca gli sforzi S,, Ss 1/73, Ss, = 1/2. 
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Quindi si ottiene 


È 1 60, 1), 1( 60, 1\, 1 1200, 
Cala altale vt 
1 1200 


=L5 = 0,2 A 
3 "Si 16800 = 0,23 om 


Lo spostamento totale risulta 
d, = V0,662 + 0,23? — 0,70 cm, 
e fa con la verticale un angolo a tale che tg a = 0,23/0,66 = 0,3485. 


Esercizio 414. — Calcolare lo spostamento verticale del punto % del paraneo 
della fig. 536 a). 

Soluzione. Gli sforzi $, nelle aste della struttura principale (fig. 536 b) val- 
gono Su 1 Ss, = — 1. Quindi, ricordando i valori degli sforzi S trovati nel- 
l’esercizio 405, si ottiene 

PI 


m = 1 0,878P - gi — 1(— 1,122P)o, = 1,66777 > 


Esercizio 415. — Nella trave della fig. 546 (es. 418) determinare l’abbassa- 
mento del nodo n provocato dalla variazione termica dt = + 30° nella diago- 
nale d. 


Soluzione. Gli sforzi effettivi S sono nulli, perchè si valuta solo l’effetto di At, 
e quindi la trave si suppone scarica. 
Lo sforzo fittizio $, nell'asta d relativo al carico P, = 1 è (449) 
de Bi _ 1926 — 
"7 sena  2,50/3,90 
La variazione di lunghezza della diagonale è 
4s = a 390 At = 0,000012 - 390 - 30° = 0,1404 cm. 
Quindi l'abbassamento di » risulta 
Mn = ESn48 = 0,585 - 0,1404 = 0,082 cm. 


Lo sforzo S, è uguale in tutte le diagonali della seconda metà della trave; 
per cui 7, è indipendente dalla diagonale riscaldata. Se invece si riscalda la 15, il 
punto n si alza di 0,082 em. Se si riscalda una delle diagonali 3, 7, 11, il punto n 
si abbassa di (15/9)0,082 = 0,137 cm. 


0,585. 


Esercizio 416. — Calcolare lo spostamento verticale del vertice % della capriata 
dell’esercizio 412 provocato dalla variazione 4? nel puntone 1. 
Soluzione. La variazione di lunghezza nel puntone 1 è 


t = 0,000012 so di = 0,00554 di. 


1 
and = 
V3 vV3 
Quindi, ricordando i valori degli sforzi S, trovati nell’esercizio 412, si ottiene 


n= ES,A48 1-45; 0,00554 At. 


48, 


I 
(e) 
DE) 
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Esercizio 417. — Calcolare lo spostamento relativo dei due nodi %,, %y nella 


struttura della fig. 532 a). 

Soluzione. Se si applicano alla struttura principale (n. 324 c, e) due forze 
P,=lai nodi %,, %,, secondo la congiungente %,k, e rivolte in dentro, si ot- 
tengono i seguenti sforzi S, nelle aste dalla 5 alla 15 (nelle altre si ha S, = 0): 


Aste 5-15 6-14 7-13 8-12 9-11 10 
Sk 0,84 —1,54 —0,64 0,98 — 0,51 — 1,63. 


Ricordando i valori degli sforzi effettivi S trovati nell’esercizio 401, lo spo- 
stamento cercato risulta 


1 Sa 1 È . = Ie “ A 
d= FESSO zi 100! 0,84 - 3510 - 18,7 — 1,54 - 20 - 21,2 


— 0,64 - 445 - 16,7 — 0,98 - 1570 - 14,64 01 - 270 - 26,7) — 1,63 - 410 - 20,0] = 


= — 0,082 cm. 


Il risultato negativo significa che i due punti %,, %, si allontanano. 


325. Il poligono d’inflessione. 


a) Il poligono d’inflessione di un corrente (oppure quello rola- 
tivo a tutti i nodi della travatura, n. 313), che nell’esercizio 399 fu de- 
dotto dal diagramma di Williot, si può invece ottenere calcolando l’abbas- 
samento dei vari nodi mediante l’applicazione ripetuta del procedi- 
mento del n. 324. 

La determinazione degli sforzi fittizi S., che richiederebbe tanti 
cremoniani quanti sono i nodi %k dei quali si cerca l'abbassamento e 


nei quali si deve applicare la forza fittizia i 
P.=1, si può dedurre da due soli eremo- VAVAVAVAVAN 
niani usando l’artificio seguente. Pensata A a, B 


applicata una forza 1 verticale nell’estremo A 


(fig. 544 a), poi una forza 1 verticale nel- VAVAVAVAVAI 


l'estremo B (fig. 544 b), si calcolano me- A » B 
diante due cremoniani gli sforzi S, ed $ eci 
nelle varie aste, relativi a tali sollecitazioni di a 
ipotetiche (se la trave è simmetrica basta NNNNNN 1 
un solo cremoniano). Se ora si fa agire una —a Ea 


forza P. = 1 in un nodo K distante a e db 
dagli appoggi (fig. 544 c), essa genera le rea- 
zioni A = 1b/le B = 1a/t; quindi gli sforzi S, 
nelle aste si possono dedurre dagli S, ed $,, e valgono (b/1)S, nelle 
aste a sinistra di % (cioè tagliate da una sezione di Ritter che lascia % a 


Fig. 544. 
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destra), e (a/1)S, nelle aste a destra di %. Perciò la (470,) diventa 
b L a È 
(472) Mm=T Z8a80 uo 28,80 . 
a d 


Cambiando il nodo % che si studia, cambiano le frazioni b/l e afl, e cam- 
biano le estensioni delle due sommatorie. 


b) Metodo dei pesi elastici. Il poligono d’inflessione si può anche ottenere 
come poligono funicolare di certe forze fittizie w,, applicate ai nodi, dette pesi ela- 
stici (da non confondere coi pesi elastici della teoria dell’ellisse di elasticità, 
Cap. XVII), analogamente a quanto si fa col metodo di Mohr (n. 210) per otte- 
nere la linea elastica delle travi non reticolari. 

Ricordiamo (n. 25) che una poligonale qualsiasi si può considerare il poli- 
gono funicolare di forze verticali opportune, espresse dalla (3). Quindi, se Niche 
Ulm» ?m+1 SONO gli abbassamenti di tre nodi consecutivi m — 1, m, m+ 1 e se 
Am-1> Am Sono le loro distanze orizzontali, il peso elastico w, da applicare al nodo 
m, assumendo la distanza polare H = 1, è 
(a) n = Trim Teti im È 

m-1 hm 

Per trasformare questa espressione in un’altra 
contenente quantità note, utilizziamo il principio 
dei lavori virtuali: Consideriamo, ad es., una trave 
avente tutte le aste di parete oblique (fig. 545 a), 
e applichiamo ai tre nodi m — 1, m, m + 1 le forze 
fittizie 

d 1 db 1 


A 
3 . 
ma” Ama dm” Zam 


Queste tre forze sono equilibrate, perchè la seconda 
è uguale e contraria alla risultante delle altre due. 
Perciò, se la trave è isostatica (se è iperstatica 
si considera la trave principale, n. 324 c), le reazioni 
dei vincoli sono nulle, e quindi risultano affaticate 
soltanto le tre aste d;._1, Om Am (fig. 545 Db). Se 
ora applichiamo il principio dei lavori virtuali 
per il sistema fittizio 4) delle forze suddette e de- 
gli sforzi S' che esse producono, e per il sistema effettivo B) degli spostamenti n 
© delle variazioni /s delle lunghezze delle aste, otteniamo 


1 I 1 1 l 
ite (+ 7) mo gina = 2946. 
Ma il primo membro è l’espressione (a) di w,; quindi si ha anche 
(473) Wn = LS'As. 


Tracciamo il eremoniano che dà gli sforzi fittizi S' nelle tre aste (fig. 545 c). 
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Indicandoli con Dy-1 Om» Dj, dai triangoli simili delle figg. 545 b), c) si ha 
1 7 


os — = Plilai 
mei CN 


da cui, essendo lo sforzo O, di compressione, 


0 = _ 00h. 


hai 
Analogamente, si ha 


A SEC Pn _ ea sec 
DI» rar pira 
om lim 


Pertanto, se 4dm-1 40m, 4dm sono le variazioni effettive delle lunghezze delle 
aste, la (473) diventa 
— 40m 800 bm + 4dm_1 8€C Pm + Alm 800 Pm 

LA hi 


(474) nm 
Per un nodo » del corrente superiore (fig. 545 a) si trova in modo analogo 


An 88C Yn — Adn_1 86€ Yn_1 — Ad 86€ 
(474) Wn i “i i, 


Il poligono funicolare di questi pesi elastici, applicati ai nodi inferiori e supe- 
riori della trave, è il poligono d’inflessione relativo a tutti i nodi. Volendo invece 
quello relativo ai soli nodi di un corrente, basta inscrivere nel primo una poli- 
gonale avente i vertici sotto questi nodi. Si può anche ottenerlo direttamente 
calcolando i pesi elastici in modo opportuno (19). 

Le espressioni dei pesi elastici per i vari tipi di travi con diagonali e mon- 
tanti, nonchè per travi più complesse, si trovano nei trattati di Ponti (19). 

I pesi elastici sono quantità senza dimensioni, come i pesi fittizi (M/EJ)Ax 
del teorema di Mohr. Perciò valgono le stesse osservazioni del n. 211, relative 
alla scala di rappresentazione dei pesi elastici w, e della distanza polare H = 1, 
e alla necessità di ingrandire n volte i pesi elastici o di ridurre a 1/n la distanza 
polare, per rendere leggibili le ordinate del poligono d’inflessione. Inoltre, anche 
in questo caso la retta di riferimento è arbitraria, e quindi si sceglie in modo 
da soddisfare le condizioni di vincolo della trave. 

e) Talvolta nella determinazione del poligono d’inflessione si trascura la 
deformazione delle aste di parete e si tiene conto soltanto di quella dei cor- 
renti. Per le (449) e (450), ciò equivale circa a trascurare la deformazione dovuta 
al taglio delle travi a parete piena; sebbene tuttavia l’approssimazione sia peg- 
giore, perchè anche tali aste si deformano sensibilmente, avendo di solito sezioni 
minori in proporzione agli sforzi minori. 

In tal modo, le espressioni (474), (474,) diventano 


dun SEC Yan, 
lin d 


— 40m 86€ Pm 


w 
hi Tg 


» Wn 


(*) Si vedano, ad es., il secondo volume, Cap. I, dell’opera citata (n. 216) di H. MiiLLer- 
BRESLAV; il quarto volume (Teoria dei ponti), Cap. VII, dell’opera citata (n. 41) di C. Gumi; 
il secondo volume, Capp. I e VI, dell’opera di G. ALBENGA: Lezioni sui ponti, Torino, Utet, 1930. 
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ossia per un nodo i qualsiasi 


dr) rw = + 1481 


A (secondo che M, è positivo o negativo) 


essendo /s; la deformazione dell’asta che ha per polo il nodo i, ed 7; la distanze 
del polo dall’asta (1°). 


Esercizio 418. — Determinare il poligono d’inflessione del corrente inferiore 
della trave della fig. 546, soggetta a carichi uguali P = 34 nei nodi inferiori. 

Soluzione. Gli sforzi effettivi S, ottenuti tracciando delle sezioni di Ritter 
e procedendo come nei nn. 299 e 300, sono raccolti nella 5% colonna della tabella 
seguente. Le sezioni adottate figurano nella 3° colonna. 

Seguendo il procedimento del n. 325 a), si sono determinati gli sforzi S, rela- 
tivi alla forza A = 1; gli S, relativi alla forza B= 1 sono i simmetrici degli 
Sa (colonne 6° e 7°). Quindi si sono calcolati i prodotti SaSo ed $, So (colonne 
8° e 9). Per la simmetria della trave e dei carichi, si è limitata la tabella a mezza 
trave. 


% 8 4 a = 2 Steg By S SaSe So 
em emq A t 

TIZIO 7:10 E CT (0 Se Od RS de lle 131 = 

2 200 12 25,0 0 0 Î — 0 _ 

3 | 290 | 18 | 21,7 16,4 1,56 a 555 de 

4 |.300 | 24 | 12,5 | — 12,6 | — 1,20 a 189 Lal 

5. 250 | 16 | 136]— 76) -1 1 17 |- 17 
6 | 300 14 | 21,4 12,6 1,20 8,40 | 324 2265 
7 | 390 | 14 | 279 117 1,56 | — 1,56 | 509 |— 509 
8. | 300 | 34.| 8,8 | — 21,6 | — 2,40 | — 7,20 | 457 1372 
9.| 250) 12 | 208) — 45|-1 1 9 | 94 
10 | 300 | 22 | 13,6 21,6 2,40 7,20 | 705 2115 
11 | 390 | 12 | 39,5 7,0 1,56 | — 1,56 | 355 |— 356 
12 | 300 | 40 | 7,5 | — 270 | — 3,60 | — 6,00 | 729 1215 
13 | 250 | 12 | 208/- 15|-1 1 gii 0IgA 
14 | 300 | 26 | 11,5 27,0 3,60 6,00 | 1118 1863 
15 | 390 | 12 | 32,5 2,3 156 | - 1,56] 17 |- 17 
16 | 300 | 42 | 71) —28,8 | 4,80 | — 480 | 982 982 
17 | 250 | 12 | 208 DO) 0 0 0 0 


(1) In valore assoluto si ha As = Ss/ZA4 = Ms/E4r, e la (474.) si può scrivere 
s 
ve ae: 
Per cui risulta (Cap. XVII) w = M - AG, essendo A@ il peso elastico dell'asta secondo la teoria 
dell’ellisse di elasticità. Quindi i pesi elastici w e A@ differiscono per il fattore M ; così pare 
i pesi elastici dw = Max/EJ del teorema di Mohr e quelli dg = dx/EJ dei tronchi dx secondo 
la teoria suddetta. 
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Per calcolare l'abbassamento del nodo 7, la prima sommatoria della (472) 
va estesa alle aste 1, 2, 3, 4, e vale 875; la seconda va estesa a tutte le altre aste, 
ed è la somma di tutti i termini della 8* e delia 9* colonna e vale 15002. Si ottiene 
così (E = 2100 t/cmq) 

3 ES ) 9 
3] 15002) = 1,26 em. 


1 (È, 8754 


m 7 3100 \24 


Per il nodo m la prima sommatoria è la somma dei primi otto termini 


Fig. 546. 


della 8* colonna; la seconda è la somma di tutti i termini della 8* colonna e 
dei termini della 9° esclusi i primi otto. Quindi si ottiene 

Ck e 

"im S 2100 24 


2282 + Si 1991) 2,24 cm. 


Procedendo in modo analogo, si trova 


1 (15 9 n. 
tm = 5700 (a 4165 + 37 9110) = 2.87 em, 
1 12 ; 

"e = 9100 ° Da 6413 = 2,06 em, 
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C) TRAVI A PARETE PIENA. 


326. L'equazione dei lavori virtuali. 


a) Nel caso delle travi comuni (cioè non reticolari) soggette a 
carichi P, e alle reazioni C, dei vincoli esterni, il lavoro virtuale esterno 
ha la stessa espressione (a) trovata nel n. 320 a). 


(a) L,= ZPuò, + Za» , 


essendo anche qui è, gli spostamenti dei punti d’applicazione dei ca- 
richi P, valutati nelle direzioni dei P,, e vi cedimenti dei vincoli valu- 
tati nelle direzioni delle C,. Se i carichi sono ripartiti, la YP,ò, diventa 
un integrale, con q,4s al posto dei P,. 

Il lavoro virtuale interno è la somma dei lavori virtuali dei tronchi ds 
della trave; lavoro che è compiuto dalle varie componenti dell’azione 
interna (58), cioè da Na, Ma, Ty M,. Le deformazioni del tronco ds 
corrispondenti a queste componenti sono: la variazione dé, della sua 
lunghezza ds, l'angolo di flessione dp,, lo scorrimento relativo dm dei 
suoi estremi, l’angolo di torsione d0,. Perciò il lavoro virtuale interno è 


(0) L:=— | Nd&,— J Map,— | Tam — | M,d0, + 
s s s s 
Quindi l’equazione dei lavori virtuali, corrispondente alla (461), risulta 
(475) EPaò, + 20 = | Nodé, + | M.dgy + | Team + | M,d0,.. 
s s s s 


b) Se si esprimono le deformazioni suddette in funzione delle 
sollecitazioni N,, M;, Ty, M., che si hanno nel sistema B), si ottiene 
(nn. 112, 126 a, 175, 156) 


Nd Mds 

| = U=FI> 

Sere) | Td U,ds 
dm =X GA dU=4 E 

) 


(*) Nel caso delle travi reticolari si sapeva valutare il lavoro per ogni singola asta, senza 
decomporla in tronchi ds, perchè l’azione interna S era costante in tutta la lunghezza s dell’asta, 
e così pure la sezione A. Invece nel caso presente le sollecitazioni N, M, T, M; variano general- 
mente da sezione a sezione lungo la trave, e spesso variano anche A, J, Is 

Inoltre le aste erano soggette alla sola sollecitazione S, mentre ora si hanno in generale 
quattro sollecitazioni; quindi il lavoro virtuale interno è espresso da quattro termini. 
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Quindi la (475) diventa 


(477) EPaò, + EC = 
ili die aa lesi 
s & s 8 
che corrisponde alla (463), con ds/EA, ds/EJ in luogo di e=s/EA. 

Le (476) sono esatte se la trave è prismatica, e sono sufficientemente 
approssimate se la trave ha la sezione lentamente variabile e l’asse 
leggermente curvo. Lo stesso si può dire perciò della (477). 

e) Se nel sistema B) la trave subisce anche delle variazioni termiche (gene- 
ralmente variabili lungo la trave), distribuite linearmente nella sua altezza È, 
di valori 4't, e 4", ai lembi inferiore e superiore, sostituiamole con una \ .ia- 
zione uniforme nell’altezza, definita dalla Ah, che si ha nel baricentro della 
sezione, più una variazione lineare, definita da 4, = 4'— 4'"h, nulla nel 
baricentro. In tal modo le espressioni (476) di dé, e dp, hanno in più rispettiva- 
mente i termini 


al,t,ds 


algtyds x 


Quindi nel secondo membro della (477) figurano anche i termini seguenti 


n Art 
(@77,) J NyaAglsde + fa ST. de. 
8 s 


d) Il primo e il terzo integrale della (477) tengono conto, con 
perfetta uniformità di procedimento, dell’influenza di N e di 7’; in- 
fluenza che, di solito, rende più complicato il ragionamento cinematico, 
quando se ne tenga conto usando il metodo delle deformazioni. Questo 
pregio del metodo dei lavori virtuali è comune anche al teorema di 
Castigliano (Cap. XVI) e alla teoria dell’ellisse di elasticità (Cap. XVII). 

Tuttavia, nella maggior parte dei casi della pratica le deformazioni 
dovute a N e a 7 hanno poca importanza rispetto a quelle dovute ai 
momenti, e quindi hanno poca influenza sui risultati; ciò che accade 
in generale nel caso delle travi snelle (n. 209, es. 163, nota 8 del Cap. X, 
nota 3 del Cap. XIII, e specialmente nota 8 del Cap. XX). Inoltre, nel 
caso più frequente delle travi aventi l’asse contenuto in un piano che 
contiene anche le forze, si ha M, = 0. Perciò comunemente nella (477) 
si tiene conto soltanto del secondo integrale, relativo al momento flet- 
tente (v. anche l’osservazione nell’es. 427). 

Si noti però che nel caso delle travi ad arco non sempre è lecito trascurare 
il primo integrale, poichè, se la curva delle pressioni (n. 53); si allontana poco 
dall’asse, il momento flettente ha piccoli valori; per cui possono prevalere le 
deformazioni prodotte dallo sforzo normale (v. anche l’es. 336). Quindi non 
basta che la trave sia snella, ma bisogna anche che la sollecitazione più impor- 
tante sia effettivamente quella di flessione (Cap. XIX, A). 
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Infine, si può osservare che l’influenza del primo e del terzo iniegrale è gene- 
ralmente minore nel calcolo delle incognite iperstatiche X che nel calcolo di 
spostamenti d: Infatti, mentre nel secondo caso l’errore incide direttamente sul 
risultato, nel primo caso si fa sentire tanto sulla deformazione dovuta ai carichi 
quanto su quella contraria dovuta alle X, per cui gli errori in qualche modo si 
compensano (es. 419, 435) (19). Si veda tuttavia la nota 44 del Cap. XIX. 


327. Caleolo di incognite staticamente indeterminate. 


Data una trave iperstatica, sopprimiamo i vincoli sovrabbondanti, 
sostituendoli con le reazioni X', X".... Nella trave principale che così 
risulta indichiamo con No, Mo, To, M;, le sollecitazioni prodotte dai 
soli carichi, con N’, 11’, T', M; quelle prodotte dalla « sollecitazione 
X'=1>, con N”, 31", 1", Mi quelle prodotte dalla « sollecitazione 
Xx" = 1 », ecc. Queste quantità si calcolano immediatamente, trattan- 
dosi ora di una trave isostatica. Sovrapponendo gli effetti, le solleci- 
tazioni totali, ossia quelle che si hanno nella trave data, hanno le se- 
guenti espressioni (°°), corrispondenti alla (464): 


N =No PINXU4 NUX! + ui 
M =M +M'X'+M"X"'+.. 
qT=T +TX +0X"' +... 
M = M, +MX'+M{X"+.. 


Le reazioni C sono espresse dalla (465). 

b) Scriviamo ora la (477) assumendo come sistema equilibrato A) 
quello generato dalla « sollecitazione X' = 1», ossia la forza X' = 1 e 
le sue conseguenze 0", N°, M', T', M;, e come sistema congruente B) 
quello effettivo, ossia gli spostamenti ò, = è (che però scompaiono 
dall’equazione, essendo nulli i P,), i cedimenti y, = y e le sollecita- 
zioni N= N, My = M, T,=T, M,=M. 

Quindi i due sistemi A) e B) sono 


A) P,=0, X'=1, C,=0", N.=N', M.=M', T,=T', M,=M{; 
B) d,=òd, ds v=y, M=N, M=M, T,=T, M,=U. 


Se si include il termine 1 + dy relativo alla X' = 1 fra quelli della 


(*) Si può anche osservare che quando 7 è poco diverso da N, e 7, da N,, e si ha 
x = 6/5. la deformazione dovuta a 7 è circa tripla di quella dovuta a N. 

(®) In pratica però, mentre nei sistemi reticolari era necessario determinare gli sforzi S,, 
S', S''... mediante dei cremoniani distinti, nelle travi comuni è facile scrivere direttamente le 
espressioni delle sollecitazioni totali N, M, 7, M,, tenendo conto dei carichi e delle X. Le sol- 
lecitazioni fittizie N°, M', 1°, M;' si ottengono poi da tali espressioni annullando i carichi e le 
x!', x!" ... e facondo X' = 1; e analogamente le N°, M", 1", My", ecc.. 
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V0'y (n. 322 c), l'equazione diventa 


È sagi cn n 
ar s0v=/Ga 0 +7 & + Sxaa a + [9 


s s s 


DET 


corrispondente alla prima delle (467). 

Assumendo poi come sistema A) quello generato dalla « sollecita- 
zione X" = 1», ecc., si ottengono tante equazioni, analoghe alla (479), 
quante sono le incognite X. 

e) Quando i vincoli sono rigidi (y = 0), si annullano i primi 
membri delle (479). Se inoltre si ha 3, = 0, e se si trascurano le de- 
formazioni prodotte da N e da 7’, il sistema ‘di equazioni diventa 

MM' MM" 
/ Bi ®=0 | 
8 s 
d) Quando agiscono dei carichi concentrati lungo la trave, il pro- 
cedimento diventa più laborioso, perchè le varie sollecitazioni hanno 
espressioni diverse nei vari tratti; ciò che obbliga a scomporre ogni 
integrale nella somma di integrali estesi a ciascun tratto. 

e) Se si hanno anche le variazioni termiche 4g e A,t (n. 326 c), nell’equa- 

zione (479) figurano inoltre i termini 


ds= 0... 


(480) 


(479) [ads as + | 20 “dl ds 


s s 


Esercizio 419. — Studiare la trave della fig. 344 a), di sezione costante e con- 
i vincoli rigidi. 

Soluzione. Assunta come incognita staticamente indeterminata la reazione X 
dell'appoggio A, nella sezione distante 2 da A le sollecitazioni reali e quelle fit- 
tizie sono 


2 
| M= Xx d, T=X-qx; M=leo, T'=1. 


Quindi ic» dei lavori virtuali risulta 


1 1 
‘ana IT dn 1 qu X L 
oe Cas (127 do = p3/(Xe Do) adr + A fa - got ae — 
ò ò 
» XB gli x ql 
(3 o) + ga (1 5) 
Risolvendo, si ottiene 
qu ql 
SEI 2GA 
{a) X= ET: 


SET *GA 
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Se si trascura l’integrale contenente il taglio, si ha 
3 
(6) Z= 8 di 


come si trovò nel n. 230. 
L’espressione più esatta (a) si può scrivere 
SISI aa 
sett +) 
w vali SI 
sm (1+% È) 


X 


SE. 


Se la sezione è rettangolare e se 7 = 5% (trave tutt'altro che snella), per 7/0 = 
= 2,5 risulta X = — 1,01 + 3g7/8, cioè l’influenza del taglio è dell'1%; ed è assai 
minore per le travi più snelle. 


Esercizio 420. — Studiare la trave della fig. 348, incastrata perfettamente 
in B e sostenuta in A da un tirante verticale, soggetta a un carico P distante @ 
e b da A e da B. 

Soluzione. Soppresso il tirante e applicata la reazione X in A, in una sezione 
del tratto a e in una del tratto d si ha 


M= Xx, M' le; M=Xx- Poa—-a), M'= la. 


Il cedimento dell’estremo inferiore del tirante, di senso opposto alla X, è 
da = — Xl/E,A,. Quindi, trascurando l’integrale del taglio, l’equazione dei 
lavori virtuali risulta 


a 1 
17% 5) Xx - adr +4 z| [Xa— P(e— a))e da ; 
0 a 
da cui 
tp iP _ 20 — 3a + a 
— 6ES [a hu 
3EI° EA 


Esercizio 421. — Studiare la trave della fig. 360, di sezione costante e con 
i vincoli rigidi. 

Soluzione. Assunta come trave principale la mensola libera in A, soggetta 
in A alla reazione verticale X' e al momento d’incastro X”, nella sezione distante x 
da A si ha (es. 171) 


M=IX"+N'r ca 7 M'=la; M'=1. 


Quindi, trascurando l’integrale del taglio, le due equazioni dei lavori vir- 
tuali sono (E costante) 
14 L 


[ea - Gp) =0, [(ar+a -Gi)re=0; 
dò gp” 
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La soluzione è X' = 3Q/10, X"” = — Q1/15 (es. 252). 


Esercizio 422. — Una trave prismatica, fissata con cerniera nell’estremo A. 
è incastrata nell’estremo B, subisce una variazione termica lineare nell’altezza h, 
definita da d't= + 10° e A't= + 40° ai lembi inferiore e superiore. La se- 
zione è tale che il suo baricentro dista 7/3 dal lembo inferiore. Determinare le 
reazioni in A. 

Soluzione. La variazione A,t nel baricentro è + 20°, mentre dj = d't— 
— 4" = — 30°. Indicando con X' la reazione assiale, che assumiamo positiva. 
se di trazione, e con X" la reazione normale all’asse, positiva se rivolta verso 
l’alto, si ha 


N=XN", M=X"%; N'=1, M'=0; N"=0, M'=la. 


Quindi (n. 326 e) risultano le due equazioni dei lavori virtuali 


l 1 
Xx - la adi 
o-(T77 ili dl da, 
0 


dalle quali si ottiene X' = — EAadt, X"= 3EI a4,t/21h. 


Esercizio 428. — In una trave prismatica incastrata ai due estremi calcolare 
le reazioni provocate da cedimenti angolari a e f. 
a) I° soluzione. Sostituiti i vincoli in A con la reazione X' normale all'asse 
e col momento X" d’incastro, in una sezione generica si ha 


M=X"+N'x; M'=lx; M'=1. 


Nella sollecitazione X' = 1 si hanno in B le reazioni C=B=—1 e 
O' = M,= ll. Quindi, essendo nulli i cedimenti verticali, la prima equazione è 
; ’ 
u-p=L(x"+ xd 
EJ ù 
D) 


Nella sollecitazione X” = 1 si ha in B la reazione 0"= M,= 1. Quindi, 
includendo il lavoro virtuale 1-6," =1-a della X" =1 nella 20", la se- 
conda equazione è 


z 
la+ 18 = pf ar+ rad. 
d 
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Risolvendo, si ottiene 


x 0-a, a dp, 
in armonia con le (333) e (332). 
d) 2° soluzione. Se invece si assume come trave principale quella appoggiata, 
© si aggiungono in A e in Bi momenti d’incastro Z' e X", in una sezione gene. 
rica si ha (229) 


“ x+t ita; mia 2); u=is. 


Quindi le equazioni dei lavori virtuali risultano 


14 
1 X'-IX' \1- 1 X'- x 
la 57/(£+ I a) 7 da, = ppf(+E 7 i; 
0 0 


e risolvendole si ritrovano per X' e X" le espressioni (332). 


Esercizio 424. - Studiare il portale simmetrico della fig. 547 a) vincolato a 
due cerniere A e B, la cui distanza subisce un aumento y dovuto a cedimenti, 


Fig. 547. Fig. 548. 


Soluzione. Reso scorrevole l’appoggio A e aggiunta la reazione orizzontale X 
(fig. 547 b), in una sezione generica di un piedritto e in una della trave orizzon- 
tale si ha 

M=- Xx, M'=- lx; 


2 
u-fa-@_n, U=- 1h. 


Quindi l'equazione dei lavori virtuali risulta 


h i 

_ 2 n pl ql qu ; 

Pe = pr /(-za- le)da + 7 /(fa- S_ 21 1h) de ; 
i) 0 
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da cui si ricava 


Esercizio 425. — Studiare il portale simmetrico della fig. 548 a), incastrato 
rigidamente in Aein Be soggetto a una variazione termica uniforme At. 

Soluzione. La At uniforme nei piedritti non produce altro effetto che un in- 
nalzamento della trave CD; quindi interessa soltanto la 4t nella trave oriz- 
zontale. 

Svincolato l'estremo A e aggiunti (fig. 548 b) la reazione orizzontale 2‘ 
(Va= Y = 0) e il momento d’incastro X", in una sezione di un piedritto e in 
una della irave si ha 


N=0, M=I"- Xx, N'=0, N'"=0, M' le, M"=1; 
N=-X, M=XI"-Xh, N' 1, N"=0, M'=-=-lh, M"=1. 


Quindi le equazioni dei lavori virtuali risultano 
h 1 


far- xa 10) de + px fl X)(- 1) de + 
ò 6 


td 14 

L (xi 4 h 
+ 5 | (a — X'h)(— 17) do +J (— 1)adtda , 

o 0 
h l 

eri far — X'a)ldx + na f (X"— X'h)1 de 
Ta) EJ. S 
0 


Esercizio 426. — Studiare il sistema simmetrico della fig. 549 a), formato da 
due travi solidali in 0 e vincolate a due cerniere fisso A e B. 

Soluzione. Reso scorrevole l'appoggio A e aggiunta la reazione X orizzontale 
(fig. 549 b), in una sezione generica $S si ha 


N=-sma_Tcosa, M= Teca Xssena; 
N'=-—1cosa, M'=-— lxsena. 


Quindi l’equazione dei lavori virtuali risulta 


Za Af_CP \ 
(o) sa) pra X cos a}( 1 cos a) de + 
to) 


+33] 


() 


‘/P 
(5 x cosa — Xx sen a)( lx sen a) de. 
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Risolvendo, si ottiene 


(3 A) snccosa 
x-2\3) A 


5 sen? a + I cos a 

In questo caso è evidente che le due travi sono prevalentemente sollecitate 
a sforzo normale (n. 295), per cui non è lecito trascurare la deformazione dovuta 
& N. Trascurandola si troverebbe che le reazioni delle cerniere agiscono secondo 
gli assi delle due travi; cioè non risulterebbe il momento flettente, che in realtà 
esiste, sia pure in misura non elevata. Invece è lecito trascurare, come si è fatto, 
l'influenza del taglio. 


Esercizio 427. — Studiare il telaio quadrato della fig. 550 a), costituito da quat. 
tro travi uguali, collegate con incastri. 

Soluzione. Le due travi AC e BC si trasmettono in € una forza diretta, per 
motivi di simmetria, parallelamente ad AB e che vale P/2; inoltre si trasmettono, 
verosimilmente, un momento XY (fig. 550 b). In una sezione generica S distante x 
da © si ha perciò 


Bat 
2 V2 > 
Per la simmetria, la sezione C non ruota; per cui 
è nullo il lavoro 1-6, della coppia fittizia X=1. 
Quindi l'equazione dei lavori virtuali è 
l 


Px PI 
0) X- —-|\ldx = XI =} 
/ ( svi) i 4V2 


UM=X M'=1. 


da cui si ricava 


PI 
Tx=—., 
Fig. 550. 4 75 
Non si sono computati gli integrali dello sforzo normale e del taglio, ma essi 
sono nulli; quindi N e 7 non hanno alcuna influenza su X. Ciò si verifica ogni 


volta che l’incognita X è un momento, purchè la struttura principale sia tale 
‘che risultino nulle le sollecitazioni N’ e 7" dovute aX=1 


Esercizio 428. - Studiare la trave armata della fig. 551 a). 

Soluzione. Se si sopprime il puntone 00° e si applicano due forze X opposte 
alla trave in 0 e ai due tiranti in 0° (fig. 551 b), il primo membro della (479) 
è 1- ò,, essendo d, la somma degli spostamenti dei punti 0 e O', ossia l’allun- 
gamento (negativo) del puntone; mentre il secondo membro va esteso alla trave 
© ai due tiranti A0' e BO". Se invece si libera il puntone dalla trave in C e si ap- 
Pplicano le _X alla trave e alla sommità del puntone, il primo membro della (479) 
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è nullo, perchè è nullo lo spostamento relativo dei due punti © resi indipendenti; 
però il secondo membro contiene anche un termine relativo al puntone non sop- 
presso. 


P 
c 


hot 


tr TOKIO 


e b) 


Fig. 551. 


Fig. 552. 


Procedendo nel primo modo (fig. 551 b), nei tiranti si ha (es. 52) 


X i 1 
8= scena “"ena 
e in una sezione S del tratto AC della trave si ha 
a ie _(d_X qu. 
N=-Scosa=—-ciga, u=(7-3)0-F: 
n 1 
Vor el Vas 
N'= DI ciga, M 3 %; 
essendo — S sen a = — X/2 la componente verticale della forza S che il tirante 
trasmette in A alla trave. 
Quindi l’equazione dei lavori virtuali è 
XI 2 sP 1_X È 1 
a 23 ql SE Le 
1° A, 5/((£ 3)?-5 (32) de+ 
2 i p.@ X 1 l 
1 1 
+5/( 9 ta) | 3 ig a) de+ 2 3%ena 2sena EA," 
ò 


Questa equazione tiene conto di tutte le deformazioni delle varie parti della 
struttura, eccettuata quella dovuta al taglio nella trave, che si è trascurata. Se 
inoltre si trascura l’accorciamento del puntone 00" e l’accorciamento della trave 
dovuto a N, il procedimento equivale a quello dell’esercizio 282. 


Esercizio 429. — Studiare l’arco semicircolare di sezione costante della 
fig. 552 a), vincolato a due cerniere fisse. 


Soluzione. Reso scorrevole l'appoggio A e aggiunta la reazione orizzontale X 
(fig. 552 b), in una sezione S generica, individuata dall’angolo ©, si ha 


N=--Tceso-Xsmno, 1= (-rcos0)— Xrsmo; 


N'=-l1sen®, M'=-lrsenow. 
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Quindi, trascurando la deformazione dovuta a T, l’equazione dei lavori virtuali è 


2/2 

2 P 

(0) z2]( 3 €080 T sen ® )( 1 sen w)r do + 

ò 
1/2 

2 (|P 

+ I | È 7(1— cos ©) — Xr sen o| (— lr sen 0)rdo . (ds = rdo)} 

0 


Se si trascura anche la deformazione dovuta a N, , si ottiene 


X= P_ 03182. 
n 


Esercizio 480. — Studiare l’arco di sezione costante della fig. 553 a), inca- 
strato perfettamente in A e in Be soggetto al solo peso proprio (9g per unità di 
lunghezza dell’arco). 

Soluzione. Svincoliamo la sezione A e aggiungiamo la reazione verticale 9/2, 
la spinta X' e il momento d’incastro X”. In una sezione geometrica 8 si ha. 


w 


N=-P cos0+/grd0 coso X'sno=- g(T- w)coso- xeno, 
Ù) 
gar È ’ tt 
M =" (#_r.008 %)— | grd0(r cos 0 — 7 cos w) — Xx rsno+ ax” = 
ò 
= @*{(x/2)(1— cos @) — sen @ + © cos ©] — X'r sen © + X!" 7 
N'=-lseno, M'=-lrseno; N"=0, M"=1, 


Sostituendo queste espressioni nelle equazioni 


a a n 
e) [Ea rt+f rd =0, (ll rdo=0, 
Ù) Ù) ò 


risolvendo, e ponendo J/A = 0%, si ottiene 
i Li gf Saito 
T'= IS RT dalg® 
s3 a (10 — 22): — (a 6)0? 
Fig. 553. ca Lu 2a — 8)r2 + 2a209? 


Se si trascura anche l’influenza di N, scompaiono i termini contenenti 03, 
0 si ha X' = 0,63959r, X" = 0,1095978. 
Il momento in chiave risulta 


A (1° + 22 — 16)? + 2(6- n)o? 
2 >” . 
Us= gf Da — 83 + Into i 


e se si trascura l’influenza di N, si ha MH, = 0,0409972. 
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Esereizio 431. — Studiare l'arco a due cerniere fisse della fig. 552 a), di sezione 
costante, soggetto a una variazione termica A, uniforme. 

Soluzione. Reso scorrevole l'appoggio A e aggiunta la reazione X orizzon- 
tale, in una sezione generica si ha 


N=_-Zsenw, M=_-Xrseno; N'=—1senw, M'=—lrsenw. 
Quindi, trascurando l’influenza di 7, l'equazione dei lavori virtuali risulta 
ti Ho 
paid J X sen © - Sen «rdo+ 7; fXrsno «rseno *rdo + 


BA, 
0) U) 


3 
+f(- 1560) - ad: rdo. 
0 


Risolvendo, si ottiene 


Esercizio 482. — Un arco semicircolare di sezione costante è vincolato a due 
cerniere fisse A e B e ha un tirante fra i punti 0, e 0, (fig. 554 a). Determinare 
la componente orizzontale X' delle reazioni delle cerniere e lo sforzo X" di 
trazione nel tirante, provocati dal carico P. 

Soluzione. Reso scorrevole l’appoggio A, soppresso 
il tirante, e aggiunte le incognite X' e X" (fig. 554 b), 
in una sezione del tratto AC, e in una del tratto CD 
si ha rispettivamente 


M=Zx1- coso) F'rseno, 


2 
Mi=-—1lrsenw, M{/=0; 
P ) 7 
My I r(1— cos®)— X'r sen © — L''r(sen @ — sen 30°), 
Fig. 554. 
Mi=— lrseno, My =— lr(sen © — sen 309). 


Trascurando l’influenza di N e di 7, le equazioni dei lavori virtuali sono 


2,3 741,34; 
1: 1 st: 2 
o) 2 37 d+2/ 37 
li) n/6 


ds, 


23, Mat ti 
1a dad MM A 

Ira 2] 17 de+2 | 
i) 2/6 
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Esercizio 488. — Nella struttura dell’esercizio 432, non soggetta al carico P, 
il tirante viene forzato nel montaggio, perchè la sua lunghezza è scarsa! di 7; op- 
pure dopo montato viene accorciato di 7 mediante un tenditore. 

Soluzione. Le espressioni di M,, Mi, M{; Mi, My’ sono le stesse dell’eser. 
cizio 432, con P = 0. La prima equazione dei lavori virtuali è la stessa, mentre 
nella seconda il primo membro diventa 

xy V/3 
i ( ar a) a 


Esercizio 484. — Un anello circolare di sezione costante ha una cerniera in 4 
(fig. 555 a) ed è soggetto a due forze P agenti secondo il diametro AB. Deter- 
Pp minare la reazione mutua X in A, normale ad AB. 

Soluzione. Resi indipendenti i due estremi A e aggiunta 
la X, in una sezione generica si ha (fig. 555 b) 


H=Trsono-Ir1- c0s0); M'=- lr(1— cos w). 


Il punto A non si sposta in direzione della X. Quindi, tra- 
scurando l’influenza di N e di 7° e considerando soltanto il 
semicerchio AB, si ha 


0= /[Ersno- Xr(1— cos®)|[-r(1— coso )]rdw. 


Risolvendo, si ottiene 


x=-2P-= 0222. 
3a 


Fig. 555. 


Il momento flettente nei punti B e 0 vale 
M=_—- X2r= Mit = — 0,424Pr, 
3a 


Ei 3a — 4 
= 2 
M, 2” Ir = Pr = 0,288Pr. 


328. Calcolo di spostamenti e di rotazioni. 


a) Ricordando quanto si è detto nel n. 324 a), per determinare lo 
spostamento di un punto % secondo una data direzione v basta introdurre 
nella (477) il sistema fittizio A) costituito dalla « sollecitazione P, = 1 » 
cioè da una forza fittizia P., = 1 applicata in % nella direzione « e dalle 
sue conseguenze; e come sistema B) quello effettivo. Ossia 


A) Pa=0 salvo P,=1, C.=C% Na N, Ma M, T,=T, Mi, Mi 
B) dè =ò, òi , Vo vaN N$ M M, Db T, Mz, MU. 
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La: (477) diventa così 


CNN “MM 
s 


s 


Se si hanno delle variazioni termiche A,t e At (n. 326 e), ia (481) 
contiene inoltre i termini 


(4811) [ WyaA,tds + far, <: ds. 


s s 


Nel caso più frequente di una trave avente l’asse contenuto in un 
piano nel quale agiscono le forze esterne, si ha M,= 0. Se inoltre si 
trascura l'influenza di N e di 7, e se sono nulli i cedimenti y e le va- 
riazioni termiche, si ha semplicemente 

CM ,M 
(4812) dr Si GI ds . 


8 


3) Per quanto si è detto nel n. 324 b) e c), essendo già note le 
sollecitazioni effettive N, M, 7, M., il procedimento è lo stesso per 
le strutture isostatiche o iperstatiche. Nel secondo caso le reazioni e 
le sollecitazioni fittizie C., N,, Mx, T., M., possono essere quelle che 
la P, = 1 provoca nella trave principale (v. es. 442, 443), anzichè nella 
trave data. 

e) Per ottenere la rotazione g, di flessione, o la rotazione 0, di 
torsione (oppure la componenete della rotazione secondo un piano a 
qualsiasi) di una sezione %, basta scegliere il sistema A) costituito dalla 
« sollecitazione M, = 1», cioè da una coppia fittizia M, =1,0 M,=1 
(oppure M. = 1 nel piano a) applicata in k e dalle sue conseguenze 0, 
Ny Mi... 

a) Se il punto k non è uno degli estremi della trave, ma è un 
punto intermedio, le sollecitazioni fittizie hanno espressioni diverse 
nei due tratti della trave; ciò che obbliga a scomporre ogni integrale 
in due, anche se i carichi effettivi sono continui (n. 327 d). 

e) Il coefficiente d’influenza d,, ha un’espressione analoga alla (471). Se si 
tiene conto soltanto del momento flettente, si ha 


"MM, 
n= | EI 
s 


(471) ò ds. 
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Esercizio 485. — Calcolare l'abbassamento dell’estremo libero = 4 di una 
trave orizzontale a mensola, di sezione costante, caricata uniformemente (fig. 281). 
Soluzione. a) In una sezione generica distante x dall’estremo libero si ha 


M=-53, T=- qr. 
Per la sollecitazione fittizia P,= 1 si ha invece 

M,=—- la, T,=-1. 
Quindi si ottiene (481) 


l 1 
d=f #)( al 10)da + daf( q0)(— 1) de = 
0 (0) 


gli ql qli E. £) 
Sri +*2g4 = sng(!+4Gf)- 


Come si era previsto nel n. 326 d), l’errore che si commette trascurando l’in- 
fiuenza di 7 è quadruplo di quello che si commette quando si calcola la reazione 
di un appoggio sovrabbondante nell'estremo 4 (es. 419). 

b) Se si vuole la rotazione dell’estremo libero, applichiamo in esso una 
coppia unitaria sinistrogira, per la quale si ha 


M,=-1, T,=0. 


Quindi si ottiene 


e) Si noti che per una condizione generica di carico risulta 


! i 
a=/F5d, n=fz@: 
0 


ò 
în armonia con le (255), (254). 


Tsercizio 486. — L’estremo B incastrato della trave dell'esercizio 435 subisce 
un cedimento verticale d, e un cedimento angolare f (sinistrogiro). 

Soluzione. La sollecitazione fittizia Px = 1 provoca in B una reazione verti- 
cale B. = 1 e un momento d’incastro My =-— Il. Quindi, trascurando l’in- 
fluenza di 7, l'equazione dei lavori virtuali (481) diventa 


l 
co 2 
1ò,— 19,— 18 = LA | (- S) ( lajdo; 
f 
da cui 


a= Lis gp 
*° 85J' É 
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Esercizio 437. — Una trave prismatica, appoggiata agli estremi, è soggetta 
a un carico P in un punto & distante a e d dagli appoggi A e B. Calcolare dp. 
Soluzione. In una sezione del tratto a, distante x da A, e in una del tratto db, 
distante 2’ da B, si ha per effetto di p 
Pb Pa 


Maga, Meg; 


mentre per il carico fittizio P, = 1 si ha 


1b la 
=%, M.,=7®- 


W,= 3 


uindi, trascurando l’influenza di 7, si ottiene 
» 


in armonia con la (283). 


Esercizio 438. — Una trave prismatica appoggiata agli estremi A e B è sog- 
getta a due carichi uguali P nei punti C e D distanti a dagli appoggi. Calcolare 
l'abbassamento del punto di mezzo %. 

Soluzione. In una sezione del tratto AC e in una del tratto Ck, definite dalla 
distanza x da A, si ha 


M= Pa, M,= Pa; 
mentre per la sollecitazione fittizia P, = 1 si ha 


M,= 32, M,= 3%. 


Quindi si ottiene (in armonia col risultato dell’es, 229) 


a UE. 
d= pg [Pa Gade+ pg fPo-gado Pa 
ò a 


24EJ 


(3E— da). 


Esercizio 489. — Calcolare l'abbassamento di un punto generico % di una trave 
prismatica (fig. 556 a), appoggiata agli estremi e ca- 
ricata uniformemente. 

Soluzione. Nella condizione effettiva, in una sezione 
del tratto AX e in una del tratto B% si ha 
qe? 

3° 


l l 
H=GD5- È, M-SE 
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Nella condizione fittizia P, = 1 (fig. 556 b) si ha nelle stesse sezioni 


le’ le 
U,=Tf. U,=T7. 
Quindi, trascurando l’influenza di T, si ottiene 
î a è lo' Lie fa 
1 ((q ql (Ba 0.988 lniiu 
dk z/(5€ 3) 7 54%+73/(58 F)mre 
0 0 
1 (Le .2_ qa A . Fe (da 23 q . = 
EJ\ 2 3 a 4/' EI 3 2 4 


_ qe(l— a)(B+4 2a — lr?) 
sa 24EJI 


Questa espressione dà l'abbassamento di un 


quindi è l’equazione della linea elastica, 


punto generico % di ascissa ; 
cizio 187. 


equivalente a quella trovata nell’eser. 


Esercizio 440. - Calcolare l'abbassamento dell’ 
di sezione variabile della fig. 382. 


estremo libero della trave 
Soluzione. In una sezione generica si ha 


sa 
=D. T=-qx; M,=- lx, l,=-1; 
Load Ea 
T = Imaz fi? A = Amor 7 
Quindi si ottiene 
3 2 bi È Th Li 
ml (ocean cd d 
ll.” 3 104 Tea] Re = rd agg» 


Esercizio 441. — Una trave prismatica, appoggiata agli estremi (fie. 264), è 
soggetta a una coppia M in un punto O. Calcolare la rotazione e l’abbassamento 
della sezione K= C. 

Soluzione. In una sezione del tratto 


AC e in una del tratto CB, individuate 
dalla distanza x da A, si ha 


M, mi. MU, 


u$+M eta 


Nella condizione fittizia M,.= 1 si ha 


x l-x 
Mio Lore è Mpa 
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Nella condizione fittizia P, = 1 si ha 


= eta M, 


Hus I 


a 
3170 - 


Quindi si ottiene 


CI U 
À far ® 1 f_,l-x .l_x 
n= 3/7 17&+ gf) M pl da= 
è d 


1 Ma, 1 MQl_af M(a8+b?) 
si sr + zi° 3 35IR * 
a Ù 1 fi 
£ -_ 6 —_ x a 
= 53/( 7):1 pla de+ pf 170-)de = 
0 


a 


1 l-a da 1 a (l—a) Ma 
=- 3 a ‘3tala'0 3 3351 (2— 3la + 2a?) ; 


che equivalgono alla (289) e alla (291). 
Esercizio 442. — Calcolare l'abbassamento del punto di mezzo k di una trave 


prismatica, perfettamente incastrata agli estremi e caricata uniformemente. 
a) 1° soluzione. In una sezione generica si ha (316) 


Applichiamo da prima la forza fittizia P,= 1 alla stessa trave incastrata. 
In una sezione della prima metà si ha (325) 


UU, 1 


(a) Mi=-3t3 


Quindi, per la simmetria, si ottiene 


u2 
2 ((_q® ql qui u, 1 gli 
&= 3j(-f8+*-3 ( T+372)0 3345) 
0 


b) 22 soluzione. Se invece applichiamo la forza fittizia P,= 1 alla trave 
principale appoggiata agli estremi (nn. 324 c e 328 d), in luogo della (a) si ha 


1 


(41) M,= 3°: 
Quindi si ottiene 
20 dd n) 1a 
Ud qe\ 1 qu 
d I ta” 3) 3° = 30455 


EJ, 
ò 
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e) Oltre che per i motivi generali esposti nel n. 324 c), in questo caso parti. 
colare l’identità dei risultati si spiega direttamente, osservando che il primo ter- 
mine della (a), che è costante, moltiplica nell’espressione di d, l'integrale del mo. 
mento M, ossia l’area del diagramma M, che è nulla (n. 234 b); per cui dà un 
contributo nullo. 


Esercizio 448. — Nella trave continua della fig. 557 a), di sezione costante, 
calcolare l’abbassamento del punto di mezzo % della 
campata centrale. 

Soluzione. I momenti sugli appoggi C, e 0, valgono 
(n. 248 6) M, = M,=— gl?/10; per cui in una sezione 
generica della campata centrale si ha 


qe q 


i 1 
Fig. 557. U=3h+Ta-E D+: Do. 


Nella trave principale della fig. 557 Db) la forza fittizia P, = 1 sollecita sol- 
tanto la campata centrale. In una sezione della prima metà il momento è 


U.=3%. 
Quindi si ottiene 
20%. a 2\ 1 v 
= ql glo QI 
Gea /( 10° 2” 3) 3 de 192023 * 


ossia (1/25)5g14/384EJ, in armonia col valore dato nel n. 248 b). 


Esercizio 444. — Calcolare l'abbassamento del punto di mezzo k= o del por- 
tale della fig. 372 a). 

Soluzione. Per il risultato dell’esercizio 265, la reazione orizzontale delle cer- 
niere è H = n3Pl/8h, dove n= 0:(39+ 2). Perciò in una sezione S, del pie- 
dritto distante x da A e in una S, del tratto C% distante x da C le sollecitazioni 
reali e fittizie sono 


3P1 D 3P1 
Mi Lera My grngi 
1g age, M,=30o-nî. 
Quindi l'equazione dei lavori virtuali dà 
È PI L Up 3P1\/1 37 
2 3. 3. 2 
= Eg,]"* fast 2/5 an F)(3e- nf) 
ò LD) 
3 
- SEI nh + ia (4— 18n+ 27n?). 
1 


Evidentemente in questo caso, noti i momenti M.,= M,; alla sommità dei 
piedritti, è molto più semplice l’impiego della (335). 
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Esercizio 445. — Nel portale della fig. 558 calcolare lo spostamento dell’ap- 
poggio scorrevole k= B provocato dalla forza orizzontale Q@ = qh uniforme- 
mente ripartita sul piedritto A0. 

i Soluzione. La componente orizzontale della reazione Aè H=gqh; quindi 
in una sezione $S, del piedritto 40 distante x da A si ha 


(I° 
M,= ghe. 


Fig. 559. 


In 0 si ha M, = gh?/2; in D si ha M4= 0. Quindi in una sezione $, della trave 
OD distante x da D si ha 


Lungo il piedritto BD è M = 0. 
La sollecitazione fittizia è costituita da una forza orizzontale P, = 1 in B, 
rivolta verso destra. Nelle sezioni $, ed S, si ha perciò 


M,=10, M,=1h. 


le 
Quindi si ottiene 
le È 4 al n si 
d = 53.] (are LP) lado + H [ de 1h do SET di, 
ò ò 


Esercizio 446. — Nell’arco circolare di sezione costante della fig. 559 calco- 
lare lo spostamento verticale, quello orizzontale e la rotazione dell’estremo k= A, 
provocati dalla forza P verticale. 

Soluzione. In una sezione generica S si ha 


M=_-Prseno. 


Applicando in A una forza fittizia unitaria verticale, oppure orizzontale e 
rivolta verso sinistra, oppure una coppia fittizia unitaria sinistrogira, si ha in £ 
rispettivamente 


| M,=—-lrseno, M.=—-lr(1— coso), M,.=-1. 
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Quindi i movimenti richiesti risultano 


2/2 
(a) Sr ii to 7 «Pi 
ò 
213 
(b) &= pp fPreno -r1- 080) do = 3, 
Ù) 
via 
(0) vi= p3fPrsono 1:rd0= PP, 
o 


Fig. 560. Fig. 561. 


Esercizio 447. — Calcolare l'aumento della corda dell'arco semicircolare di 
sezione costante della fig. 560. 


Soluzione. Nella condizione effettiva e in quella fittizia, in una sezione gene- 
rica S si ha 


M=Prsenw; M,.=lrsenw. 
Quindi si ottiene 
a 


LOT n 
4l= ppfPreonw-rsno-rdo =. 


0 


Sh 


Lo stesso risultato si poteva ottenere osservando che ciascuna metà dell'arco, 
pensata incastrata in 0, si comporta come l’arco dell'esercizio 446 (salvo il senso 
di P). Perciò bastava raddoppiare il risultato (a). 


Esereizio 448. — Calcolare l'abbassamento di un punto generico % dell’arco 
dell’esercizio 447. 


Soluzione. Un carico fittizio P, = 1 applicato nel punto % (fig. 561) genera 
nelle sezioni S, ed S, i momenti fittizi 


1-4 cosa 


M,=A(r-rcoso)= D) 


7(1— cos w), 


— cosa 


M,,=Br+rcos0)= z 5) 7(14 cos @). 
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Quindi essendo il momento effettivo M = Prsen@, si ha 


a x a 

1 Pr 
Mm = 33 (f 12,004 f 12,0) 8 [(1+ cone) f en @(1— cos do + 
0 a 


x 
+ (1— cos af sen @(1-++ cos ©) do = 3 sen a 3 
a 


Esercizio 449. — Calcolare lo spostamento verticale © 
quello orizzontale del punto k= A (fig. 562), essendo co- 
stante la sezione dell'arco e del montante. 

Soluzione. Nella condizione effettiva e in quelle fittizie 
relative a una forza P, = 1 verticale o a una forza P, = 1 
orizzontale (verso destra), si ha rispettivamente nelle sezioni generiche S, ed Sg 


Fig. 562. 


M,=- Pr(1— cos), M,=_—1r(1- cos), M,=_—-lrsenw; 
1 lk 59 


M,=—- P2r, M,=-1-:2r, M,,= lo. 


Quindi si ottiene 


n h 
n= pyf Pr ces con) rde+ pp | PA . 2r da = 3773 (Bar + 8h), 
ò 


n h 
Lf 1 (P%: 
a = 53 | Pr(1 — cos w)r sen wr do +73 |(- P2r)x de = EI (272 — RA). 


0 0 
Lo spostamento orizzontale avviene verso destra, o verso sinistra, o è nullo, 


ia si 
secondo che h > r/2. 


Esercizio 450. — Nell’arco dell’esercizio 429 (fig. 552 a) calcolare l’abbassa- 
mento del punto k= C e la rotazione della sezione k,= A . 
Soluzione. Nelle condizioni effettive si ha in $ 


P P 
el ="008 0) = Tala 


Per una forza fittizia P, = 1 (appoggio A scorrevole, n. 328 b) si ha 


M,= Lai — cos w). 
2 
Per una coppia fittizia unitaria destrogira in k,= A (estremo A libero, se- 


zione C incastrata, n. 328 d) si ha 


Mx, =1. 
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Quindi si ottiene 


% n 


a =D [5 — c08 W) — E seen @/3 (1 — c08 w)rdw = 


do 8e- 4 PR Pr 
8a —Ey7 4018573, 


n/2 
e TIE P 
?a= 7] È r(1- coso) — > rseno|Irdo = 
7 


__R-2n-4 - Da 
4n EJ 


PIY o 
2 
0,0329 FI (sinistrogira) . 


Esercizio 451. — Calcolare lo spostamento verticale della sommità k= O del. 
l'arco dell’esercizio 431, provocato dalla variazione termica uniforme dt. 
Soluzione. Se H, è la spinta provocata da A,t, in una sezione generica 8 si ha 


N=-Hgsenw, M=-Hyrsenw. 


Nella struttura principale (n. 328 8) con appoggio scorrevole in 4 una forza 
fittizia P, = 1 provoca le sollecitazioni 


N=-$ 08%, Hy=3+(1- cosa). 


Quindi si ottiene 


x/2 2/2 
2 I 2 1 
% = pg JA sen 07 %0801d0+ 73 /(- Hren © 08 w)r do + 
0) 0) 
2/2 


+2/(-$c080)adtrdo = 
d 


Hr Ha 
2EA 2ET 


Hy A J \ 
anda = — 57 (18 08) — ardg. (e =4) 


Sostituendo ad H; l’espressione di X trovata nell’esercizio 431, risulta 


a+ 2 
x 


2 092 
di arl i 1) > arAst (trascurando l’influenza di N Je 


\ 784 8° 


Se At è positiva, lo spostamento avviene verso l’alto. 


Soluzione. Trascurando l’influenza del taglio, in una sezione del tratto retti- 
lineo AB, distante x da 4, e in ogni sezione della parte curva si ha rispettiva- 
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Quindi si ottiene 
R 2a 
ò = pp [Poca de+ gr [PR-R- Rdo= 
#3 RI aio 
lu] 


à 


PE°, . PR? 
anti ar 


Il primo termine, dovuto alla flessione del tratto rettilineo, è circa 24 volte 
minore del secondo, dovuto alla torsione della parte curva. 
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OAPITOLO XVI. 


I TEOREMI SUL LAVORO DI DEFORMAZIONE 
E LE LORO APPLICAZIONI 


330. Generalità. 


a) Come si è detto più volte, le forze esterne che si applicano a 
un corpo compiono un lavoro esterno, che in generale va speso per 
deformare il corpo, per produrre energia cinetica, e per vincere le resi- 
Stenze d’attrito dei vincoli esterni. Se le forze si applicano in modo 
Statico, cioè se si fanno crescere abbastanza lentamente in modo da 
non produrre accelerazioni sensibili (n. 110), e se l’attrito dei vincoli 
è trascurabile, il lavoro esterno L. va tutto speso per deformare il 
corpo. Se inoltre sono trascurabili anche gli attriti interni (corpi per- 
fettamente elastici), e quindi non esiste nessuna causa di dissipazione di 
energia, L, serve soltanto per vincere le resistenze elastiche interne, e 
si trasforma integralmente in energia potenziale elastica di deforma- 
zione, misurata anche dal lavoro interno L, compiuto dagli sforzi in- 
terni Z durante la deformazione; per cui si ha (1) 


(482) pets 


In queste condizioni il sistema è conservativo, cioè il lavoro di 
deformazione dipende soltanto dallo stato iniziale e da quello finale, 
e non dagli stati intermedi di passaggio. 

L'energia elastica accumulata nel corpo deformato viene poi resti- 
tuita sotto forma di lavoro, quando il corpo - riprende la sua forma 
primitiva. 

Il lavoro di deformazione si può pertanto valutare indifferente- 
mente come lavoro esterno o come lavoro interno, secondo che riesce 
più semplice il calcolo di L. 0 quello di L,. 

Supporremo inoltre non solo che il corpo si deformi rispettando la 
legge di Hooke, ma che il sistema delle forze esterne non sia influenzato 


(!) Nel caso in cui il corpo sia soggetto a una sola forza esterna P, dall’uguaglianza del 
lavoro esterno L. = P8/2 al lavoro interno TL; si può dedurre lo spostamento $ del punto d’ap- 
plicazione di P (es. 71, 398, 456). 
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dalla deformazione elastica del corpo; per cui gli spostamenti e le defor- 
mazioni risultano funzioni lineari omogenee delle forze esterne, e vale 
per essi il principio della sovrapposizione degli effetti. Quindi sono 
esclusi i casi analoghi 2 quello dell'esercizio 53 e a quelli studiati nel 
Cap. XIII, B) e C). Avvertiremo del contrario quando questa con- 
dizione non sia necessaria. 

Dalla considerazione del lavoro di deformazione scaturiscono alcuni 
teoremi fondamentali della Scienza delle costruzioni, che sono fecondi 
delle più utili e svariate applicazioni nello studio dei sistemi elastic!. 
e che valgono per corpi elastici di forma qualsiasi. 

3) Spesso il corpo nel suo stato iniziale, cioè non ancora sotto- 
posto a forze esterne, è già soggetto a tensioni interne e a deformazioni 
elastiche iniziali dovute ad altre cause, delle quali faremo cenno nel 
n. 3384) e ci occuperemo estesamente nel Cap. XXX. Quindi esso 
possiede fin dall'inizio dell’energia elastica (energia vincolata), che è 
imprigionata nel corpo e che può rendersi libera soltanto in condi 
zioni speciali. In tali casi le tensioni e le deformazioni prodotte dalle 
forze esterne si sommano con quelle iniziali; e per lavoro di deforma- 
zione s'intende quello compiuto dalle forze esterne, che si trasforma in 
ulteriore energia elastica interna che si aggiunge a quella vincolata. 
Il potenziale elastico del corpo è allora la somma (n. 348 b) dell’energia 
vincolata e del lavoro di deformazione. 

Nel presente capitolo faremo astrazione dall’eventuale energia vinco- 
lata, ossia ci occuperemo del solo lavoro di deformazione. 


331. Il lavoro interno di deformazione. 


a) Nel caso di un corpo elastico di forma qualsiasi sappiamo 
valutare l'energia elastica in un parallelepipedo elementare dV, cono- 
scendo le tensioni e le deformazioni (n. 188 a). Quindi per l’intero 
corpo si ha in generale 


n LF 
(483) L= | (028, + 0y6y + 0.8: + Tai'ay + TarVar + Tusa) IV 
7 
Se in virtù della legge di Hooke (114) e (146), si esprimono le de- 
formazioni in funzione delle tensioni, si ottiene il lavoro espresso me- 
diante le sole tensioni (n. 121): 
1r 


>” 
(89) Li=ghp[(02+0+ 007 — pp] (004 + 0101 + 10) AV + 
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Se invece si esprimono le tensioni in funzione delle deformazioni, 
sì ottiene il Javoro espresso mediante le sole deformazioni (115): 

e 
m_ 2 


84) L=of[ i tatetattor+ zi tg)lar. 
Ls 
espressione che conferma che l’energia elastica in ciascun elemento di 
volume dY è in ogni caso essenzialmente positiva. 
b) Nel caso di una trave sappiamo esprimere il lavoro di defor- 
mazione dI; in un tronco ds come somma dei lavori delle varie solle- 
citazioni (n. 188 b). Quindi il lavoro totale risulta 


° N*ds ° M?ds °. T2ds f Mîds 
(485) Li J IRA! J DI J GA! i 1567, 
è 3 i 8 


Questa espressione si può usare anche per travi leggermente curve 
e di sezione lentamente variabile. Per le travi a grande curvatura si 
veda il Cap. XIX, 2). Nelle travi snelle si possono generalmente tra- 
scurare i lavori di N e di 7 rispetto a quelli dei momenti, come si è 
detto nel n. 326 d) per i lavori virtuali. 

Nel caso delle travi rettilinee inflesse, se si conosce l'equazione 
"= n() della linea elastica, e si trascura il lavoro del taglio, per la 
(233,) si ha anche 


si 
(486) L; =3/ EIn'"da . 


c) Nel caso di una trave reticolare, avente le aste soggette sol- 
tanto a sforzi assiali S, il lavoro interno è la somma dei lavori nelle 
singole aste: 


(487) Li=5 2848 =. 


332. Il lavoro esterno di deformazione. Teorema di Clapeyron. 


a) Consideriamo un corpo elastico qualsiasi (fig. 563), soggetto 
alle forze P,, P.... P,... P,, e siano CIA 
"p dr... di dn gli spostamenti che hanno su- 

* bito i loro punti d’applicazione, valutati 
secondo le direzioni e i sensi delle forze 
stesse (componenti secondo le direzioni delle 
forze degli spostamenti veri 3). Essendo il 
À sistema conservativo, il lavoro interno di 

È deformazione dipende soltanto dallo stato 
Fig. 563. finale del corpo. D'altra parte, questo stato 


A, 
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dipende soltanto (Cap. XIII, nota 13, e n. 332 j) dalle forze finali agenti 
sul corpo, e non dall’ordine col quale esse vengono applicate; per cui 
si possono aggiungere successivamente una dopo l’altra, oppure a gruppi, 
oppure si possono applicare tutte contemporaneamente; inoltre si possono 
far crescere da zero al valore finale in modo arbitrario, purchè abba- 
stanza lento. 

Per valutare nel modo più semplice il lavoro esterno, supponiamo 
che le forze crescano tutte contemporaneamente da zero fino ai valori 
finali, passando per valori costantemente proporzionali fra loro. Per cui, 
se a è un numero crescente da zero a uno, in un istante intermedio le 
forze valgono aP,, aP»... aPi... aP,. Per la legge di Hooke, gli sposta- 
menti crescono proporzionalmente alle forze; quindi nello stesso istante 
essi valgono aò,, ads... dd. aò,. In un intervallo successivo di tempo 
sia da l’ineremento di a: lo spostamento generico adk diventa (a + da)ò,, 
crescendo di d.da, e la forza aP, compie il lavoro aP, + ò.da. Quindi 
il lavoro totale compiuto da tutte le forze dall’inizio alla fine della loro 
applicazione, ossia mentre a cresce da zero a uno, è 


n n n ha 1 n 
1,=3(aP. + dda = EP,ò, (ada = Pd. 
1/ £ “ 2 
0 0 


Più rapidamente, basta osservare che, applicando le forze nel modo 
particolare suddetto, lo spostamento del punto d’applicazione della P, 
cresce proporzionalmente alla forza, e cessa quando la P, ha raggiunto 
il valore finale. Quindi, per quanto si disse nel n. 109, il lavoro della P, 
è Pxd:|2; e il lavoro di tutte le forze è 


(488) L= ZP6. 


La (488) è l’espressione del teorema di Clapeyron: Il lavoro compiuto 
dalle forze agenti staticamente su di un corpo elastico è indipendente dal- 
l'ordine col quale si applicano le forze, e vale la metà della somma dei pro- 
dotti dei valori finali delle forze per i valori finali degli spostamenti dei 
loro punti di applicazione, valutati nelle direzioni delle forze. Ossia è la 
metà del lavoro che compirebbero se durante la deformazione avessero 
già i valori finali. 

Se agiscono delle coppie di momento M;, il prodotto P,ò, diventa 
M,9:, essendo g, la rotazione del punto d’applicazione, valutata nel 
piano della coppia. 

3) Allo stesso risultato si giunge mediante il principio dei lavori virtuali: 
Se Z sono gli sforzi interni provocati dalle forze esterne P e che fanno equilibrio 
alle P, e se £ sono le deformazioni corrispondenti, applicando la (460) per lo 
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forze effettive e per la deformazione effettiva si ha 


ZPò = ZZL, da cui CH 
Ma il secondo membro è il lavoro interno di deformazione L;, dipendente sol. 
tanto dallo stato finale del corpo (n. 330 a), cioè dai valori di Z e di È. Per cui, 
essendo L, = L,, il primo membro è il lavoro esterno compiuto dalle forze P, 
ed è anch’esso dipendente soltanto dallo stato finale. 

c) La (488) vale per un corpo elastico libero nello spazio e soggetto 
alle forze P equilibrate tra di loro. Se invece esso è vincolato (con vincoli 
cedevoli), bisogna tener conto anche delle reazioni 0 dei vincoli e dei 
cedimenti y di questi, valutati nelle direzioni delle C; per cui L, = 
= (1/2)Z(Pò + Cy) (i prodotti Cy sono generalmente negativi, perchè 
i y hanno di solito senso opposto alle C). Se i vincoli sono rigidi 
(y = 0), resta il solo lavoro delle forze P applicate, e vale la (488). 

Se il corpo è sorretto da sostegni elastici e si tiene conto soltanto 
di (1/2)2Pò, si ottiene il lavoro che compiono le forze applicate P 
per deformare il sistema costruito dal corpo e dai sostegni. 

d) Il lavoro esterno Z, si può esprimere anche in funzione delle 
sole forze P: Se ò,, è il coefficiente d'influenza (471), (471,) che dà lo spo- 
stamento del punto r d’applicazione della forza P,, valutato nella Aire- 
zione della P,, prodotto dalla forza uno agente nel punto s e nella 
direzione della forza P,, lo spostamento totale ò, vale 


ò, Ta Pò + Pròrs +... Però. +. Pdl . 
Quindi la (488) diventa 


(189) L= IPx(Prdsa + Padre + e Pudia) + 


+ Pa(Piòa1 + Paòs» +... Puban) + 


+ P,(Pi0n1 + Padno +... Pabnn)] = 
1% 
=> 2 ZòP,P.; 
2 r=18=1 
e il lavoro risulta funzione quadratica omogenea delle forze P. 

In modo analogo, si può esprimere Z, in funzione quadratica omo- 
genea degli spostamenti è. 

e) Se il corpo è già soggetto a delle tensioni iniziali (n. 338 a), 

e quindi possiede già dell’energia vincolata, il teorema di Clapeyron 
dà ugualmente il lavoro compiuto dalle forze esterne P, ossia l'energia 
elastica prodotta da tale lavoro e che si somma con l’energia vincolata 
preesistente (n. 338 5). 
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bò) È facile ora riconoscere che, per date forze esterne, la soluzione del pro- 
blema elastico è unica (Cap. XIII, nota 13), quando siano soddisfatte le condi- 
zioni (n. 330 a) per la validità della sovrapposizione degli effetti (?). Invero, sup- 
posto che per due sistemi uguali di forze esterne P si abbiano due diversi 
stati di deformazione interne es, ey... 71: ed er & +» Vi per il sistema diffe- 
renza dei due, ossia per forze esterne nulle, le deformazioni diventano e; — e, 
6-65 Yi — Ya. Ma per forze esterne nulle si ha L, = 0, e quindi anche 
L= 0. Per cui, essendo (484,) L, funzione quadratica essenzialmente positiva 
delle deformazioni, che si annulla soltanto se si annullano tutte le singole defor- 
mazioni, le differenze e; — e;' ... devono essere nulle; ossia dev'essere e; = et, 
e= 8 Vi: = Y5i (si prescinde dalle 03... Yoys eventualmente preesistenti, do- 
vute ad autotensioni; n. 338 a). 


Esercizio 458. — Confrontare il lavoro di deformazione in una barra tesa, 
lunga l e di sezione costante A (fig. 564 a), con quello in 
una barra tesa con la stessa forza, della stessa lunghezza, 
ma avente il tratto medio (lungo 7/3) di sezione A, e i 
due tratti estremi (lunghi 7/3 ciascuno) di sezione 24 


(fig. 564 D), 
Soluzione. Nel caso a) si ha fi 
PA 
L= 3RA* 
Nel caso b) si ha invece 
p 
L P?1/3 P/3 _ PI Fig. 564. 


27 254% °2E- 24° 3EA° 

Nel caso b) il lavoro è LZ, = (2/3)Z1; ossia la barra b) ha minore capacità di 
lavoro. Perciò, mentre le due barre hanno circa la stessa resistenza alla trazione 
statica (salvo quello che si disse nel n. 114 b), la barra b) resiste meno della a) 


alla trazione agente con urto, dovendo in questo caso l’energia cinetica del corpo 
urtante trasformarsi in lavoro di deformazione (v. Cap. XXVII, B). 


Esercizio 454. — Calcolare l'energia elastica in una barra conica ad asse ver- 
ticale, appoggiata sulla sua base e compressa per effetto del peso proprio. 

Soluzione. Se A è l’area della base e G è il peso totale, nella sezione generica 
distante x dal vertice si ha la sezione A(x*/I2) e lo sforzo normale N = — G(x°/1?). 
Per cui risulta 


G3(a8/E} de _ _G° 24 


dl = Spaage = sapa 
1 
e 6 
i zan) std = pa 
(1) 


(*) In queste eendizioni lo stato di equilibrio, oltre che unico, è anche stabile (v. Cap. XXVI) 
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Esercizio 455. — Una trave di ferro a T N 14, lunga m 4 e appoggiata agli 
estremi, è soggetta a un carico # = 1000 kg nel punto di mezzo. Calcolare 11 la- 
voro di deformazione. 

Soluzione. Trascuriamo da prima il lavoro del taglio. Se si calcola il lavoro 
interno, si ha (485) 


Ue 
Le F(BA PR 
L 2373) (3 2) dx = 65) * 
ò 
Se si calcola il lavoro esterno del carico P, per la (273) si ha 


1 1 PR Pu 
Pi 2 P 48EIJ  96EJ° 


Coi dati del problema si ottiene 


1000? - 4008 


Lu= gi 108-573 


= 554 kgem. 
Il lavoro del taglio è (485) 
Y2 
Sgt ME, E 
tr= 2561) (3) d= 1 394° 
Ù 


Coi dati del problema, assumendo = 2,3 (n. 174 b), risulta 


1000? - 400 


Lr= 2853-101827 


7,9 kgem. (1,43% di Ly) 


Esereizio 456. — Una trave prismatica appoggiata, agli estremi, è soggetta 
a un carico Pin un punto distante a e d dagli appoggi A e B. Calcolare il 1avoro 
di deformazione e dedurne l'abbassamento del punto caricato. 

Soluzione. In una sezione del tratto @ distante x da A e in una dei iratto è 
distante #' da B il momento flettente è M,= P(b/l)c ed M, = P(a/l)e'. Quindi 
il lavoro interno è 


Pr Î | Pra? 


L= Eye 


ò ò 
Se d è l’aobassamento incognito del carico, il lavoro esterno è L, = Pò/2. 
Dall’uguaglianza L, = L; si ricava, in armonia con la (283). 
_ Pa? 
— 3EIV 


Esercizio 457. — Calcolare il lavoro di deformazione in una trave di sezione 
costante, appoggiata nell’estremo A e incastrata nell'estremo B, caricate mifor- 
memente. 

Soluzione. In una sezione generica distante x dall’estremo libero si ha 


3gl quei m_ 39 __ 
M siria î gu 


i 
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Quindi, calcolando il lavoro interno, si ottiene 


1 I 
n 1 (34 qu % |(34 a ge 197 
sai sr) (8° 3) + ada) (3 ge) do G4AOEI * 33464 ° 
0 


Esercizio 458. — Calcolare il lavoro di deformazione in una trave prismatica 


appoggiata agli estremi e caricata uniformemente. 
a) 1° soluzione. Calcoliamo il lavoro interno, trascurando il lavoro del taglio. 


Ricordando l’espressione di nella sezione generica, si ha 


i 
* M>dx 1 n _ GP Cali (Oi 

L=] 57 aullÈ 2g ) de = say > s40HI 

0 


5) 22 soluzione. Calcoliamo il lavoro esterno mediante la (488). Ricordando 
l'equazione della linea elastica trovata nell’esercizio 187, si ha 


l l 
Lr rionali = e 
L=zfa% nale vapy e — 200 + 24) da = 340pI* 
9 


4) Infine, si può calcolare il lavoro interno mediante la (486). 


Esercizio 459. — Per una trave prismatica appoggiata agli estremi, soggetta ® 
un carico q ripartito con legge qualsiasi, verificare che Ly = L.. 
a) I° soluzione. Esprimiamo L,; in funzione di M e integriamo due volte 


ver parti, avendo presenti le (233), (220), (221) e le condizioni agli estremi: 


n l i 
Ly I (73 de=3/M n°") da 3| cui) + fvtaa]= 


sj EJ 
ò ò 


DI L 
LI u 
= (Mn) + (Tn) + | ngde L/n-qdo=%. 
‘ d 0; 2) 
0 


3) 2° soluzione. Integriamo due volte per parti l’espressione (486) di Lu 
avendo presenti la (235) e le condizioni agli estremi: 


1 1 

ES (nr EI [(,niy iz 

L= 5° | nre 200 n°) [ana] = 
Ù) ° dò 


1 
EJ : 3 EJ 1 
-F[rm- ("+ fr de = [mo da =3fn *gde=Lss 
0 


Jl 
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Esercizio 460. — Calcolare il lavoro di deformazione nella trave dell’eser. 
cizio 225. 
Soluzione. Ricordando i valori trovati per i coefficienti d’influenza, la (489) dà, 


È 
Li = 5 (Pina + Pa Pomo + Pa * P.mo1 + Pîmo0) = 


n | 


(6002 - 0,001976+ 2 - 600 - 500 - 0,002099 + 5002 - 0,003087) = 1056,4kgem, 


ro] 


Esercizio 461. — Calcolare il lavoro di deformazione in una trave prismatica 
appoggiata agli estremi, soggetta a un carico P in mezzaria e a una coppia M 
nell’estremo A. 

Soluzione. L’abbassamento in mezzaria e la rotazione in A risultano (2783), 
(n. 227), (272), (292) 

PR Mr Pl Ul 


Me = asp) + ini» %=1657t357' 


Quindi applicando la (488) si ottiene 


I Pr MA |, PMR 
L= > (Pmi + Mo) = I65I + I + 1623 * 


Esercizio 462. — Calcolare il lavoro di deformazione in una trave prismatica 
appoggiata agli estremi, soggetta a un carico P in mezzaria e a un carico q uni. 
forme. 

Soluzione. La linea elastica si ottiene sovrapponendo le due linee elastiche 
singole; perciò (es. 187 e 193) l'equazione di una metà di essa è 


P plat PRI 
n EJ Pe — 42°)4 sap] Z2a8 + 21), 


mentre l’abbassamento in mezzaria è 


PR EA 
Î= 3351 + 3343 
Quindi applicando la (488) risulta 
1 ia PI 35 5Pglt 
‘Te =4 [+ "e È n] = tn: 


333. Il lavoro mutuo o indiretto. Teorema di Betti. 


a) Si è già osservato (nn. 13 e 188 5) che il principio della sovrap- 
posizione degli effetti, che è la diretta conseguenza della. dipendenza 
lineare e omogenea fra le cause e gli effetti, non vale per il lavoro di 
deformazione, perchè questo è funzione quadratica delle forze (489). 
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Quindi in generale il lavoro di deformazione dovuto 2 più forze non 
è uguale alla somma dei lavori che si avrebbero applicando le forze 
singole. 

D facile persuadersene: Su di un corpo agiscano due forze P, e Pi 
Essendo arbitrario l'ordine di applicazione delle forze (n. 332 a), si 
applichi prima la Pi, che compie un lavoro L,. Quando poi si ap- 
plica anche la P.; questa compie lo stesso lavoro L, che compirebbe 
applicandola al corpo scarico (perchè l’ulteriore deformazione prodotta 
da P, è la stessa che essa produrrebbe se il corpo fosse scarico, n. 13). 
Ma durante l’applicazione della P,, la P, già agente compie un nuovo 
lavoro L,s, perchè il suo punto d’applicazione si sposta nuovamente 
per la deformazione prodotta dalla P,. Quindi il lavoro totale è 


L=IL,+L°+La- 


Il lavoro L,, compiuto dalla P, già agente durante l’applicazione 
della P, si chiama lavoro mutuo o indiretto delle due forze. Esso è nullo 
solo nel caso in cui lo spostamento del punto d’applicazione della P, 
provocato dalla P. sia nullo, o sia normale alla direzione della P, (*). 
Il lavoro mutuo può essere positivo o negativo. Quindi il lavoro do- 
vuto a più forze può essere maggiore 0 minore della somma dei la- 
vori singoli. 

Ad esempio, nel caso di un corpo soggetto a una sola forza P, 
se ‘la forza diventa 2P il lavoro diventa qua- 
druplo. 

In generale, avviene dunque che ogni nuova 
forza aggiunta al corpo compie lo stesso lavoro 
che compirebbe se agisse da sola, ma fa inoltre 
compiere nuovo lavoro alle forze già agenti. 

La stessa verità si riconosce anche senza che 
occorra pensare le forze applicate successivamente, 
poichè il lavoro totale sarebbe la somma dei 
lavori singoli se gli spostamenti ò che nella (488) 
moltiplicano le forze P fossero quelli che ciascuna 
forza provoca nel proprio punto d’applicazione; 
mentre invece i $ò sono gli spostamenti dovuti Fig. 565. 
all'intero sistema di forze. 

b) Il teorema di reciprocità di Betti. Siano A) e B) due sistemi di 
forze agenti insieme su di un corpo elastico (fig. 565 a, b), tale che 
valga la sovrapposizione degli effetti (n. 330 a), avente i vin- 


a) 
sistema DA 


5) 


sistema B) 


@) Questo si verifica, ad es., per le sollecitazioni N, M, T, My, î cui lavori mutui sono 
appunto nulli (n. 188 b). 
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coli esterni rigidi, oppure cedevoli elasticamente (*), ma non cedevoli 
in modo anelastico. Se si applicano prima le forze del sistema A), esse 
compiono un lavoro L,. Quando poi si applicano anche le forze del 
sistema 2), queste compiono un lavoro L,, mentre le forze A) giù 
agenti compiono ancora un lavoro mutuo Las: Quindi il lavoro totale 
risulta 

L=La+Lr + La 


Se invece si inverte l'ordine di applicazione dei due sistemi di forze, 
prima le forze B) compiono lo stesso lavoro L,, poi le forze A) com- 
piono lo stesso lavoro Z,, mentre le forze 3) già agenti compiono an- 
cora un lavoro mutuo Z,,a. Quindi il lavoro totale risulta 


L=I+L + Ina. 


Ma il lavoro totale è lo stesso in entrambi i casi, perchè alla fine il 
corpo risulta caricato da entrambi i sistemi di forze. Quindi i due lavori 
mutui devono essere uguali: 


(490) Las = Lva - 


È questo il teorema di Betti o di reciprocità (5): IZ lavoro indiretto 
che compie un sistema di jorze A) già applicato a un corpo elastico durante 
applicazione di un sistema di jorze B) è uguale al lavoro indiretto che 
compirebbe il sistema B) se fosse già applicato allo stesso corpo elastico 
durante Vapplicazione del sistema A). 

Questo teorema ha frequenti applicazioni; fra le più interessanti 
è quella che serve di fondamento alla teoria dell’ellisse di elasticità 
(Cap. XVII). 

Di un secondo teorema di reciprocità, che si applica nello studio 
delle linee d’influenza, ci occuperemo nel Cap. XVIII. 

e) Alla stessa conclusione si giunge mediante il principio dei lavori vir- 
tuali: Siano Z, gli sforzi interni dovuti alle forze Py e Z, quelli dovuti alle P,; 
Ca © È le corrispondenti deformazioni. Siano poi d; gli spostamenti dei punti d’ap- 
plicazione delle forze P,, valutati nelle direzioni delle Py, ma provocati dal 
sistema B); e siano dò, gli spostamenti dei punti d’applicazione delle forze P,, 
valutati nelle direzioni delle P,, ma provocati dal sistema A). 

Applicando la (460) per le forze del sistema A) e per la deformazione provocata 
dal sistema B), si ha 


(a) EPoò, = ZZaly 3 


() Se i vincoli sono elastica.mente ceuvvuii, le reazioni cvinpione in entrambi i casì n elesso 
iavoro finale, che perciò sì può tralasciare quando si uguagliano i lavori delle forze appricate. 
(9 E. Bet: : Teoria dell’elasticità, «Il nuovo Cimento », serie 2°, T. VII, VIII, 1872. 
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applicandola invece per le forze del sistema B) e per la deformazione provocata 
dal sistema A), si ha 


(b) EPria = ZZrla + 


Per la proporzionalità delle deformazioni £ agli sforzi Z, una qualunque delle © 
sì può esprimere con eZ; per cui f£, = eZa 0 = eZy. Quindi risulta 


SZ = ZZZ, Ela = EZveZa- 


I secondi membri delle (a) e (5) sono dunque uguali, e per conseguenza sono uguali 
anche i primi membri: 


(490,) EP,$, = EPrda + 


Le due sommatorie sono i lavori che compiono le forze di un sistema quando 
si associano agli spostamenti dei loro punti d’applicazione provocati dall’altro 
sistema. Questi lavori sono effettivi e indiretti se le forze di un sistema sono già 
applicate al corpo quando si applicano quelle dell’altro sistema. Sono invece la- 
vori virtuali se le sommatorie hanno soltanto un significato analitico; nel qual 
caso il teorema si può enunciare: Dato un corpo elastico e due sistemi di forze A) 
e B), il lavoro virtuale delle forze del sistema A) associate agli spostamenti provo- 
cati dal sistema B) è uguale al lavoro virtuale delle forze del sistema B) associate 
agli spostamenti provocati dal sistema A). 


Esercizio 468. — Calcolare il lavoro di deformazione nel caso dell’esercizio 461 
facendo uso del lavoro mutuo, e constatare la validità del teorema di Betti. 

Soluzione. Per quanto si è detto nel n. 333 @), il lavoro si può ottenere som- 
mando i due lavori Lp ed Ly dovuti a P e a M agenu separatamente, e il lavoro 
mutuo Lp,m compiuto da P pensato già agente durante l'applicazione di M. 
Questo lavoro è (n. 227). 


MI? 
Lem = P6nI 
Il risultato coincide con quello ottenuto nell’esercizio 461 mediante il teo- 
trema di Clapeyron. 
Il lavoro mutuo Lx,p compiuto da M pensato già agente durante l’appli- 
cazione di P è dato invece da (272) 


PE 
Lu, = HM figg = Ira» 


Esereizio 464. — Idem, nel caso dell'esercizio 462. 

Soluzione. Il lavoro si può ottenere sommando i due lavori Lp ed L, dovuti ai 
carichi P (es. 455) e g (es. 458) agenti separatamente, e il lavoro indiretto Lp,q 
compiuto da P pensata cià asente durante l’avnlicazione di @. Per la (276), 
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quest'ultimo lavoro è 


Sinai bgl' 
Lea=Pof=P534pi° 


Il lavoro indiretto L,,p compiuto da g pensato già agente durante l'applica- 
zione di P è dato invece da (es. 193) 


12 
Lp = 2 Î qde - 
ò 


5Pgl! 
38457 


3I2x — 403) Tp 


Za 
48EJ 


Esercizio 465. — Nella trave della fig. 566 a) un cedimento dò, = 6 mm del. 
l'appoggio B ha provocato in A una reazione A, = 1500 kg. Che reazione B, 
provocherà in B un cedimento é, = 8 mm dell'appoggio 4? 

Soluzione. Sopprimiamo gli appoggi A e B e sostituiamoli con le reazioni 4, 
e B; che si hanno quando in B si verifica il cedimento 6, (fig. 566 b), oppure con 
le reazioni A, © B, che si hanno quando in A si verifica il cedimento da (fig. 566 c). 
Essendo la trave la stessa in entrambi i casi (trave appoggiata in 0 e in D), è 
applicabile il teorema di Betti: 


— 4, - da + By 0=Ag°0— Bad; 
da cni 
An d= Bad. 
Coi dati del problema, si ottiene 


0,8 _ 
Ba = 150073 = 2000 kg. 


Se fosse d, = d, = 1, risulterebbe A, = B,; per cui vale il teorema (che si 
può considerare il duale del teorema di Maxwell, n. 334): Za reazione provocata 
in un vincolo A da uno spostamento unitario di un vincolo B è uguale alla reazione 
provocata nel vincolo B da uno spostamento unitario del vincolo A. 


334. Il teorema di Maxwell. 


a) È un caso particolare importantissimo del teorema di Betti, 

che era stato trovato da Maxwell precedentemente (*). 
Dato un corpo elastico di forma qualsiasi, nelle condizioni dette 
nel n. 333 3), consideriamo un primo sistema di forze costituito da 
una sola forza P, =1 agente in un punto a e in una direzione a 


(6) J. C. MaxWELL: On the calculation of the equilibrium ana stiffness of frames, « Phil. 
Magaz. », vol. 27°, 1864, pag. 294. 
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(fig. B67 a), e un secondo sistema costituito da una sola forza P,=1 
agente in un punto d e in una direzione £ (fig. 567 b). Se indichiamo 
con da lo spostamento di a valutato nella direzione a, provocato dalla 
forza unitaria P,, e con da lo spostamento di b valutato nella dire- 
zione f, provocato dalla forza unitaria P., per 
il teorema di Betti si ha P, + da = Pa * dsc; da cui 


(491) dan = Òra + 


Quindi il teorema di Maxwell stabilisce che in un 
corpo elastico qualsiasi (n. 333 3), con vincoli non 
cedevoli anelasticamente, lo spostamento di un 
punto a valutato in una direzione a, provocato da 
una forza unitaria agente in un punto b secondo 
una direzione f, è uguale allo spostamento di b valu- 
tato nella direzione B, provocato da una forza uni- 
taria agente in a secondo la direzione a. 

Questo teorema è fecondo di applicazioni uti- 
lissime, perchè semplifica in modo sostanziale la Fig. 567. 
soluzione di molti problemi. Esso consente spesso 
di sostituire la ricerca di uno spostamento con quella di un altro di 
determinazione più semplice; oppure di utilizzare spostamenti già noti, 
risparmiando nuovi calcoli. Negli esercizi seguenti e nel Cap. XVIII 
vedremo le più significative di tali applicazioni. 

I teoremi di Betti e di Maxwell valgono anche se il corpo possiede 
dell’energia vincolata, purchè questa non vari per l’intervento di 
nuove coazioni durante l’azione delle forze esterne. 


b) Vediamo la dimostrazione diretta del teorema di Maxwell, che non dif- 
ferisce sostanzialmente da quella del teorema di Betti: Facciamo agire nei punti 
ae de secondo le direzioni a e f due forze P, e P,. Usando i coefficienti d'influenza 
Saar Sar rar dn Ol significato già noto (n. 332 d), se pensiamo di applicare prima 
la P., si ha il lavoro 


Applicando poi la P,, questa e la P, già applicata compiono i lavori 


È 


L=35 


Pi: dPr La = Pa daPs- 


Se invertiamo l'ordine di applicazione, cominciando con la P, si ha il lavoro 
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Applicando poi la P,, questa e la P, già applicata compaiono i lavori 
1 
Le= Pa SP,  Ina=P-duPa. 
Perciò nei due casi il lavoro totale è 
1 MIRI: PIRO Toi È 
L = 3 ÒoaPa+ 5 dwPi + SaPaPr; L=  dPî + 5 daaPî + draPyPa 3 


ed essendo il lavoro totale indipendente dall'ordine di applicazione delle forze, 
si deduce che dev'essere 
Taò = da + 


c) Nel caso di una trave orizzontale soggetta a carichi verticali, 
essendo verticali anche gli spostamenti, l’enunciato del teorema di 
Maxwell si semplifica: L’abbassamento di un punto a provocato da un 
carico unitario agente in un punto b è uguale all’ab- 
p i bassamento di b provocato da un carico unitario agente 

NT 7 ina. Quindi si ha na =me (1). 
b La naturalezza di questa verità s’intuisce facilmente, 
LT _ pensando che a sia prossimo a un appoggio e d sia pros- 
simo al centro della trave. Allora il carico agente in d de- 

Fig. 568. forma fortemente la trave (fig. 568 a), e il carico agente 

in a la deforma assai meno (fig. 568 b); tuttavia nel primo 
caso a si abbassa relativamente poco perchè è un punto laterale, e nel secondo 
caso b si abbassa relativamente molto perchè è un punto centrale. Quindi è vero- 
simile che le due circostanze si compensino. 


335. Estensioni del teorema di Maxwell. 


a) Dato un corpo elastico, consideriamo un primo sistema di 
forze costituito da una coppia 3, = 1 agente in un punto a e giacente 
in un piano a, e un secondo sistema costituito da una coppia M, =1 
agente in un punto d e giacente in un piano f. Se indichiamo con Va 
la rotazione in 4a valutata nel piano a, provocata dalla coppia uni- 
taria M,, e con gs, la rotazione in d valutata nel piano f, provocata 
dalla coppia unitaria M., per il teorema di Betti si ha M, a'Pan=M "Praz 
da cui 


(492) Pao = Pra è 


(*) Nel caso di una struttura reticolare o di una trave comune, questi spostamenti (coeffi- 
cienti d’infiuenza) sono dati (nn. 324 f, 328 e) da 


da = L52909, 


“Iueste espressioni confermano il teorema di Maxweii. 
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5) Supponiamo ora che il primo sistema di forze sia costituito 
da una forza P, = 1 agente in un punto a e in una direzione a, e che 
il secondo sistema sia costituito da una coppia M, =1 agente in un 
punto d e giacente in un piano £. Nella fig. 569 a) e Db) si è supposto 
che il corpo sia una trave orizzontale. Il movimento di a che fa com- 
piere lavoro indiretto alla forza unitaria P, è lo spostamento dan di & 
valutato nella direzione a, provocato dalla coppia M, (nel caso della fi- 
gura è l'abbassamento 7a,m); mentre il movimento di è che fa com- 


piere lavoro indiretto alla coppia unitaria M, B=1 
è la rotazione g»,a, di d valutata nel piano f, 
provocata dalla forza P.. Applicando il teorema è a 
di Betti, si ha P.-daon = Mr | Pao; da cui Phep_M=1 Li 
(di 
(493) Sasim = Pian * era 
Se P.=1 kg ed M,=1 kgem, si ha Na.bm d) 


1 kg - dasom = 1 KSCM © Prianè Tip. 900. 
Quindi lo spostamento ò è misurato in cm e la rotazione g in radianti. 
Se invece M, = 1 kgm, lo spostamento ò è misurato in m. 

Ad es., le espressioni (260) e (261) sono in armonia con questo teorema, per- 
chè per M =1eP=1dannof=a (in questo caso particolare i punti a e d sono. 
coincidenti). Altre conferme si sono constatate nel n. 226 g) e nell’esercizio 463. 


Esercizio 466. — Una trave a mensola di sezione costante è soggetta a un ca- 
rico P nell’estremo libero A. Calcolare l'abbassamento di un punto O distante 
a da A. 

Soluzione. a) Si può ottenere dall’equazione della linea elastica (es. 185) per 
a=@. 

b) Si può calcolare mediante il procedimento del n. 214 a) (es. 198). 

c) Si può ottenere sommando la (262) e la (260), dopo aver trasportato P 
in 0 e aggiunta in 0 una coppia sinistrogira M = Pa (n. 219). 

d) Infine, si può trasportare P in C (fig. 303) e calcolare l’abbassamento 
(268) del punto A. Questo, per il teorema di Maxwell, è uguale all’abbassamento;. 
B DA cercato. 


Esercizio 467. -— Un carico P, = 1200 kg agento in 


Je p JÉ un punto r di una trave (fig. 570 a) provoca in tre 


ar db c è) punti a, d, c abbassamenti di 3 mm, 8 mm, 5 mm. 
È Quale sarà l’abbassamento di » provocato dai carichi 
Riep:0105 P, = 1500 kg, P, = 700 kg, P, = 1000 kg agenti in a, 


b, c (fig. 570 b)? 
Soluzione. Un carico di 1 kg agente in r provoca in a, b, c gli abbassament: 
(in cm) 
0,3 0,8 0,5. 
Mae = 1200” "7 i200” "7 i200' 
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i quali, per il teorema di Maxwell, sono anche gli abbassamenti provocati in DI 
da 1 kg agente in a, o în b, o ine. 
Quindi l'abbassamento cercato È) 


_ 1500 - 0,3+ 700 - 0,8 + 1000 - 0,5 
1200 1,26 cm. 


ULI 


Pertanto, una sola esperienza fatta mettendo un carico in r e misurando 
l'abbassamento di molti punti (linea elastica), ci pone in grado di prevedere l’ab. 
bassamento di r per le più svariate condizioni di carico della trave (vedi 
Cap. XVIII). 


M ® M 
Ea) casi 
pi hei A RE ] 


Ì Foa 


db 


Fig. 571. Fig. 572. 


Esercizio 468. — Calcolare la rotazione nel punto r della trave di sezione co- 
stante della fig. 571 a). 


Soluzione. Una coppia M,= 1 agente in r (fig. 571 b) provoca in A e in 
B le seguenti rotazioni destrogire (290) 


__ 3-R_ __3a- 
Par = BIT © Pra» = Er, = rn 


Perciò le coppie applicate in A e in B provocano in r la rotazione 


M.(36° — &)— M,(3a2 — 12) 


Pr = Matra — Mipn = CEI hi 


Esercizio 469. — Nella trave di sezione costante della fig. 572 calcolare l’ab- 
bassamento del punto di mezzo o. 


Soluzione. Un carico P, = 1 agente in o provoca in r la seguente rotazione, 
che si deduce dall’espressione di p dell’esercizio 193: 


PR 4a? 
Prop 1657 © Norm» 


Quindi l’abbassamento cercato è 


Psi 5 a 
© = iepj (408). 


Esercizio 470. — In un punto a di una trave (comunque vincolata) si è dovuto 
applicare il carico P = 850 kg per provocare in un punto d una rotazione di 
1°. Che abbassamento provoca in a una coppia M = 120 kgm agente in 5? 


I TEOREMI SUL LAVORO DI DEFORMAZIONE 629 


Soluzione. Un carico P = 1 kg agente in a provoca in d la rotazione 


dea 
Posa S 1800 + 850° 


Una coppia M = 1 kgem agente in 5 provoca in « un abbassamento misu- 
rato in cm dallo stesso numero; e la coppia data provoca perciò l'abbassamento 


n 


a = 12000 77 asi 


= 0,246 cm. 


Esercizio 471. — Calcolare la rotazione dell'estremo A della trave della 
fig. 308 a), supposta di sezione costante. 

Soluzione. Soppressi i carichi 6 applicata in A una coppia unitaria sinistro- 
gira, se si indicano con I, la, l3 le lunghezze AB, CB, DB, gli abbassamenti dei 
punti A, 0, D sono (260) 


dre ia sala = 
Nasam = 5pj © Paepo Mom = gpj = Yen» Nlasom = pp — Posto 


Quindi la rotazione in A prodotta dai tre carichi risulta 


Pa = P.Pa,an + PaPa,co + PaPa,ap » 


Esercizio 472. — Calcolare l'abbassamento di un punto generico r della trave 
della fig. 333, distante a e d dagli appoggi. 
Soluzione. Un carico P = 1 agente in r provoca sugli appoggi le rotazioni (281) 


b(l° — 8°) B a(l— a?) 
6ESL 6ESL 


a= 


che misurano anche l’abbassamento di 7 provocato da M,= 10 da M= 1. 
Perciò l'abbassamento cercato risulta 
Mb(— 08) + Mya(l*— a?) 
va GET . 


Esercizio 478. — Calcolare la reazione A della trave della fig. 573 a), avente 
i vineoli rigidi. 

a) I° soluzione. La reazione A è determinata 
dalla condizione che il punto A non si abbassi se ; PA "a B 
si sopprime l’appoggio sostituendolo con la reazione SS I e) 
(fig. 573 Db). . vc ctt dB 

Applichiamo in 4 un carico P=1 alla trave i “a 
a mensola scarica e tracciamo la linea elastica n Tag lle b* 
(fig. 573 c), che ci dà gli abbassamenti mos Mia = Nav Ma 
Moa = Nar Na = Nas + Quindi la condizione suddetta è 4 2.8 
espressa dall’equazione gle 


RR ra 


Pilar + Palla + Pallas — Alla = 0 3 Fig. 573. 
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da cui 


A Pittor + Panas + Pallas z 
Naa 


0) 2° soluzione. Alla stessa equazione si giunge applicando il teorema di Bett: 
ai due sistemi delle fig. 573 b) e c): 


— Aaa + Pila + Potro + Palsa = 10. 


Esercizio 474. — Nella trave della fig. 573 a) calcolare il momento d’inca- 
stro M,. 

Soluzione. Se si sostituisce all’incastro il momento M,, la rotazione in B deve 
risultare nulla. 

Applichiamo alla trave a due appoggi scarica il momento M, = 1 e trac- 
ciamo la linea elastica (fig. 573 d), che ci dà la rotazione Bw in Be gli abbassa- 
menti 71,5m> 72,0m> Ng,om- Questi misurano anche le rotazioni sinistrogire 5:19» 
Bo,ap> Bian Provocate in B da un carico P = 1 agente nei punti 1, 2, 3. Quindi la 
condizione suddetta si traduce nell’equazione 


PiBs,1p * Pr8s,2n # PsBs,so + Mfn=0. 


Esercizio 475. — Calcolare la reazione C nella trave della fig. 574. 
Soluzione. Se si sopprime l'appoggio C e si applica alla trave scarica un 
p P carico P = 1 in 0, i punti 0 si abbassano di (es. 193) 
Cc 
CCONFAZERZ o_B? HP 


i Moe = 16° 483 — e 


ber—— L 
Fig. 574. Perciò la reazione 0 è determinata dalla condizione 
ll I? I3 x 22 
sana da cui == 1,375P. 


Esercizio 476. — La fig. 575 a) rappresenta una gru costituita da una trave 
incastrata in C e sostenuta in A e in B da due 
tiranti 2, e 4). Calcolare le componenti verticali A 
© B delle reazioni dei tiranti provocate da un 
carico P applicato in un punto generico D. 

Soluzione. Se la trave trasmette al tirante 7, 
una forza avente ia componente verticale A = 1 
verso il basso, lo sforzo nel tirante, il suo allunga- 
mento e l'abbassamento verticale del suo estre- 
mo A (trascurando l’accorciamento della trave) 
valgono 


12 14, u) 
9= na d,= os Mag da la 
5 sen a” “© EA,sena° © EA. senta? È Fig. 575. 
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e analogamente una forza avente la componente verticale B = 1 trasmessa al 
tirante 4, provoca in B un abbassamento 


PE 
© EA,sen? 8° 
Sostituiti i tiranti con le reazioni incognite verticali A e B (fig. 575 Db), gli 

abbassamenti dei punti A e B della trave soggetta alle forze P, A, B devono es- 
sere uguali agli abbassamenti consentiti dai tiranti; per cui si ottengono le 
equazioni 

Prada — Ala — Bla = Ada 

Piva — Ara — Bn = Bò, - 


Applichiamo alla trave a mensola una forza A= 1, oppure una forza B= 1 
(fig. 575, c, d), e tracciamo le linee elastiche corrispondenti, che ci danno i coef- 
ficienti d’influenza costanti mas es Na = Nar @ Quelli 4a = Maar Nav = Ma di- 
pendenti dalla posizione D di P che può variare. Quindi il sistema di equazioni 
diventa 

{ A(Maa + da) + Bas = Piaa 
Ana + B(mw + ds) = Prtao 5 
da cui 


(oo + Îo)Maa — NarMav (Maa + da)Mar — Nasa 
A=P o « =» B=P i, 
(aa + da) (Mo + d) — Ni (Maa + da)(Mo + do) — Né 


Esercizio 477. — Nella trave ad arco dell’esercizio 446 calcolare lo spostamento 
verticale di A prodotto da una forza orizzontale P (fig. 576 a) e quello prodotto 
da una coppia M (fig. 576 b). 

Soluzione. Per il teorema di Maxwell, lo spostamento ver- PA 
ticale prodotto da P = 1 orizzontale è uguale allo sposta- 


mento orizzontale prodotto da P = 1 verticale; e lo sposta- “ 

mento verticale prodotto da M = 1 è uguale alla rotazione B} 

prodotta da P = 1 verticale. Perciò dai risultati (0), (e) dell’e- G 

sercizio 446 si deduce M 

_ Pà _ MR d 
to gni? "7 ET 8 
Fig. 576. 
Esercizio 478. - Calcolare l’aumento della corda della 


trave ad arco della fig. 561, prodotto dal peso proprio di valore costante g per 
unità di lunghezza. 

Soluzione. Lo spostamento orizzontale di A prodotto da un carico verticale 
agente in un punto generico & è uguale allo spostamento verticale di % prodotto 
dalla forza orizzontale P = 1 agente in A. Quindi, per il risultato dell’eser- 
cizio 448, si ha 


Lf Cad i. E 
e=farda ps e=7° E) 
(i) 
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Esercizio 479. — Calcolare la spinta H nell’arco di sezione costante della 
fig. 577 a), con vincoli rigidi. 

Soluzione. Rendiamo scorrevole il vincolo A e aggiungiamo la spinta H inco- 
gnita (fig. 577 b). Se indichiamo con arr fax» Éas gli sposta- 
menti orizzontali di A provocati da un carico unitario agente 
nei punti 1, 2, 3, e con Éx quello provocato dalla HA = }?, 
la spinta H è determinata dalla condizione di vincolo 


P1fa1 + Pafao + Pafas — Him = 0. 


SE mia: Mea 73, SONO gli spostamenti verticali dei punti 
1, 2, 3 provocati da una forza orizzontale unitaria agente 
in A e rivolta in fuori, per il teorema di Maxwell si ha 


Fig. 577. fa = Mar Éar = Ma Éa= Nza » 


Quindi, ricordando i risultati degli esercizi 447 e 448, si ottiene 


a DI 
2 HE)’ 


P, say sen? a, + P, Pas sen? a, + P3 57 sen? ag = H 


da cui 


B'= i (P, sen? a, + P, sen? a, + P, sen? Gg). 


Per effetto del peso proprio dell’arco si trova A = qr/2. 


336. Il principio della minima energia potenziale totale. 


a) Nel caso dei sistemi conservativi (e sono tali quelli che noi 
consideriamo, perchè riteniamo trascurabili gli attriti e ogni altra causa 
di dissipazione di energia), è noto dalla Meccanica razionale che l'energia 
potenziale totale 7, (somma dell’energia potenziale esterna E, di po- 
sizione delle forze esterne e dell’energia elastica interna E,=L) di- 
pende soltanto dallo stato finale del sistema e da quello iniziale di rife- 
rimento, e non dagli stati intermedi per i quali esso è passato. Ed è 
pure noto che nello stato di equilibrio l'energia totale E, ha un valore 
estremo: e precisamente un valore minimo se l'equilibrio è sta- 
bile, massimo se è instabile. Nel caso presente, avendo supposto che 
le forze esterne non siano influenzate dalla deformazione del sistema 
(n. 330 a), lo stato di equilibrio è unico (n. 332 f), ed è stabile, come 


vedremo nel Cap. XXVI. Quindi lo stato di equilibrio è caratterizzato 
dalla condizione 


(494) E, = E, + E; = minimo. 
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b) Pensiamo di mantenere invariate le forze esterne P, e di dare 
agli spostamenti ò delle variazioni dò: Le P compiono un lavoro esterno 
ZP - dò, che rappresenta la diminuzione di E, (dE, = — Z'Pdòd). Con- 
temporaneamente le variazioni dò provocano delle variazioni dî delle 
deformazioni interne £, e conseguentemente delle variazioni degli sforzi 
interni Z che dipendono dalle {; quindi anche l’energia interna £, = Li 
varia di dE, = dL;. È evidente perciò che gli sforzi interni Z, che 
variano, fanno equilibrio alle forze esterne P, rimaste invariate, sol- 
tanto per un unico stato del corpo; ossia per certi valori degli sposta- 
menti d. Per la (494), tale stato è caratterizzato dall’annullarsi della 
variazione prima di 2: 

dE, = dE, + dE;=0; 
da cui 
(495) — ZPdò + diL,:=0, ossia dsL, = ZPdò, 


intendendo con l’indice é che la variazione è fatta sugli spostamenti è 
e non sulle forze P. 
Essendo rimaste invariate le forze P, si ha 


ZPdò = ds ZPÒ ; 


per cui la condizione (495) di equilibrio del sistema di forze P e di 
sforzi Z si può anche scrivere 


(4951) dsL;=dsZPò; 
oppure, avendosi per la (488) ds Pò = ds(2L.), 
(495%) &(L,—2L) =0 


che equivale alla condizione 
(4950) (L:— 2L.)s = minimo . 


La (495,) è chiamata espressione variazionale del principio della mi- 
nima energia potenziale totale (*). 


(%) Per rendere più evidente la (495:) giova la seguente rappresenta- 
zione grafica (T. Pòscu: Elementare Festigkeitslehre, pag. 176, Berlino, 
Springer, 1936), che vale nel caso in cui la configurazione del sistema 
dipenda da un solo spostamento è (es. 409 8). Nell'ipotesi di P costante, 
al crescere di 8 il lavoro L, varia linearmente (retta L,, fig. 578), men" 
tre L; varia invece secondo la parabola L;. Nello stato di equilibrio, 
corrispondente al punto m (L; = L,), le variazioni d;L; e d5L, non sono 
‘uguali, mentre si ha invece dyL; = dy(2L,), come si riconosce dal fatto 
che la tangente alla parabola L; nel punto m è parallela alla retta pun- Fig. 578. 
teggiata 2L,. Quindi la differenza L; — 2L,, che è rappresentata dalle or- 
dinate comprese fra la retta 2L, e la parabola L; cambiate di segno, ossia dalla parabola pun- 
teggiata, è minima in corrispondenza del punto m. 
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Pertanto, se si esprime il lavoro interno di deformazione Li in 
funzione degli spostamenti d, la (495) è atta a determinare i valori 
dei d corrispondenti allo stato di equilibrio (es. 409 d, 480, 481, 482, 
485); quindi essa determina l’unica configurazione equilibrata fra le 
infinite congruenti o possibili, ma non equilibrate. 

Su questo principio è fondato il procedimento usato nei nn. 215 
e 290. 


e) Com'è noto, la condizione (494), e quindi anche la (495), è equivalente 
al principio dei lavori virtuali; e si può anche dedurre immediatamente da esso, 
Infatti, il sistema P, Z è equilibrato, se per il sistema congruente di spostamenti 
e di deformazioni dò e dé si ha (460) 


ZPdò = ZZdi, 
ossia 


dsEPò = dsl. 


Inoltre è evidente che il procedimento (v. es. 480, 481, 482) che risulta dal- 
l’applicazione della (495) non differisce sostanzialmente dal primo dei due modi 
di applicare il principio dei lavori virtuali (n. 319 d). 

La (495), come anche il principio dei lavori virtuali, non richiede che il corpo 
si deformi secondo la legge di Hooke; e quindi vale qualunque sia la legge di di- 
pendenza delle deformazioni & dagli sforzi Z. 


337. Il primo teorema del minimo lavoro. 


Supponiamo ora di variare la configurazione del sistema in modo 
che varino bensì gli spostamenti dei suoi punti, eccettuati però quelli 
nei quali agiscono le forze esterne P (es. 483). In questo caso non 
varia l’energia di posizione delle P, cioè si ha dsL, = — dsZPò = 0; 
per cui la (495,) diventa 


(496) dsL,=0. 


Questa condizione ci dice che per dati valori degli spostamenti è dei punti 
d'applicazione delle forze esterne P e per valori delle P_ corrispondenti 
ai ò, la configurazione deformata che il sistema assume è quella che rende 
minimo il lavoro interno L;. 

A questo primo teorema del minimo lavoro fa riscontro un secondo 
teorema analogo (teorema di Menabrea, n. 343). Nel n. 346 chiariremo 
la differenza sostanziale che esiste fra essi. Tuttavia è chiaro fin d’ora 
che in questo primo teorema il minimo di Z; va inteso rispetto ai 
valori che L; avrebbe per ogni configurazione congruente, cioè pos- 
sibile, ma non equilibrata; ossia tale che gli sforzi interni Z non fa- 


B 
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rebbero equilibrio alle forze esterne P. In altri termini la (496), esplora 
tutte le configurazioni congruenti o possibili, e fra esse individua l’unica 
che sia anche equilibrata. 

Per l’applicazione pratica, la (496) si traduce nel sistema di equa- 
zioni (lineari e non omogenee) 


dL dL dL 
33% 3530 5330» 


(497) 


che sono tante quante sono le incognite è. 

Questo teorema è atto allo studio di problemi elastici anche assai 
complessi, come vedremo nel Cap. XXVI; e i procedimenti che da esso 
derivano hanno il vantaggio di essere essenzialmente sintetici. 


Esercizio 480. — Determinare il valore della freccia f della trave della fig. 579. 
Soluzione. In questo caso esploriamo fra tutte le linee ela- 


P 
stiche congruenti o possibili, quelle affini fra di loro, cioè dello mula 
stesso tipo corrispondente all’equazione cubica (es. 193) o =" i 

pe] —— 


i 
n= (Pa 490), Fig. 579. 


ma aventi diversi valori di f; e determiniamo quella unica che è anche equili- 
brata. 
Derivando due volte, si ha 


24; 
a" = 


e per la (486) si ottiene L, in funzione di f: 


IT) 
_ EJ PIRO 5762 © Ea 
L= 2fn de = BIT =. 
ò 
Quindi applicando la (495) risulta 
EJ 
(47 n) =Pdj, 
ossia 
EI x PR 
487 jdf= Pdf, da cui Î= &5I° 


Se } ha questo valore, una variazione df provoca una variazione dL;, che è 
uguale al lavoro Pdf che compie P, cioè a d(2L,); se invece f è minore o mag- 
giore di tale valore, la variazione 4L; è minore o maggiore del lavoro Pdf, e 
quindi non si ha equilibrio. 
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Esercizio 481. — Un fascio di n barre della stessa lunghezza, di sezioni A,, 
A4,... e aventi i moduli E,, E, ..., sopporta la forza di trazione P. Determinare 
gli sforzi S,, 8; ... nelle singole barre. 

Soluzione. Se si assume come incognita l’allungamento 7 comune a tutto le 
barre, che è uguale allo spostamento $ dal punto d’applicazione di P, si ha questa 
sola incognita. Se invece si assumessero gli sforzi S, si avrebbero n — 1 incognite 
staticamente indeterminate. Quindi è preferibile il primo dei due modi di usare 
il principio dei lavori virtuali, ossia l’impiego della (495). 

Per la terza delle (95) si ha Z, in funzione di 2: 


22 


L=5 


S.A: 
Quindi la (495) diventa 


È i 
&($25,4,) = Pd, daci = I 


Noto 4, per la (84) si ottiene 


_ BA _ EA: 
nia P.= << Miziso. 


P, 
Esercizio 482. — Studiare la trave iperstatica della fig. 137. 
Soluzione. Se d è l'abbassamento incognito che ha subito il punto 8, i lavori 
di deformazione nei due tratti c e 4 sono (95) 
1, = P4® _ BAD 
o 20,0 SÈ RA 
Non si può applicare la (496) perchè, variando dé, la forza esterna P compie 
lavoro. Perciò applichiamo la (495,), che dà 


EA 
d((5+5)0]- 009; 
da cui 

Ped 
$= Fa: 


Per conseguenza si ottiene (come nell’esercizio 57) 


O) Pd È) Pe 
C0=EA A D=EA Fi 1° 


Esercizio 488. — Determinare l’equazione della linea elastica per la trave 
della fig. 580. 

Soluzione. Avendo presente la soluzione dell’esercizio 
480, esploriamo invece ora quelle possibili linee elastiche 
che differiscono fra di loro per la forma, ma non per il 
valore della freccia f, che si lascia invariato. Diamo cioè alle 
Fig. 580. ordinate n della linea elastica delle variazioni arbitrarie òn 
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(qui adoperiamo d come simbolo di variazione, non come spostamento), con la sola 
limitazione che d7 sia nulla nel punto 0 e naturalmente in A e B. 

In questo caso il lavoro esterno P - df compiuto dalla forza P durante 1a 
variazione di forma è nullo; quindi vale la (496), nella quale per la (486) è 


Perciò la condizione ni di equilibrio risulta 
a (dn dì 
) de DI n T) 
6L, sap dm (© i) de = 209/7A di =0. 
ò 


Integrando per parti, si ha 


u2 ULI 
RP (I) Eng, 
d dat dr? di? da d di da 


In 0 è d(én):de=0 perchè la tangente deve rimanere orizzontale; in A è 
d(òn) : de = 0 se la trave è incastrata, ed è d*7/dx* = 0 se è appoggiata (M = 0). 
Quindi la parentesi quadra si annulla. 

Integrando ancora per parti, si ha 


“10 di, pe de di 

n n n 

f da = - [7 1%] + (Lt da, 
0 


dove la parentesi quadra è ancora nulla per la limitazione posta. 
Quindi la condizione (496) diventa 


1/2 
sella lan=0. 


Essa sussiste qualunque siano i dn; per cui dev'essere 
dn _ 
dai — 
Si è cosi ritrovata l'equazione (235) per q = 0. In modo analogo, applicande 
la (495) e ponendo P = q da, si ritrova la (235) per q qualsiasi. 


338. L’energia vincolata. 


a) Come si è già accennato nel n. 330 d), spesso un corpo si trova 
soggetto a tensioni e a deformazioni indipendenti dalle forze esterne, 
e che esistono perciò anche nel corpo allo stato naturale, cioè non sot- 
toposto a forze esterne. Si hanno allora delle tensioni iniziali 0 auto- 
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tensioni, e si dice che il corpo si trova in uno stato di coazione, ossia 
di mutua costrizione. Insieme con le tensioni iniziali, esistono nel corpo 
delle deformazioni elastiche iniziali, causate dalla mutua costrizione 
delle varie parti. 

Chiameremo stato naturale non deformato quello del corpo non so0g- 
getto a forze esterne ed esente da tensioni e deformazioni iniziali. 


Si possono distinguere gli stati di coazione in due categorie. 

Nella prima le forze esterne mancano totalmente, e quindi le tensioni interne 
sono equilibrate tra di loro. Vediamone alcuni esempi: Se si riscalda un pezzo 
di metallo o di vetro fino a renderlo pastoso, poi si raffreddano le varie parti con 
diverse rapidità, quelle raffreddate più presto si solidificano e non possono seguire 
senza reagire il ritiro che avviene nelle parti che si raffreddano più tardi; per 
cui risulta in generale uno stato di compressione nelle prime e di trazione nelle 
seconde. Se in un anello chiuso si pratica un taglio secondo un piano radiale e 
si sopprime uno straterello di materiale, poi si forzano le due faccie a comba- 
ciare nuovamente e si saldano, nasce uno stato di coazione nell’intero anello. 
Autotensioni nascono anche per i processi di lavorazione dei corpi; per la tempera 
di pezzi d’acciaio; nei getti di calcestruzzo per effetto di un ritiro ineguale; in 
un corpo soggetto precedentemente a forze eccessive, che hanno prodotto defor- 
mazioni permanenti in qualche regione; in una trave reticolare iperstatica, 
quando si mette in tensione un’asta mediante un tenditore. Una variazione ter- 
mica non uniforme in un corpo omogeneo, o anche una variazione uniforme in 
un corpo eterogeneo, creano pure stati di coazione. In questa prima categoria 
il corpo può essere libero, oppure vincolato in modo isostatico (reazioni nulle). 

Nella seconda categoria lo stato di coazione è dovuto alle reazioni di vingoli 
esterni, i quali, essendo in numero sovrabbondante, si oppongono (n. 50) a cambia- 
menti di forma che avvengono nel corpo, oppure hanno posizioni non compatibili 
con la forma del corpo indeformato. Così in una trave iperstatica una variazione 
termica o un difetto di montaggio provocano in generale delle reazioni dei vin- 
coli, e quindi uno stato di coazione. Lo stesso avviene per effetto del cedimento 
permanente (anelastico) di un vincolo, che avvenga inizialmente, o durante 
l’applicazione dei carichi; oppure per effetto dell’inesatta posizione di un vin- 
colo sovrabbondante; poichè la trave per rispettare i vincoli è costretta a de- 
formarsi. In questa seconda categoria, pur esistendo delle forze esterne (lo rea- 
zioni), si ha in comune con la prima il fatto che quando in seguito il corpo si 
deforma per effetto dei carichi, le forze esterne dell’autotensione non compiono 
lavoro: nel primo caso perchè non esistono, nel secondo, perchè i loro punti d’ap- 
plicazione, cioè i vincoli, supposti rigidi, sono fissi. 

Gli stati di coazione possono essere transitori 0 permanenti. Quelli 
dovuti a variazioni termiche o a inesatta posizione dei vincoli scom- 
paiono se si sopprimono le cause. In altri casi si possono far scomparire 
sopprimendo la connessione multipla del corpo mediante uno o più 
tagli, come nel caso citato dell’anello chiuso. Nei casi più complessi 
scompaiono soltanto se si scompone il corpo in un numero grandis- 
simo di particelle, ossia se si liberano queste dalla costrizione reciproca. 


(di 


Infine, quelli dovuti a un raffreddamento ineguale scompaiono se si 
riscalda di nuovo il corpo fino allo stato pastoso, e si raffredda poi 
lentamente e uniformemente. 

Le autotensioni si rivelano difficilmente: nel caso dei corpi traspa- 
renti, omogenei e isotropi, si rendono evidenti col metodo fotoelastico 
(Cap. XXXVIII), utilizzando il fenomeno della doppia rifrazione acciden- 
tale che subisce un raggio di luce polarizzata in un piano, quando attra- 
versa una lastra soggetta a tensioni. Spesso si rendono evidenti per i 
piccoli cambiamenti di forma del corpo quando si praticano i tagli 
suddetti. Talvolta invece si manifestano con rotture improvvise e senz® 
cause apparenti, come avviene nei getti di ghisa. 

Gli stati di coazione, che di solito sono dovuti a cause inevitabili, 
qualche volta sono invece provocati ad arte, per migliorare la distri- 
buzione delle tensioni interne prodotte dai carichi (ad es., nella cer- 
chiatura dei cannoni forzata a caldo). 

Dello studio delle coazioni e dei loro effetti dannosi o benefici ci 
occuperemo nel Cap. XXXI. Ci limiteremo a stabilire qui una proprietà 
caratteristica, che precisa il significato del lavoro di deformazione. 

5) Un corpo che si trovi in uno stato di coazione possiede del- 
l'energia elastica che, come sappiamo (n. 331 a), è sempre positiva. 
Se tale stato fu prodotto da forzamento artificiale, l'energia proviene 
dal lavoro speso; se fu prodotto da una variazione termica, l’energia 
è dovuta a una parte dell'energia termica. Questa energia elastica (energia 
vincolata) è imprigionata nel corpo, e si rende libera soltanto se scom- 
pare lo stato di coazione (n. 338 a). 

Se poi sul corpo si fanno agire dei carichi P, la sua deformazione 
a partire dallo stato iniziale è la stessa che si avrebbe se il corpo non 
fosse già deformato. In questo caso però la sovrapposizione degli effetti 
sussiste non soltanto per le tensioni e per le deformazioni, che si som- 
mano con quelle preesistenti, ma anche per l'energia, perchè él lavoro 
di deformazione Lp compiuto dai carichi si somma con Venergia vinco- 
lata Lo già posseduta dal corpo, senza che si abbia lavoro mutuo o indi- 
retto. Per cui si ha 
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(498) Liotae = Lo + Lp. 


Infatti, nel sistema di autotensioni non esistono forze esterne che 
compiano lavoro indiretto durante l'applicazione dei carichi. O se esi- 
stono (seconda categoria, n. 338 a), non compiono lavoro. 

Pertanto, l'energia elastica totale cel corpo è la somma dell’energia 
vincolata L, e del lavoro di deformazione Lp compiuto dai carichi, e 
i due addendi sono entrambi positivi. Quindi il lavoro di deformazione 
misura l'energia elastica a partire da quella vincolata. Per conseguenza è 


a 
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lecito assumere lo stato naturale del corpo come punto di partenza per 
la misura dell'energia elastica, che risulta così ancora misurata dal lavoro 
di deformazione (che perciò indicheremo ancora con L), se si fa astra- 
zione dall'energia L, imprigionata nel corpo (mentre se si partisse da 
uno stato del corpo già soggetto a carichi, l’incremento dell’energia 
elastica sarebbe invece uguale al lavoro di deformazione compiuto dai 
nuovi carichi, più il lavoro mutuo). 

Quando si sopprimono i carichi, viene restituita soltanto l’energia 
corrispondente al lavoro di deformazione. 


Alla stessa proprietà si giunge applicando il principio dei lavori virtuali: 
Scriviamo la (460) assumendo come sistema di forze e sforzi 4) quello dell’auto- 
tensione e come sistema di spostamenti e deformazioni B) quello dei carichi; ciò 
che è lecito, perchè il primo è equilibrato e il secondo è congruente. Ma il si- 
stema A) non contiene forze esterne (se ne contiene i loro punti d’applicazione 
sono fissi, e quindi anche nel sistema B) non subiscono spostamenti); per cui 
l'equazione (460) diventa 


0= ZZZ. 


Cioè il lavoro mutuo interno delle autotensioni associate alle deformazioni pro- 
dotte dai carichi è nullo, e quindi è nullo anche il lavoro mutuo esterno. 

Parrebbe che si giungesse a un risultato diverso se si pensa di invertire l’or- 
dine. Infatti, facendo prima agire i carichi e poi intervenire la coazione, i 
primi compiono lo stesso lavoro di deformazione L, che diventa energia elastica, 
e la seconda genera la stessa energia elastica Ly; inoltre durante l’intervento della 
coazione i carichi compiono un lavoro indiretto, perchè i loro punti d’applica- 
zione si spostano ulteriormente. Tuttavia, poichè lo stato finale del corpo è lo 
stesso di prima, e quindi la sua energia elastica finale è la stessa, cioè L + Le 
si deve concludere che questo lavoro indiretto dei carichi non serve per acere- 
scere l’energia elastica, bensì serve per facilitare il compito alle cause che pro- 
ducono la coazione (v. es. 486). 

e) Il lavoro mutuo di due stati di coazione è invece generalmente di- 
verso da zero, analogamente a quello di due sistemi di forze, come si vedrà nel 
Cap. XXXI; quindi il lavoro totale dei due stati sovrapposti è generalmente 
diverso dalla somma dei due lavori singoli. 


Esercizio 484. — Nell'arco a due cerniere studiato negli esercizi 429 e 431 
verificare che il lavoro mutuo della coazione prodotta da At e dal carico P è nullo. 
Soluzione. Considerando soltanto l’influenza del momento flettente, si ha nei 
due casi 
4 EJaAdd 


Ma=-7 — 7 sen 0, 


MHp= È ,(1- coso) — Treno: 
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Quindi si ottiene 


"i Di 2/2 
Atp 4 alt ; (1— cos senw 
Lap = 2| EI de=— SF Pr -2r [sen li = °) do = 
Ù) Ò 
8 aAdPr (È i l i ) 0. 


Esercizio 485. — L’estremo inferiore C, della barra metallica DC, sospesa 
verticalmente in D (fig. 581) dista di 7 dal punto di mezzo c 


della trave AB scarica. Si forzano le due parti fino a unire MrA 
i due punti 0 e 01 e si saldano insieme; poi si lascia libero il MA 
sistema. Calcolare la forza C che la barra trasmette alla trave, E_ 0 


Soluzione. Il problema si risolve in modo molto semplice dA IC 
col metodo delle deformazioni. Tuttavia vogliamo impiegare 
la (496). Fig. 581. 
Indichiamo con 4, l'allungamento che ha subito la barra, 
e quindi con A— 4; l'innalzamento del punto C della trave; ed esprimiamo Ly 
in funzione di 4, (es. 480): 


EJ 
Ly= 53 3+ 247 A-4). 


Mancando le forze esterne, vale certamente la (496), che diventa 


BA; asi a 4)=0; 


da cui si ricava 4,, e quindi la reazione mutua C. 

L'equazione ottenuta individua evidentemente la configurazione equilibrata 
fra le infinite congruenti (corrispondenti ai diversi valori di 4,), poichè il primo 
termine è la forza che tende la barra e il secondo è la forza che solleva la trave. 


Esercizio 486. - Calcolare le energie in giuoco nella barra della fig. 137, nel 
caso in cui il vincolo superiore O si abbassi di y.. 

Soluzione. a) Se avviene prima l'abbassamento y, il vincolo C deve com- 
primere la barra con una forza crescente da zero a EAy;/l, e compiere così un 
lavoro 
_ BAY 


L= 


che rappresenta l’energia elastica della coazione. 
Quando poi si applica il carico P, questo compie un lavoro di deformazione 


(Pa/tfe , (Pe/*d _ P?ed 


L= "54 * 3EA — 254 


mentre le reazioni non compiono lavoro perchè i vincoli hanno già ceduto. 
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Quindi l’energia elastica finale è L+L. 

b) Se invece si applica prima il carico, esso compie lo stesso lavoro L, e ge- 
nera una reazione 0 = Pd/l rivolta verso l’alto. 

Quando poi il vincolo O si abbassa, la reazione O diminuisce di EAy./1 e di- 
venta Pd/l— EAy,/t. Durante l’abbassamento essa assorbe un lavoro (lavoro 
ottenuto, anzichè speso) che, per la legge di Hooke, è uguale alla semisomma 
dei valori iniziale e finale di 0 moltiplicata per lo spostamento y,; ossia, tenendo 
conto del segno del lavoro, 


Pa BAY? 
L Cmeaia * Ve TV na . 


Intanto il punto B si abbassa di y,d/I, e il carico P compie il lavoro indi. 
retto 


Lp, = Pre: 


L'energia elastica finale è uguale alla somma dei tre lavori, = ha lo stesso va- 
lore di prima. Il lavoro indiretto del carico ha dunque consentito alla reazione C' 
di ricavare lavoro, mentre prima essa doveva spenderne per produrre l’abbas- 
samento. 


339. Il teorema di Castigliano. 


a) Consideriamo un corpo elastico soggetto a un sistema di forze 
P,, Pa. Py... Pay e indichiamo con è, lo spostamento del punto & 
d’applicazione della forza generica P,, valutato nella direzione e nel senso 
della forza stessa. Scritta l’espressione L(P) del lavoro di deformazione L 
in funzione delle forze P, deriviamola parzialmente rispetto alla P,: 
cioè supponiamo che la forza P; subisca un incremento dP,, mentre 
le altre rimangono invariate; valutiamo il corrispondente incremento dL 
che subisce LZ, e facciamo il quoziente dL/d>P, dei due incrementi 
dL e dP,. L'incremento dL è uguale al lavoro che compie la dP,, più 
il lavoro indiretto che compiono le P già applicate per effetto della 
deformazione prodotta dalla dP,. Ma la dP, provoca uno spostamento in- 
finitesimo d..dP, del suo punto d’applicazione, e quindi compie un lavoro 
(1/2)d..dP? che è infinitesimo di ordine superiore e che si può trascu- 
rare. Resta dunque il lavoro indiretto delle P(°), che per il teorema di 
Betti è uguale al lavoro che compirebbe la dP, se fosse applicata in 
precedenza, per effetto della deformazione prodotta dalle P; ossia è 
uguale a dP, - d,, dove d, è lo spostamento cercato. Pertanto, si ottiene 


dL =dPx- dx; 


(*) Meno immediata è la valutazione del lavoro indiretto delle forze P già applicate, per 
effetto dell’aggiunta della dPy: Gli spostamenti dei punti d’applicazione di P,, P:... P, pro- 
vocati da dP, valgono 3;xdPx, SsdPy ... SnxAPx; quindi tale lavoro indiretto è ancora 


Py SxdPy + Pa*3gyAPy + Py SnxAPz = dPx(P,8x1 + PaBxgî+ » PnSin) = IPp'Bx- 


lit 
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e per conseguenza 


dL 
(499) di di + 


La (499) esprime il teorema di Castigliano (!°) o delle derivate del 
lavoro: La derivata parziale del lavoro di deformazione, espresso in fun- 
zione delle forze esterne, fatta rispetto a una di tali forze, è uguale allo 
spostamento del suo punto d'applicazione, valutato nella direzione e nel 
senso della forza stessa. 

b) Nel caso in cui agiscano soltanto forze concentrate, si giunge allo stesso 


risultato derivando parzialmente la (489), che è appunto l’espressione di L(P). 
I termini che contengono P, sono 
1 
3 [P,Prdòw + PaPòat +» 
sen Pa(Pi0x1 + Paòxa + 0 Prada + «0 Paben) + +. PaPrbna] 3 
ossia, per il teorema di Maxwell, 


1 
PyPr0x1 + PiPoòio + «5 Pio +» PaPnòkn + 


Derivando rispetto a P, si ottiene 


DA 
dP, 


Piz 4 i Boia Badia 


Ad es., nel caso di due soli carichi si ha (n. 334 b) 


1 


1 
L= Pidaa+ 5 Piòw + PoPsda 3 


e derivando rispetto a P, risulta 


dL 
: i Pabea + Podos = da è 
a 


c) Se invece si deriva l’espressione (488) di L in funzione delle forze e degli 
spostamenti (11), la forza P; figura esplicitamente nel termine P,d;/2 e implicita- 
mente in tutti gli spostamenti d, che sono funzioni delle forze; per cui si ha 

dL 1 dò, 


dò, da) 
3P, 7 2 (+ Psp, + Pap t »Pasp;) 


(!*) A. CasTIGLIANO: Nuova teoria intorno all’equilibrio dei sistemi elastici, « R. Acc. d. 
Scienze », Torino, 1875. Questo lavoro era stato preceduto da una breve « dissertazione » pre- 
sentata nel 1873 alla Scuola d’applicazione per gli ingegneri di Torino. In seguito il teorema 
fu applicato metodicamente ai sistemi reticolari e non reticolari dallo stesso Castigliano in 
Théorie de l’équilibre des systèmes élastigues et ses applications, Torino, Negro, 1879. 

(1) Si ottiene così una conferma del teorema; ma non si può procedere in questo modo 
perchè i è sono appunto incogniti. 
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Ma 33/23P, significa lo spostamento 6 prodotto da P, = 1, ossia 


dP, = dn = dn dP, da ha e 
quindi si ottiene 


dL _1 1 
sa (8-4 Pi0m + Pad + « Padin) = (004 da) = - 


d) Vediamo alcuni esempi semplici, che confermano il teorema di Castà- 
gliano: 
Nel caso di una barra prismatica tesa da una forza P si ha 


P*I . 3L_ PI 


L= 554’ da cui sp=ra=48=4- 


Se si deriva l’espressione di L trovata nell'esercizio 455 


ene si trov De FRE 
7 9623” È 


L 
Se si deriva parzialmente l’espressione di L dell’esercizio 461 rispetto a P 
o rispetto a M (501), si trovano le espressioni di m/3 0 di ga . 
e) Analogamente, si dimostra che se si deriva parzialmente il lavoro di 
deformazione, espresso in funzione degli sforzi interni Z, rispetto a Z,, si ottiene 
la deformazione ix corrispondente: 


(499,) 3Z,7 Ce 


Ad es., in una struttura reticolare si ha 


8% i dL Sta 
>HA ' da cui A8p. 


SE 38,7 EA, — 


840. Osservazioni. 


a) Per la validità del teorema di Castigliano è necessario che gli 
spostamenti del corpo siano funzioni omogenee delle forze esterne, 
come si riconosce dalle dimostrazioni. Perciò il corpo deve seguire la 
legge di Hooke, e le forze esterne devono essere indipendenti dalla 
deformazione (n. 330 a); ciò che esclude dall’impiego del teorema i casì 
analoghi a quelli studiati nel Cap. XIII, B) e C) e a quello dell’esercizio 53. 
Inoltre, il teorema dà gli spostamenti dei punti d’applicazione delle 
forze esterne provocati dalle forze stesse e per effetto della deforma- 
zione elastica del corpo. Per cui è anche necessario che gli spostamenti 
non siano influenzati da cause estranee alla deformazione (cedimenti 
di vincoli), e che questa sia dovuta soltanto alle forze esterne, senza 
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che intervengano altre cause di deformazione e di produzione di energia 
elastica (variazioni termiche e coazioni di qualunque specie). 

Pertanto, quando i vincoli sono rigidi, e inoltre la temperatura ri- 
mane costante e non si hanno coazioni, il teorema è senz’altro ap- 
plicabile. Negli altri casi, pur essendo possibile usarlo con opportune 
cautele, come ora vedremo, è preferibile tuttavia ricorrere al principio 
dei lavori virtuali, che non è soggetto a restrizioni. 


Quando i vincoli sono cedevoli, si devono distinguere diversi casi. 

Se i cedimenti sono elastici, basta includere nel sistema elastico anche i vin- 
coli, e applicare il teorema di Castigliano tenendo conto del lavoro di defor- 
mazione dell’intero sistema. Ad es., per la trave dell’esercizio 286, sostenuta 
da tre molle, si includono anche queste nel sistema, che viene così esteso fino 
al terreno considerato rigido, e si tiene conto del lavoro di deformazione della 
trave e delle molle. 

Se i cedimenti sono anelastici e il sistema è isostatico, si può applicare il teo- 
rema di Castigliano per calcolare gli spostamenti dovuti alla sola deformazione 
elastica del sistema, cioè quelli che si avrebbero supponendo rigidi i vincoli. 
Nel far ciò si tiene conto naturalmente soltanto del lavoro di deformazione rela- 
tivo a tale ipotesi e che si trasforma in energia elastica interna (cioè si tiene conto 
del lavoro interno, n. 340 d), e non di quella parte del lavoro delle forze esterne 
che è assorbita dal lavoro delle reazioni dei vincoli cedevoli. Poi si calcolano, 
mediante semplici considerazioni cinematiche, gli ulteriori spostamenti dovuti 
ai cedimenti. 

Se i cedimenti sono anelastici e il sistema è iperstatico, nel qual caso i cedi- 
menti generano uno stato di coazione (n. 338 a), come pure nel caso in cui 
oltre alle forze esterne esista già o intervenga uno stato di coazione dovuto a 
qualsiasi altra causa, si può ancora applicare il teorema di Castigliano per cal- 
colare gli spostamenti dovuti soltanto alle forze esterne; purchè lo stato di coazione 
(e nel caso particolare i cedimenti) abbia un’entità ben determinata e indipen- 
dente dai valori delle forze. Infatti, per la sovrapposizione degli eftetti, gli spo- 
stamenti prodotti dalle forze sono gli stessi che si avrebbero nel corpo non sog- 
getto alla coazione; mentre anche il lavoro di deformazione è lo stesso (12), ed 
è quindi la stessa anche la sua derivata rispetto a P,. Restano poi da calco- 
lare, con altri mezzi, gli ulteriori spostamenti dovuti alla coazione. 

Infine, il teorema di Castigliano si può applicare anche per calcolare gli spo- 
stamenti prodotti da un sistema di forze esterne che si faccia agire su di un 
corpo già soggetto ad altre forze esterne (ad es. il peso proprio); purchè natu- 
ralmente si tenga conto del solo lavoro diretto di deformazione delle nuove 
forze (18). 


(1) In questo caso, se si derivasse il lavoro totale L + L, delle forze e della coazione, an- 
zichè il solo lavoro L delle forze, si otterrebbe lo stesso risultato, perchè la derivata di L, ri- 
Bpetto a P, è nulla, essendo L, indipendente dalle forze esterne, per l’ipotesi fatta. 

(!) Se si tenesse conto anche del lavoro indiretto (compreso o no il lavoro delle forze pre- 
esistenti), si troverebbe lo spostamento totale prodotto da entrambi i sistemi di forze. 
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3) L'espressione del lavoro di deformazione L(P) in funzione delle 
forze esterne P non si calcola come lavoro esterno mediante la (488), o 
la (489), poichè se fossero già noti gli spostamenti d., oppure i coeffi- 
cienti d’influenza d,,, non occorrerebbe far uso del teorema di Casti- 
gliano. Esso si calcola invece come lavoro interno, mediante la (485) 
o la (487), e talvolta mediante la (484). Quindi per le travi reticolari 
e per le travi comuni si ha 


s° - eds 
(a) L= 554° L=/35r: 


s 


(trascurando nel secondo caso il lavoro di T e di N). 
Esprimendo poi gli sforzi $ o il momento flettente M in funzione 
delle forze esterne P, si ottiene appunto I(P). 
e) Praticamente, nella maggior parte dei casi non conviene cal- 
colare l’espressione del lavoro L(P) per poi derivarla rispetto a Py 
ma è preferibile derivare le espressioni (a); per cui si ottiene 


sa dis 
(500) è, = %S3P, BA! 
fg 3M_ ds 
- (500,) o= MP, EI 


In tal modo, se l’espressione di M è binomia o trinomia si evita 
di innalzarla al quadrato e di eseguire l'integrazione di numerosi ter- 
mini, che poi si ridurrebbero a pochi nella successiva derivazione 
(v. es. 492, 493). 
d) I quozienti d8/dP, 0 IMP: significano lo sforzo $, 0 il mo- 
mento flettente M, prodotti da P, = 1; per cui le (500), (500,) si pos- 
sono anche scrivere 


di 
d,= 88.74: s5= [10367 
s 


In questa forma esse coincidono con le espressioni (470,), (481,) di da 
ottenute mediante il principio dei lavori virtuali. 
In altri termini, ad es. la (470,) 


d, = 288,0 + ZS,asdt — ZCwy è 


si riduce alla (500) quando sono nulli i cedimenti y e le variazioni ter- 
miche 4t (o le altre cause di deformazione indipendenti dai carichi, 
come lo sono i difetti di montaggio). Ciò che costituisce un'ulteriore 
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conferma del teorema di Castigliano, nonchè delle osservazioni fatte 
pel n. 340 a). 

Perciò, partendo dal teorema di Castigliano o dal principio dei 
lavori virtuali si giunge allo stesso procedimento pratico. Tuttavia il 
secondo è valido in qualsiasi caso, come mostra la (470,); e quindi si 
deve ricorrere a questo quando non sono verificate le condizioni richieste 
(n. 340 a) per la validità del primo, o si vuol trovare lo spostamento è, 
dovuto alle forze esterne e ad altre cause. 


341. Le applicazioni del teorema di Castigliano. 


a) Calcolo di spostamenti e di rotazioni. Il teorema di Castigliano 
serve anzitutto per il calcolo degli spostamenti risultanti dalla defor- 
mazione elastica, che sono l’unica manifestazione visibile della fatica 
del materiale che costituisce il corpo. L'espressione L(P) del lavoro 
di deformazione in funzione delle forze esterne si ottiene calcolando 
il lavoro interno mediante le (a) del n. 340 b); tuttavia, come si è già 
osservato, è preferibile impiegare le (500) o le (500,). 

Se si vuole lo spostamento di un punto % nel quale nonj agisce una 
forza esterna, si aggiunge una forza fittizia P, applicata in % e avente 
la direzione dello spostamento cercato; quindi si calcola Z tenendo 
conto anche della P,, poi nella derivata dL/dèP, si pone P.=0 (4). 

Il teorema di Castigliano serve anche per il calcolo della rotazione px 
in un punto nel quale agisce una coppia M,: essa risulta espressa da 


dL 
(501) 5, © Pe» 
e si ottiene la rotazione valutata nel piano e nel senso della coppia. Se 
nel punto non agisce una coppia, si aggiunge una coppia fittizia M, 
agente nel piano della rotazione cercata; poi nella derivata si pone M.=0. 
Quando in due punti %, e %, del corpo agiscono due forze uguali P,; 
dirette secondo la congiungente %,k,, di sensi opposti e tali da fare 
allontanare i due punti, se si considera l’incremento dL dovuto all’in- 
cremento dP, dato a entrambe le forze, ripetendo la dimostrazione 
del n. 339 @) si riconosce che la (499) dà lo spostamento relativo dei 
due punti, valutato secondo la loro congiungente; cioè dà la varia- 
zione della loro distanza. 
Infine, se i due punti %, e £, appartengono a due corpi C, e 0, distinti 


(*) Però così facendo si complica l’espressione di S o di M; per cui è preferibile, almeno 
in questo caso, impiegare il principio dei lavori virtuali, ossia le (470) o le (481:). Tanto più 
che le (500) e (500:) non contemplano la semplificazione di cui si è detto nei nn. 324 c) e 328 d), 
relativa al calcolo di Sz o di My. 
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e indipendenti, si ottiene ancora lo spostamento relativo dei due punti, 
purchè L sia la somma dei lavori di deformazione L, ed L, nei due 
corpi. Infatti, si ha 


dL dL _dL dL 
= CINE SA = des dP. va 5P, # SP, ai Òx, Sha dk = dk retatico + 


5) Calcolo di reazioni sovrabbondanti. Il teorema di Castigliano 
serve inoltre per il calcolo di reazioni staticamente indeterminate. Il 
concetto che si segue è quello solito: Sostituiti i vincoli sovrabbon- 
danti con le reazioni incognite X, gli spostamenti dei punti svincolati, 
prodotti dai carichi e dalle X, devono essere tali da rispettare i vincoli 
soppressi. Il teorema di Castigliano interviene a questo punto, soltanto 
come mezzo ausiliario per esprimere tali spostamenti: Si calcola il 
lavoro L(P, X) nel sistema principale in funzione dei carichi P e delle 
reazioni X considerate come forze esterne indipendenti dai carichi; 
quindi, derivando parzialmente rispetto alle X, si ottengono gli sposta- 
menti dei punti che erano vincolati, valutati nelle direzioni e nei sensi 
delle X. Perciò tali derivate si devono uguagliare agli eventuali cedi- 
menti (1) noti y, dei vincoli cambiati di segno, perchè i cedimenti si 
considerano positivi quando avvengono in senso opposto alle reazioni X 
(oppure si uguagliano a zero se i vincoli sono rigidi): 


dL(P, X dL(P, X 
(502) BIFI) llyg, E lorgini 


e si ottengono così tente equazioni lineari e non omogenee quante 
sono le incognite X. 

Nel caso di un’asta sovrabbondante (fig. 41, 535), si può soppri- 
mere l’asta e applicare la X nei due punti 2, e x, che essa collegava. 
La derivata parziale di L(P, X) rispetto a X dà (n. 341 a) lo sposta- 
mento relativo dei due punti 2, e x», che si uguaglia alla variazione 
di lunghezza X1/FA dell’asta, cambiata di segno. Si può invece ta- 
gliare l’asta in corrispondenza di uno dei suoi estremi e applicare la X 
al corpo e all'estremo dell’asta che si è liberato. Quindi si calcola 
L(P, X) tenendo conto anche del lavoro di deformazione nell’asta. In 
questo caso lo spostamento relativo dei due punti d’applicazione delle 
X è nullo, e quindi dL/dX si uguaglia a zero. 

Quest'ultimo procedimento vale anche nel caso dei sistemi chiusi 
(n. 55): praticato un taglio secondo una sezione S, e applicate alle 
duo facce le sollecitazioni No, Mo, To che si rendono libere (fig. 42 e), 
le derivate parziali di L rispetto a No, Mo, 7 danno i movimenti re- 
lativi delle due facce, che si uguagliano a zero. 


() Naturalmente questi cedimenti, che riguardano punti che ora non sono più vincolati, 
non infirmano la validità del teorema di Castigliano. 


_ 
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Esercizio 487. — Calcolare lo spostamento verticale del punto % nel sistema 
dell’esercizio 411. 


Soluzione. Essendo S, = V3P ed S, = — 2P, il lavoro vale 
1 = (V3PNI, ( 2P)920/V3 _ 27+ 8/3, PI 
2EA 2E - 3A 18 EA° 


Quindi si ottiene 


s. = dI _ 27+8V3, PI 
cai i 9 EA° 


Esercizio 488. — Le cinque aste del sistema della fig. 582 sono dello stesso 
materiale e hanno uguale sezione, Calcolare l'abbassamento A 
del punto &%. 

Soluzione. Gli sforzi nelle aste risultano S, = Sh =$ = 
= 9 = P/V3, Ss= — P/V3; per cui si ha 


Ta s(P/V31 _ 5, PI 
+e Ra. © "@ HA 
Quindi si ottiene 
=D 5.2 
| * 3P 3 EA° Fig. 582. 


Esercizio 489. — Calcolare lo spostamento verticale del punto % del paranco 
della fig. 536 a). 


Soluzione. Ricordando i valori degli sforzi trovati nell’esercizio 405, si ha 


(0,878P)227/V/3 


(0,211P) , (— 1,122P)?22/V3 _ P 
2E4 


DEA + — 3E- 24 08872: 


+ 


| L 


Quindi si ottiene, come nell’esercizio 414, 


DA PI 
== 1673. 


d 
Esercizio 490. — Calcolare l'abbassamento dell’estremo libero A di una trave 
a mensola di sezione costante, soggetta a un carico P in tale estremo. 


Soluzione. In una sezione distante x da 4 si ha M = — Pa; per cui il lavoro 
di deformazione risulta 


1 
1 PR 
L= spgf-rata- GI 
0 


| Quindi si ottiene 
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Esercizio 491. — Nella trave prismatica della fig. 583 calcolare la rotazione 
del punto %. 
Soluzione. In un punto generico del tratto Ak si ha M, = — Me/l; per cui 


il lavoro risulta 
1 Hi Mo? M21 
® 
£ 257/( o) de 34RI * 
ò 


Quindi, si ottiene, in armonia con la (2891), 


= L _ MI 
9735 1255 


i 
A STB det} Ì 
1 ni 


Fig. 583. Fig. 584. 


Esercizio 492. — Calcolare l’abbassamento e la rotazione dell’estremo libero A 
della mensola di sezione costante della fig. 584. 

Soluzione. In una sezione generica S si ha M, = — Pa — M; per cui il lavoro 
risulta 


l I 
n 5” Vi (— Pa — M)idx 353 1 (P2a? + 2P Ma + M?)dx 
do 0 
_ DIE PMR, MM 
< 65J 2EJ 254° 
Quindi si ottiene 
èL _ PR, MR èL _ PE, MI 
2P — 355 205’ TM 255 EJ 


Ìa 


Applicando invece la (500,), si ha direttamente 


1 l 
da SE ca 7/( a e e 
do 


èP EI FI, 355 25J” 


1 1 
Sa fi PE MI 
Pa (x: BI w/: Pe M\-1eo= apt pi 
(1) 


Esercizio 498. — Calcolare l'abbassamento del punto di mezzo k di una trave 
prismatica appoggiata agli estremi, soggetta a un carico q uniformemente 
ripartito. 

Soluzione. Aggiunto un carico fittizio P, nel punto % (n. 341 a), in una sezione 


pe” 
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generica della prima metà della trave, distante x dall’appoggio di sinistra, si ha 


welby ® 
U=|7+3]*- 7 
Se si calcolasse il lavoro di deformazione, l’integrale conterrebbe un poli- 
| nomio di termini, dovuto a M?. Perciò è più conveniente impiegare la (500,): 
172 
1 figlio, Pa qe\ x Bigli Pip 
2 }- 4 pet 38 
ò: ti 2 3) 3 38453 * 48LI ‘ 
0 


Si ottiene così un risultato più generale di quello richiesto, perchè è, risulta 
in funzione di g e di P,, ed è valido per qualunque valore di P,. i 
solo se P, manca, si pone P, = 0. Ma se si vuole ottenere soltanto x- -} 
d, prodotto dal carico g, si può porre P, = 0 nell’espressione di M | 
prima ancora di eseguire l’integrazione, col risparmio di un termine. 
ti 


Esercizio 494. -— Calcolare l'abbassamento del punto % della 
trave della fig. 585, supponendo che la trave sia tozza, ossia che 
la deformazione non faccia spostare sensibilmenve la retta d’azione si 


della forza. 
Soluzione. Il lavoro di deformazione è k 


P? (Pr)?l PI, Pril PI 


L= sat 25I' 0 


da cui d,= DEI + EI Fig. 585. 
Esercizio 495. - Calcolare lo spostamento relativo dei punti %, © X, (fig. 586) 
essendo le quattro aste del telaio di uguale sezione. 
Soluzione. Nelle sezioni S delle aste a (a destra di %,) e in tutte le sezioni delle 
aste 5 si ha rispettivamente 


dI _ » Pa dM _a 


sx Pt, pos gi api se 


Quindi si ottiene 
al2 


s-gjfPe 3 sas+ g7/ 


b 
"Pa a 
32 


Fig. 587. 


Esercizio 496. — Calcolare lo spostamento relativo dei punti 4, e %, (fig. 587) 
provocato dalle due forze P inclinate di 45° con le due travi e valutato nella 
direzione delle P. 
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Soluzione. In una sezione generica dell’una o dell’altra trave, distante x dai 
punti %, si ha in valore assoluto M = Px/V2. Per cui, trascurando Ly ed Lr, 


il lavoro è dato da 


L 
1 (Pa PO Ps 
DELIA E Pi Je Al d2+ 3g A vo) dr = EI, DI" 


Quindi lo spostamento relativo cercato risulta 


èL _ PE PR 


è = 37 6ESI,' 68,3," 


Resta incognito lo spostamento relativo in direzione normale alle forze P, 
il quale è nullo solo se 2/27, = 8/23, . 


Esercizio 497. — Calcolare lo spostamento relativo dei due estremi ky © %y 
dell’anello di sezione costante della fig. 588. 
Soluzione. In una sezione generica S si ha 


dM 


M= Pr(1— cos), 3p = 7(1- 008 0) + 


Quindi lo spostamento relativo cercato risulta 


2a 
d:= gp; Pra- cos 0) + r(1— coso) - rd = 3270, 
0 


Esercizio 498. — Calcolare lo spostamento verticale na e quello orizzontale 
E, dell’estremo libero A dell’arco di sezione costante della fig. 589. 

Soluzione. Per il calcolo delle due componenti dello spostamento conviene 
decomporre P nelle sue componenti P, = P cos a è P,= Psena. 

In una sezione generica S si ha 


M P,rseno— P,r(1— cos w); Sr rsenm, he =—1(1— c08®). 
CO Ù 


fee 
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Quindi si ottiene 


DA 1 


al 
1 DM 
te= 7y/ Miprdo=F; 7908 a ; 5 sen a), 
ò 


n/2 
1 dM Pr (1 3a —- 8 
&= 3/Mprdo aria cosa + 
ò 


4 


sen a . 


Lo spostamento totale d, fa con la verticale un angolo f definito da 


_ fa _ 2+ (3a— 8)tga 
teli na+2tga 

La direzione di dé, coincide con quella di P se f = a, ciò che si verifica per 

tga = 0,659, ossia per a = 33° 23’. 


Esercizio 499. —- Una barra di sezione costante è incurvata come indica la 
fig. 590 ed è sostenuta nel punto D (in 0 le due branche sono soltanto affiancate). 
Calcolare l'abbassamento degli estremi A e B. 


Fig. 590. Fig. 591. 


| 
| 
Soluzione. In una sezione S del tratto 40 e in una del tratto CSD si ha ri- 


spettivamente 
dM 
M=_- Pax, 3p= 2: 
M=-P(a+rseno), i = (a+rseno). 


Quindi si ottiene 


a n 
da= 33 / Pa ade 33 / Pa rsen w)r do = 
0 o 


Pa Pr 
= 35) + ang 90 + $ar tm). 


Esercizio 500. — La barra ad arco circolare della fig. 591, di sezione circo- 
lare, è soggetta a una forza P normale al piano della figura. Calcolare lo sposta- 
mento del punto A. 
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Soluzione. Lo spostamento è normale al piano della figura. Teniamo conto 
della deformazione prodotta dalla flessione e dalla torsione e trascuriamo quella 
dovuta al taglio. 

In una sezione S si ha 


dM dM, 
M=Prseno, M,=Pr(1— coso); 5 =78®, 5p = 701 008 ©). 
Quindi si ottiene 
n/2 1/2 


55= gg fPreno *rsen@ + rd + gg, | Pr1— coso) + r(1— c08 ©) | rdo = 
ò o) 


n pere as8, pe 
4 EJ 4 GI, 


PAL ha Hi Soy 
Tag (0.785 + 0,463). | = 2,6) 


Esercizio 501. — Studiare il sistema della fig. 533 facendo uso del teorema 
di Castigliano. 

Soluzione. Soppressa la catena e applicata in A la reazione X, gli sforzi nelle 
aste della centina sono dati da 


S=S+ SX; 
e il lavoro di deformazione nella sola centina risulta 
n Ss 1 vita 
L=5547 3 Fot S'IY°0- 


La derivata 3L/9.X dà lo spostamento di X nello stesso senso della X, che 
dev'essere perciò uguale e contrario all’allungamento della catena. Quindi l’equa- 
zione determinatrice della X è 


dL 
dE 


E(S+ S'X)S'0 = 


e coincide con quella trovata nell'esercizio 402 mediante il principio dei lavori 


virtuali. 
Se invece si taglia la catena in prossimità di A e si tiene conto anche del 


lavoro X®,/2E,4, relativo alla catena, l'equazione è dL/IX = 0. 


Fsereizio 502. — Calcolare la reazione nell’estremo A della trave della fig. 345 


sostenuto dal tirante. 
Soluzione. Sostituito il tirante con la reazione X rivolta verso l'alto, in una 


sezione generica della trave si ha 


Re qa dI _ 
Mato dk 


La derivata dL/dX dà lo spostamento di A nello stesso senso della X, cioò 
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verso l’alto, che dev’essere perciò uguale e contrario all’allungamento del tirante: 


1 
1 pr I, . 
xi/(** 3) e&=- fr: 


da cui si ricava lo stesso risultato trovato nell’esercizio 239. 


Esercizio 503. — Calcolare gli sforzi nelle aste del sistema della fig. 146 a), 
provocati da una variazione termica At in una delle diagonali, in assenza di forze 
esterne. 

Soluzione. Sostituita la diagonale con le due forze X rivolte in fuori che essa 
trasmette al sistema rimanente, il lavoro di deformazione in quest’ultimo è 


828 4 EIV2Ps 1 Kîsv3 24/2 E° 
2EA 2EA ' 2EA — 2° EA 


L=Z 


La derivata 3L/9.X dà lo spostamento relative dei due punti ai quali faceva 
capo la diagonale soppressa, valutato nel senso delle X; e deve perciò essere 
uguale all’allungamento della diagonale stessa: 


dL 3 Xe XsV/2 
53 (24 VD gi a sv24i FA: 
da cui 
_ Edali 
24 V3° 


Esercizio 504. — Gli estremi 4 e B della squadra ACB (fig. 592) sono cel- 
legati con un tirante AB, munito di tenditore t avente la vite 
di passo p. Calcolare il regime statico provocato da un quarto 
di giro del tenditore. 

Soluzione. Se X è lo sforzo di trazione che nasce nel pa 
tirante, il suo accorciamento complessivo è p/2 — XW/2/E;A1 + d 
In una sezione S dei bracci della squadra, distante « Fig. 592 
da 4 o da B, si ha M = Xe/V/2. I due bracci si deformano 
prevalentemente per effetto di M, per cui si può calcolare l'avvicinamento 
dei punti A e B trascurando l’influenza di T e di N. 

Uguagliando questo avvicinamento all’accorciamento del tirante, si ha 


*h; 3 p_XW2, 
EI) V2 Wta 2 EA.” 
da cui 
p/2 
X= =. 
B W2 
357 * EA 
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Esercizio 505. — Studiare il regime statico del sistema della fig. 593, tenendo 
eonto dei cedimenti degli appoggi che fanno aumentare di y la luce AB. 

Soluzione. Indicando con H la componente orizzon- 
tale delle reazioni, in una sezione S si ha 


dM 


P 
M= 570080 Hasena, sg =-_s0a- 


Quindi, se si trascura N, l'equazione determinatrice di H risulta 
1 


2 P 

E ento ene Y; 
da cui 

SE _BEIy_ 

H= 7 484 3Esonta* 


Esercizio 506. — Studiare il regime statico del telaio quadrato della fig. 594 a), 
avente le aste di uguale sezione. 

Soluzione. Le due metà AOB e ADB del telaio si 
trasmettono in A e in B soltanto una coppia mutua 
incognita M,= M (è facile prevederne il senso), che 
è determinata dalla condizione che la sezione A non 
ruoti rispetto alla sezione B, o rispetto alla sezione 0. 

In una sezione generica dell'asta AO distante x 
da A (fig. 594 b) si ha 


Pax dM 
Mm=- Ma, 3-1 
va dMa 
Quindi l’equazione risolvente è b) 
fs sE 
Pa PI 
Pi M)(- de =0, da cui M,= —-- Fig. 594. 
SEA (1) aci M= 5 e 


Comunemente, in un sistema chiuso si considera positivo il momento flet- 
tente quando comprime le fibre esterne; per cui in A e in B il momento 
M,= M, è negativo. In Cein D ha invece il valore positivo (es. 427) 


PI PI 
M=-<5- 
2V2 4V2 


Il momento flettente si annulla nel punto di mezzo delle aste. 


M,= Ma = 


Esercizio 507. — Calcolare l'aumento della diagonale AB del telaio dell’eser- 
cizio 506. 
Soluzione. Avendo presente il valore trovato per Mg risulta 


Pa PI P =, dM 1 


273 4/2 4V2 ; dP 4V2 


(2o— 1). 


| pe” 
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Quindi si ottiene 
1 
PR 


24EI 


A4A4B 1) dx 


È f le (29 pot (2x 
vati 4V/2 4V2 
Esercizio 508. — Studiare il regime statico di un anello circolare di sezione 
costante, teso da due forze uguali e contrarie agenti secondo un diametro 
(fig. 595 2). P 
Soluzione. Isolato il quadrante CA e applicati in C' la A Î 
forza P/2 e il momento incognito M, (fig. 595 b), in una ; A 
ezione generica si ha 


ber=E wi, CLS 


3 Sr 


La sezione 0 non ruota rispetto alla sezione A; quindi 
l'equazione determinatrice di M, è 


n]2 
= 5I M, all cos @)| Irdo = 0; 
A 
0 
da cui 
M,="? Pr = 0,182Pr = My. Pig. 595. 


La risultante di P/2 e di M, dista 2r/m dal centro (quindi passa per il bari- 
centro (17) dell’asse del mezzo anello A0B, come vedremo direttamente nel 
Cap. XVII). Perciò il diagramma M per il mezzo anello è la semicirconferenza 
riferita a tale risultante 4,3; (fig. 595 a). Dove M è positivo la curvatura di- 
minuisce e dove è negativo aumenta. 

Nei punti A e B risulta 


n-2 È 1 
Ma= My % Pr DI = Pr 0,318Pr. 
Esercizio 509. — Calcolare l'aumento del diametro AB dell’anello dell’eser- 
cizio 508. 
Soluzione. Nella sezione S risulta 
a-2 E 70080 — 2 dM n cos % — 2 
M = Pr 5 r(1— cos @) = Pr = , 5p =” da . 
Quindi si ottiene 
a 
2 
eo 4 | pa/tcos0— 2 n—- 8 Pr datad 
448 = 5} | Pr(T227 ) rd =" <= 047 


Per il diametro CD si trova (es. 523) la diminuzione 


4-a_ Pr Prs 


4CD = Fi 0,137 Fi: 


O. BELLUZZI - Scienza delle costruzioni - I 4 
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342. Il teorema inverso dì Castigliano. 


a) Considerato un corpo elastico soggetto a un sistema di forze 
P,; Pa. Pa. Pay SIANO di, ds... di... dn gli spostamenti dei loro punti 
d’applicazione valutati nelle vere direzioni (generalmente diverse da 
quelle delle forze), e Pi, Pi... Pi... Pi, le componenti delle forze nelle 
direzioni degli spostamenti. Se conosciamo l’espressione L(d) del lavoro 
di deformazione in funzione degli spostamenti è (n. 332 d), deriviamola 
parzialmente rispetto a ò.: cioè supponiamo che lo spostamento è, 
subisca un incremento dò,, mentre gli altri rimangono invariati; valu- 
tiamo il corrispondente incremento dL che subisce L, e facciamo il 
quoziente dL/d), dei due incrementi dL e dò,. L'incremento dL è il 
lavoro che compie la forza P, per effetto del nuovo spostamento dd; 
per cui risulta dL = Pi + dò., e quindi 

dL Ù 
(503) i, Pi 
Si ha così il teorema: La derivata parziale del lavoro di deformazione, 
espresso în funzione degli spostamenti dei punti nei quali agiscono delle 
forze esterne, fatta rispetto a uno di tali spostamenti, è uguale alla forza 
corrispondente, valutata nella direzione dello sposiamento (19). 

b) Se invece indichiamo con é gli spostamenti valutati nelle direzioni 
delle forze, e consideriamo il lavoro di deformazione L(d) espresso in 
funzione dei ò, a un incremento dò. corrisponde un incremento dL 
uguale a P, + dò.. Quindi in questo caso si ottiene 


dI 


(503,1) FR Py: 


c) Gli stessi risultati si deducono anche dal principio dei lavori virtuali, 
‘ossia dalla (495), che si può scrivere nei due modi seguenti 


ZPdò = ZZd% = d;L;, IP'dò = ZZdt = dgL + 
Se si annullano gli incrementi dé o dò, salvo dò, o dò,, si ha rispettivamente 
Pilo, = dsLi,  Pido,=dL; 

e quindi risultano la (503,) e la (503). 

(3°) Questo teorema si presta meno di quello diretto per le applicazioni pratiche, sopra tutto 
per la difficoltà di esprimere L in funzione degli spostamenti. 

Per una possibile applicazione al calcolo diretto delle reazioni in un sistema più volte iper- 
statico, vedere C. L. Rico1: Generalizzazione del secondo teorema di Castigliano, « Atti della XIX 


riunione della S. I. P. S. », Bolzano-Trento, 1930; oppure i nn. 44 e 45 5) del volume dello stesso 
più volte citato (n. 189). 


sti 
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d) Mentre il teorema diretto di Castigliano vale soltanto se gli spostamenti 
sono funzioni lineari omogenee delle forze, il teorema inverso vale anche se ciò 
non si verifica, come appare chiaramente dalla dimostrazione (v. anche es. 510). 


Esercizio 510. — Nel caso dell’esercizio 53, verificare che il teorema diretto 
di Castigliano non è valido, mentre è valido il ieorema inverso. 

Soluzione. L’abbassamento é del punto C, che è espresso da 
FJ 
EA” 


s=1| 


non è proporzionale alla forza Pi 
Lo sforzo di trazione nelle aste vale 


Quindi il lavoro di deformazione, calcolato come lavoro interno, risulta 


L di. 


3 
N _Pl\/P __Pè _EA 
spa | 7a 4° 4R 


Esso non è funzione quadratica di P, nè funzione quadratica di ò, nè è la metà 
del prodotto Pò, ma è soltanto un quarto. 
Per il primo di questi motivi, la derivata 3L(P)?P non è uguale a d, come 
si verifica facilmente. 
Tuttavia, il teorema inverso è valido ugualmente, poichò si ha 
dL(ò) EA 


ti Abne i 


343. Il teorema Ji Menabrea o secondo teorema del minimo lavoro. 


a) Consideriamo un corpo elastico vincolato in modo iperstatico, 
con vincoli rigidi e compatibili con la forma che ha il corpo allo stato natu- 
rale non deformato (cioè tali da non indurre già una coazione nel corpo sca- 
rico, n. 338 a), soggetto a un sistema di forze esterne P date, ed esente 
da altre cause produttrici di tensioni e di deformazioni. Sopprimiamo i vin- 
coli sovrabbondanti, e aggiungiamo alla struttura principale che ne 
risulta le reazioni X al posto di tali vincoli; per cui le X vengono a far 
parte delle forze applicate alla struttura principale. 

Le X sono, in realtà, funzioni delle P, essendo definite dalla condi- 
zione che la deformazione prodotta dalle P e dalle X rispetti i vincoli 
soppressi. Tuttavia, se si fa astrazione da questa condizione, le forze Xx 
possono avere valori qualsiansi, senza che ciò pregiudichi l’equilibric 
della struttura principale (n. 48 >). Quindi, in questo senso, si può 
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esprimere il lavoro di deformazione L(P, X) di questa struttura in fun- 
zione delle forze P e delle forze X, riguardando le X come indipendenti 
dalle P e aventi valori che si possono pensare variabili, mentre invece 
le P hanno valori dati e costanti. 

Per il teorema di Castigliano, le derivate parziali di L(P, X) rispetto 
alle forze X danno gli spostamenti dei loro punti d’applicazione valu- 
tati nelle direzioni delle Y; spostamenti che devono essere nulli per 
la supposta rigidezza dei vincoli. Per cui si ottiene 


dL(P, X) 
II 


2LP, X) _0 
ati PI 


(504) =0, 
Sono dunque verificate le condizioni occorrenti affinchè I, consi- 
derato funzione delle X pensate variabili, assuma un valore estremo 
(massimo o minimo). D'altra parte sappiamo che ciascuna deri- 
vata seconda d°L/d.X* = dd./d.X rappresenta (n. 339 ce) il coefficiente 
d'influenza d.., che è essenzialmente positivo; per cui il valore 
assunto da L è un minimo. Quindi si conclude che: In un sistema 
iperstatico a vincoli rigidi, soggetto soltanto a forze esterne aventi valori 
dati, le reazioni sovrabbondanti assumono valori tali da rendere minimo il 
lavoro di deformazione (teorema di Menabrea (1?) o del minimo la- 
VOro). 
Le (504) equivalgono alla condizione sintetica 


(505) abi. 


») Per comprendere il significato del teorema di Menabrea, è 
necessario attribuire una giusta interpretazione a tale minimo; per 
cui occorre precisare rispetto a che cosa il lavoro di deformazione è 
minimo quando sono verificate le condizioni suddette. 

Consideriamo il caso generale in cui i vincoli non sono rigidi, e 
indichiamo con é, gli spostamenti dei vincoli sovrabbondanti (rispetto 
alle loro posizioni compatibili col corpo indeformato), valutati nelle 
direzioni e nei sensi delle reazioni X. Poichè la struttura principale 
soggetta alle forze P e alle X sostituite ai vincoli si deforma come si 
deformava la struttura data, i punti d’applicazione delle X subiscono 
gli stessi spostamenti é, come quando erano vincolati, espressi da 
dL(P, X)/dX. 

Pensiamo ora di attribuire alle reazioni X delle variazioni infinite- 


(*) L. F. MENABREA: Nouveau principe sur la distribution des tensions dans les systèmes élas- 
tiques, « Comptes rendus », T. XLVI, Parigi, 1858, pag. 1056. Egli aveva già annunciato il suo 
principio di elasticità alla R. Ace. delle Scienze di Torino nel 1857. Infine pubblicò la memoria: 
Principe d’élasticité ou principe du moindre travail, « R. Acc. d. Scienze », Torino, 1871. 


pr 


sime dX, senza variare le P (*). Corrispondentemente il lavoro di de- 
formazione subisce una variazione prima 
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dL 
dL = DES LI = Z6.dX. 


se gli spostamenti è, erano nulli, la variazione prima di L è nulla; 
quindi le variazioni 4X lasciano L stazionario, e precisamente minimo 
(come si è già riconosciuto e come sarà ancora confermato). Se invece 
i é, avevano valori finiti, la variazione prima di L non è nulla, e quindi 
IL non è minimo (!*). Pertanto risulta che se î vincoli sono rigidi e hanno 
posizioni compatibili col corpo indeformato, per dati valori delle P il 
lavoro L è sempre minore dei valori che avrebbe qualora i vincoli si 
spostassero, 0 avessero posizioni diverse da quelle suddette, qualunque 
sia il senso degli spostamenti o dei cedimenti (v. es. 511). 
L'incremento dL dovuto agli incrementi dX si può anche calcolare come 
somma del lavoro indiretto che compiono le P e le X già applicate durante l’ap- 
plicazione delle dX, e del lavoro diretto delle 4dX. Il primo lavoro è uguale 
(Betti) al lavoro indiretto che compirebbero le dX se fossero applicate in pre- 
cedenza, quando si applicano le P ele X; lavoro che è nullo se i vincoli erano 
fissi, perchè le P e le X lasciano appunto fermi i punti d’applicazione delle dX; 
ed è invece diverso da zero se i vincoli non erano fissi. Il secondo lavoro è infi- 
nitesimo di secondo ordine ed è essenzialmente positivo; ciò che conferma che, 
se i vincoli sono fissi, il lavoro è un minimo (perchè la variazione seconda di L 
è positiva). 
ce) Il teorema di Menabrea si deduce anche, in modo più rapido 
e con significato più generale, dalla proprietà espressa dalla (498): 
Il lavoro totale dovuto a un sistema di forze esterne P e a uno stato 
di coazione è la somma del lavoro di deformazione che le P_compireb- 
bero agendo sul corpo indeformato e del lavoro Ly relativo alla coazione; 
ed entrambi gli addendi sono essenzialmente positivi. Perciò il lavoro 
totale ha il minimo valore possibile (compatibilmente coi valori delle P) 
se manca la coazione. Che si tratti poi di un minimo con comportamento 
stazionario nel suo intorno, è assicurato dall’essere Ly infinitesimo del 
secondo ordine se la coazione è di grandezza infinitesima. 
Ma in una struttura iperstatica ogni causa di coazione (cedimenti 
di vincoli, variazioni termiche, difetti di montaggio, ecc.) modifica in 


(®*) Se i vincoli fossero rigidi, queste variazioni dX sarebbero inconcepibili, perchè incom- 
patibili con la condizione che determina le reazioni X sovrabbondanti. Nel nostro caso, invece, 
avendo ammesso che i vincoli possano subire degli spostamenti è, e supponendo inoltre che 
questi possano variare, anche le variazioni 4X sono fisicamente possibili, perchè conducono a 
una nuova configurazione del sistema ancora equilibrata, ma compatibile soltanto con dei vin- 
coli aventi la capacità di spostarsi. 

(?*) In questo caso è minimo invece L; — 2L,, come vedremo nel n. 345. 
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generale le reazioni X sovrabbondanti (n. 50), e quindi modifica il 
lavoro totale L(P, X) espresso in funzione delle P e delle X. Per cui 
si conclude che: Nel caso in cui manchi ogni causa di tensioni indipen- 
denti dai carichi, le reazioni X sovrabbondanti acquistano quei valori che 
rendono minimo il lavoro, rispetto ai valori che esso ha per effetto degli 
stessi carichi e di altre cause qualsiansi (ossia per altri valori delle 4). 


d) Infine, giova osservare che il teorema di Menabrea si può applic 
anche in presenza di un qualsiasi stato di coazione (dovuto a cedimenti di vin- 
coli, a variazione termiche, ecc.), instauratosi prima dell’applicazione delle forze P, 
oppure verificantesi contemporaneamente a essa, purchè tale stato non dipenda in 
nessun modo dai valori delle P, e purchè si richiedano soltanto le reazioni Xp rela- 
tive alle P, e non le X, dovute alla coazione (29). Scritta l’espressione L(P, X), le 
(504) determinano appunto le incognite Xp, in virtù del fatto che, per la sovrap- 
posizione degli effetti (n. 338 d), L(P, Xp) è indipendente dalla coazione. 

Le reazioni X, si devono invece determinare con altri procedimenti già noti 
(v. es. 58, 61, 62, 97, 98, 240, 246, 406, 407, 431, 433, 485). 

Si può applicare il teorema in presenza di carichi preesistenti, ad es. il 
peso proprio, per trovare le reazioni X dovute a un secondo sistema di carichi, 
purchè nell’espressione di Z(P, X) si tenga conto soltanto dei nuovi carichi. 

e) Fin dall’inizio il teorema di Menabrea fu oggetto di molte discussioni 
riguardanti il suo significato fisico, originate dalla imprecisione dell’enunciato 
primitivo e dalle interpretazioni errate che se ne diedero. 

Qualcuno eredette di potergli attribuire il significato di un principio econo- 
mico della natura, che raggiungerebbe le sue finalità col minimo mezzo; prin- 
cipio che, pur essendo verosimile in aleuni campi, ad es. in quello biologico, 
nel nostro caso è discutibile, e non ha, comunque, alcuna attinenza con l’impiego 
utilitario del teorema, che a noi unicamente interessa. 

Altri ritennero di poterlo identificare col principio della minima energia totale 
(n. 336), dal quale invece differisce sostanzialmente, come vedremo nel n. 346. 

Inoltre, la principale obiezione che gli si muoveva era la seguente: in una 
struttura di vincoli rigidi, soggetta a forze esterne date, il lavoro L di deforma- 
zione ha un valore unico; per cui non ha senso parlare di minimo del lavoro, 
non avendo L la possibilità di assumere una serie di valori diversi. 

Finalmente fu posto in chiaro (21) che tale minimo è il valore assunto da Z nel- 
l’unica configurazione equilibrata e possibile del sistema, rispetto ai valori che 
avrebbe per ogni altra configurazione equilibrata ma non congruente, cioè impos- 
sibile. E ne risultò che il teorema di Menabrea individua l’unica configurazione 
possibile ed equilibrata fra le infinite equilibrate ma impossibili (n. 346). Tuttavia 
si privò il teorema di ogni senso fisico, poichè Z fu considerato come una fun- 


(*) Poichè i cedimenti e le coazioni costituiscono la regola, se il teorema di Menabrea non 
valesse ugualmente (nel senso che si è detto), non sì potrebbe applicare quasi in nessun caso. 

(3) L. DONATI: Sul lavoro di deformazione dei sistemi elastici, « Mem. R. Ace. Sc. Ist. Bo- 
logna », 1888, pag. 345; IMlustrazione al teorema di Menabrea, idem, 1889, pag. 267; Ulteriori 
osservazioni intorno al teorema di Menabrea, idem, 1894, pag. 449. G. COLONNETTI: L'equilibrio 
elastico dal punto di vista energetico, « R. Acc. Sc. Torino ?, 1912, pag. 479. 


ani 
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zione puramente analitica delle forze P e X; funzione che assume il significato 
di lavoro effettivo di deformazione soltanto in corrispondenza dell’unica confi- 
gurazione suddetta, nel qual caso la funzione diventa minima. Cioè non si vol. 
iero considerare come lavoro i valori di tale funzione, quando si pensa di attri- 
buire alle X dei valori variabili, corrispondenti a configurazioni non compati- 
bili coi vincoli rigidi e con la compagine della struttura. 

È possibile invece un temperamento di questa interpretazione troppo restrit- 
tiva, col vantaggio di conservare al teorema il suo significato fisico semplice e 
spontaneo, se sì confronta, come si è detto in b) e in c) il valore che il lavoro di 
deformazione acquista nel caso particolare in cui i vincoli abbiano e conservino 
posizioni compatibili col corpo indeformato, e manchi qualunque causa di ten- 
sioni indipendenti dalle forze esterne, coi valori che esso ha quando i vincoli si 
spostano o quando esistono di tali cause (22). 


344. Le applicazioni del teorema di Menabrea. 


a) Le applicazioni del teorema di Menabrea non differiscono dalla 
seconda applicazione del teorema di Castigliano, indicata nel n. 341 bd). 
Infatti, le (504) costituiscono, come le (502), un sistema di tante equa- 
zioni lineari non omogenee quante sono le reazioni X staticamente 
indeterminate; con la sola differenza che per la loro applicazione è 
necessario che i vincoli siano rigidi, mentre le (502) valgono anche 
in presenza di cedimenti y,. 

Nel caso di strutture reticolari o di travi comuni con vincoli sovrab- 
bondanti esterni, le (504), applicate alle espressioni (a) del n. 340 b), 
diventano 


Z8 


PINI 8 r__dM ds 
sr FA fax 5 = 
5 


Queste equazioni coincidono con le 


E8S'6=0, farw:T;=0. 
i 


che si ottengono dal principio dei lavori virtuali nel caso in cui siano 
nulli i cedimenti y e le variazioni termiche /# (ciò che costituisce un’ul- 
teriore conferma del teorema di Menabrea). 

Se un vincolo è elastico, basta includerlo nella struttura, che si 


(&) Un’interpretazione ancora più semplice si ha considerando il lavoro di deformazione 
del sistema principale (indipendentemente dal sistema dato), soggetto alle forze P o alle X: 
se le X hanno quei particolari valori per i quali il sistema si deforma in modo da mantenere 
fermi i punti cho erano vincolati, il lavoro è minimo rispetto ai valori Che esso ha quando 
le X hanno vaio: comunque diversi da quelli (e per i quali L è pure lavoro di deformazione). 
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estende così fino a raggiungere dei punti fissi nello spazio, e computare 
il lavoro complessivo. 
b) Il teorema vale anche nel caso di vincoli sovrabbondanti interni: 
Se il vincolo interno è costituito da un’asta sovrabbondante, si può 
sopprimere questa, sostituendola con lo sforzo incognito X, applicato 
nei due punti ai quali l’asta faceva capo. Se IL, è il lavoro nella strut- 
tura senza l’asta, la derivata dZ,/dX dà (n. 341 a) la variazione della 
distanza dei due punti, che dev'essere uguale e di segno contrario alla 
variazione della lunghezza dell’asta. Per cui si ha 


dI, XI ù D) X?1 
dx — Ea: ossa 3a (2: + ra) = 0: 


Quindi, essendo L, + X*/2FA il lavoro di deformazione L nell’intera 
struttura, risulta ancora dL/0X = 0 (v. es. 514). 

Se invece due parti di una struttura sono collegate fra di loro in 
un punto, si sopprime il collegamento sostituendolo con la reazione 
mutua indeterminata X, la derivata dL/>.X dà lo spostamento rela- 
tivo dei due punti che si sono resi indipendenti, che dev'essere nullo; 
per cui si ha ancora dL/dX = 0 (v. es. 515, 516). 

Infine, nel caso dei sistemi chiusi (n. 55, fig. 42), praticato un taglio 
in una sezione S, e applicate alle due facce le componenti incognite 
No, To, Mo dell’azione interna che così si rendono libere, le derivate 
parziali èL/èN,, dLNPT,, è L/d MU, danno gli spostamenti relativi Eo) Nor Po 
delle due facce, che devono essere nulli. Quindi le incognite No, To, Mo 
hanno valori tali da rendere minimo il lavoro L (v. es. 521, 522, 524, 
526, 527). 

e) Il teorema di Menabrea si presta anche per lo studio di problemi elastici 
complessi, come ad es., quello della distribuzione delle tensioni in certi tipi di 
lastre; e dà origine a procedimenti di calcolo sia pure approssimati, ma di gran 
lunga più semplici dello studio diretto (n. 347). 


Esercizio 511. — Nel caso di una trave prismatica appoggiata nell’estremo 4 
e incastrata nell’estremo B, caricata uniformemente, verificare che per una varia- 
zione piccolissima della reazione A, provocata da uno spostamento piccolis- 
simo dò, dell'appoggio A, la variazione prima del lavoro di deformazione è nulla, 
se dò, avviene a partire dalla posizione di A compatibile con la trave indefor- 
mata; e la variazione seconda è positiva, qualunque sia il senso dello sposta- 
mento. 

Soluzione. a) Se A è la reazione prima dello spostamento e dA è la sua va. 
riazione dovuta allo spostamento dò, (positiva se l’appoggio si alza, negativa 
se si abbassa), si ha 


sa 
M= (44 dia. 


er 
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Quindi, tenendo conto soltanto del momento flettente, si ottiene 
1 ‘ 21 
Pa <P. a 
L= spy/[4+dbe z| dr = 


(Ù 


TA) dir 
d a44 I. 


1 [(A°3_ Aq qP\, ES 
523 (( 3 a 50) * \ 3 

Il primo termine è il lavoro prima dello spostamento déò,; il secondo termine 
è la sua variazione prima; il terzo è la variazione seconda. 

La variazione prima si annulla se A = 3g7/8, cioè se l'appoggio prima dello 
spostamento dò,, era di livello. Se invece A + 39/8, cioè se l'appoggio aveva già 
subito precedentemente un cedimento finito d,, la variazione prima di LZ non 
è nulla (2), e quindi L non è minimo, in armonia con quanto si è detto nel 
n. 343 b). 

La variazione seconda è positiva qualunque sia il segno di dA; per cui, s0 
A = 39/8, L è veramente minimo. 

) Ripetiamo la ricerca per un valore particolare di dA o AA. Se l’ap- 
poggio era di livello, la reazione A valeva 3g7/8, ossia 3009//800; e si aveva 
L= q?15/640 EJ. Supponiamo 4A = F gl/800, cioò 4A = F (1/300)A; per cui 
A+ 4A = 29991/800, oppure A + 4A = 30191/800. Nei due casi si ottiene 


l 
1 ((299 ge 6001. 9° 
LZ 0) 800 — F) I = sas0000 EI” 
0 
l 
_ 1 [301 ge, _ 6001 q8° 
Ia = sy) (0-7) = 0060 I: 
0 


In entrambi i casi risulta 4L = + (1/6000)L. 


Esercizio 512. — Risolvere l’esercizio 57 mediante il teorema di Menabrea. 

Soluzione. Se X è la reazione del vincolo superiore rivolta verso l’alto, il tratto 
e è teso dalla forza X e il tratto d è compresso dalla forza P — X. Il lavoro di 
deformazione risulta perciò 


_ X%e  (P_ X)d 
= ap4a* 354 ’ 
e la X è determinata dalla condizione 

dL Xe (P_X)d_ 


i d 
sa =rsa7 I 0: da cui X=P7- 


L 


(3) Se 4< 31/8, cioè se l'appoggio aveva subìto in precedenza un abbassamento finito 8a, 
la variazione prima di L è di segno contrario a dA; cioè positiva se dA è negativo (ossia se dd, 
è un ulteriore abbassamento), e negativa nel caso contrario. 

L’opposto avviene se A > 397/8, cioè se l'appoggio aveva subìto in precedenza uu innal- 
zamento finito 3,. 

Quindi, com’è naturale, una variazione dè, di senso tale da far diminuire il valore asso- 
luto dello spostamento è, preesistente fa diminuire il lavoro L totale (dovuto al carico 0 a 3g) 
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Èsercizio 513. — Determinare gli sforzi nelle tre aste uguaii del sistema della 
fig. 596. 

Soluzione. Se X è la forza che tende l’asta verticale, nel punto comune alle 
altre due aste agisce la differenza P — , che (dato il particolare valore dell’an - 
golo) comprime ciascuna delle due aste con P — X. Perciò il lavoro di defor- 
mazione risulta 


XI, g PX) 
— 254 2E4 
e la X è determinata dall’equazione 


de XI (P_ X_ 


è 2, 
sx = 5a ? va =0: da cui X=3P. 


Esercizio 514. — Risolvere l'esercizio 402 mediante il teorema di Menabren. 


Soluzione. Se X è lo sforzo nella catena, gli sforzi nelle aste della centina sono 
dati da 


S=S+ 8, 


Fig. 596. Fig. 597. 


e il lavoro di deformazione nell’intera struttura (compresa la catena) risulta 


_ ps 86, I 
L= Z554t3E4, 


Perciò la X è determinata dalla condizione 


dI SII 
da Mr 7A 


che è la stessa che si è ottenuta precedentemente (es. 402, 501). 


Esercizio 515. — Determinare la reazione dell’appoggio centrale O della trav» 
della fig. 597. 

Soluzione. Se X è la reazione dell'appoggio C, in una sezione generica del 
‘ratto 40, distante x da A, si ha 


d- X qre dM 1 
Do Zoe i Zan dI D) 


pr 
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Il lavoro di deformazione nell’intero sisteuni è 


ro. ai 
Da a X°h 


35I * 2EA;' 


ò 


per cui la X è determinata dalla condizione 


Esercizio 516. — Nel punto d’incrocio o delle due travi prismatiche della 
fig. 342 agisce un carico P. Determinare la reazione mutua X fra le due travi. 
Soluzione. La trave superiore AB è soggetta alla forza P — X e l’inferiore CD 

è soggetta alla forza X. Quindi il lavoro totale di deformazione risulta (es. 455) 
para, SE. 

96ES 968,51 


La X è determinata dalla condizione 


èL __(P_XE, XE 
IX 77 4855 * 4853, 


0, 


che coincide con quella che esprime l’uguaglianza delle frecce delle due travi. 


Esercizio 517. — Idem, nel caso in cui la trave superiore AB sia caricata in 
modo qualsiasi, ma simmetrico. 

Soluzione. Se Mo è il momento ilettente prodotto dai carichi nella trave AB 
non sostenuta nel punto di mezzo, si ha 


X dM % 
M=M- 7%» 3Y 2° 


Il lavoro totale di deformazione è 
di Md. Xx 
si na CA 
L=?21 557 + 65, 
0 


Quindi la X è determinata dalla condizione 


«2 
àn ef #\ so _ 
st =! H-3)®%+ 867.70 
0 


| 
| 
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ossia 


da cui 


u2 
48EJ, | Mxdo 


0 
T= HIFI: 


Esercizio 518. — Studiare la trave armata della fig. 551 a) mediante il teo- 
rema di Menabrea. 

Soluzione. Se X è lo sforzo nel puntone C0°, in una sezione generica del 
tratto AC della trave si ha 


q_- X qu dM x 


de Diet FR 2° 


Trascurando Ly ed Lr nella trave, il lavoro di deformazione nell'intero 
sistema è (es. 428) 


“2 
"M2 da: x fl XI, 
L=3] Ger +? (zena) IDA, 20,4,’ 


per cui la X è determinata dalla condizione 


“2 
è _ 22M, 3h I 
x = EI) I3x +! EA, 
0 


0. 


Esercizio 519. — Studiare il portale doppio simmetrico della fig. 598 a). 
Soluzione. Per la simmetria della struttura e del carico, le reazioni in B sono 
uguali a quelle in A, mentre in 0 si ha soltanto una 
reazione verticale. Quindi il sistema è due volte statica. 
mente indeterminato, pur avendo tre vincoli sovrabbon- 
danti. 

Liberato l’estremo A e aggiunte lo due componenti 
incognite della reazione (fig. 598 b), in una sezione del pie- 
dritto AD e in una della trave orizzontale DY si ha 


dM dM 
M=-Hy%, 9 da, *: 
- qui dM dM 
Vig. 598. M=Va-Hh hs 


ST, dre” © SH 


lA 


I TEOREMI SUL LAVORO DI DEFORMAZIONE 669 


Quindi le due incognite sono determinate dal sistema di equazioni 


l 
dL _ 1 qu?) 
dL _ /(Pe Hh-L)sde -0, 
0 


Lo Li Hx5) ( mas+ ty f(ra Th-E)- ma =0; 
li) 0 


ossia, ponendo E,J,/EJh = G/G,=0, 


SVI — 12H,h = 8gl? 
307,1— 2(30 + 1) Ah = 0g. 
B 
Risolvendo, si ottiene XE C 
2 8° 
me tlg, saponi lr 
23044! 430+4) D 
Mi 
Esercizio 520. — Studiare il sistema della fig. 599 a). Fig. 599. 


Soluzione. Liberato l’estremo A e aggiunte le tre com- 
ponenti incognite della reazione (fig. 599 b), in una sezione del piedritto e in 
una della trave orizzontale si ha 


ca a _ 9g dM dM dM al 

M-M+H2-5, nel = °°! 
qhe dM dM _ dM 

M=M+Hh+V® Li 37, = Lan 5H, h. 


3 dM, 


Quindi le tre incognite sono determinate dal sistema di equazioni 


h 1 
dL 1 1 
5-37 (2104 Ho) 1 de + +35/(11+4h+ va) de =0, 
0 0 
dL 1} n 
QL_ 1 _T\ sar = 
57. = 3/(M+ A+ 7a o)oda=0, 
do 


h 1 

dI L f ques pb fi ghe ne; 

sn 57,J(* Ho D ) de /(M+ a+ 7a-G)hde=0. 
0 0 


Se si pone E,J,l/EJh = 6, si ottiene 


1 I qh® 


n | Val 50+4 gh 
0+1012 G+1° SI 


0+1 8° 


M, Ha 


Esercizio 521. — Studiare il telaio simmetrico della fig. 600 a), costituito da 
una traversa inferiore, da due montanti e da una traversa superiore (dell’ordi- 
tura di controvento) di un ponte metallico chiuso. 
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Soluzione. Per la simmetria delia struttura e del carico, nella sezione me- 
diana E della traversa CD si hanno due sole reazioni mutue M, e A incognite 
ll (fig. 600 »), pur essendo il sistema tre volte iperstatico (n. 55). Inoltre, si può 
considerare soltanto una metà della struttura. 

Trascurando Ly ed Lr, il lavoro di deformazione nel tratto AF è dato da 


a UL 
E l 
L= sn, [f (3I, — Hh + Pa)tdo: +f (3, — Hh + Pad]; 
0 a 
nel tratto CA e nel tratto ZO è dato da 
Mu 
L= ini, 
| R 
| fonda 


1) 


Fig. 600. Fig. 601. 


Quindi il lavoro totale è L = Z1+ Z,+ IL, e le due incognite sono deter- 
minate dal sistema di equazioni 


Esercizio 522. — Studiare l’anello di sezione costante della fig. 601 a). 
Soluzione. Isolato il quadrante CA e applicate in C le forze P,/2, P»/2, 0 ii 
momento incognito M, (fig. 601 b), in una sezione generica si ba 


Ei 
2 


dM i 
DM 


Pr 
rsenm, 


M=%U, 3 


r(1 — cos @)+ 
L’incognita M, è determinata dall’equazione 


2/2 

dL 1 Pi ia at ori 

RA ui) i. 3 r(1— cos @) + 5 reon'al lrdo=0 
ò 
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da cui si ricava (*) 


a—- 2 1 Pi 
M.= ra LIFT Py = Mi. 
Nei punti A e B si ha 
a—-2 I, 
| M,= M,= Er Py-= Pn. 
Se P,= P,= P, si ottiene 
i eM=- Me a-4pr 0,137 Pr. 


In questo caso, nei punti equidistanti dai car*hi risulta 


My (e* gd 1) pr 0,070 Pr. 


Esercizio 523. — Calcolare l'aumento dei diametri AB e CD nell’anello del- 
l'esercizio 522. 
| Soluzione. Dall’espressione di M si ricava 


dM r 
ap, go 


Quindi, applicando il teorema di Castigliano, si ottiene 


Pi 
2 


r 
2 


22 
AAB 37/1 Pini cos ©) +7 sen o [ (1— cos w)| rdo = 
ò 


Scambiando P, con P., si ha A40D. 


Esercizio 524. — Studiare un anello di sezione costante, 
teso da tre forze radiali agenti a 120° e uguali fra loro 
(fig. 602 a). 

Soluzione. I sei sestanti, come DA, si comportano ugual- 
mente; per cui basta considerarne uno solo. Inoltre, per Ma 
la simmetria, l’azione interna in D è normale al raggio. 


Si può pertanto isolare il sestante DA, applicando in D la Paz “0 
forza P/V3 e il momento incognito M, (fig. 602 b). , 
In una sezione $S si ha Fia 08 
P dM 
M= Mad oso), 377 1 


() Questo risultato si poteva anche ottenere utilizzando le espressioni di M, e di My tx- 
vate nell’esercizio 508. 
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Quindi l’incognita M, è determinata dall’equazione 


aL _ 17° P 
sx = ny J|Me- 31 0080) lrdo= 0; 
ò 


da cui 
22 — 3/3 
2aV/3 


Nei punti d’applicazione delle forze si ha 


Ma = Pr = 0,0999Pr. 


a, = 3VB=5 Py - — 0,189Pr. 
2rV3 
Esercizio 525. — Studiare un anello di sezione costante, rinforzato da un 


traverso avente la stessa sezione, disposto secondo un diametro (fig. 603), e s0g- 
getto a due forze uguali dirette secondo il diametro ortogonale. 
Soluzione. Il traverso risulta compresso da una forza X, che si determina 


Pi 
Fig. 603. Fig. 604. 


esprimendo che la diminuzione del diametro CD dell’anello soggetto alle forze P 
e X è uguale all’accoreiamento del traverso. Utilizzando i risultati dell’eserci- 
zio 523, si ha 


8-8 IR 4-an Pr X2r 
in EJ 2a EJ EA ° 


Se si trascura l’accorciamento del traverso, che è piccolo perchè è dovuto 
allo sforzo normale, si ottiene 


8-27 
ig 


P= 0,918 P. 


Esercizio 526. — Studiare un anello circolare di sezione costante, disposto 
in un piano verticale, appoggiato in B sopra un piano orizzontale (fig. 604 a), 
e soggetto al solo peso proprio. 

Soluzione. Isolato il mezzo anello ACB, soggetto in A alla forza H e al 
momento M, incogniti (fig. 604 b), in una sezione generica S si ha (g peso per 
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unità di lunghezza dell’anello) 


© 
M=_- Hr(1- cosw)+ mM fardo - r(sen © — sen 0) = 
0 


=— Hr(1— cos 0) + M.,T— 1°(0 sen @ + cos @ — Dis 
dM dM 
3g tt 0080) IM 13 
Le incognite H ed M, sono determinate dalle due equazioni 


Ei 


s 

dM dM 
faggrio=o. fazro=0. 
0 d 


Sostituendo le espressioni di M e delle sue derivate, e risolvendo, si ottiene 


Nelle sezioni B e O risulta 


3 —- 2 
M=30, M=-55 


qu. 


Infine, il momento flettente si annulla per i valori di © che sono radici del» 
l'equazione 
2-20sno—cosm=0, 
ossia per = 0,883= 50° 35" e per @= 
= 2,554= 146° 20”. 


Esercizio 527. -— Studiare un tubo cilin- 
drico ad asse orizzontale, appoggiato lungo la 
generatrice inferiore e contenente liquido fino Fig. 605. 

a metà altezza (fig. 605 a). 

Soluzione. Non teniamo conto del peso proprio, perchè ne sappiamo già valu- 
tare gli effetti (es. 526). Consideriamo un anello di lunghezza unitaria e di esso, 
la metà AB, soggetta in A alla forza H e al momento M, incogniti (fig. 605 b). 

In una sezione S, del quadrante A0 si ha 

dM; 


M,=_— Hr(1— cos ©) + Ma, on r(1— cosw), 


mentre in una sezione S, del quadrante CB si ha (y peso specifico del liquido) 


® 
Mi Hr(1 + sen ©) + M.4 Swrson0rd0 + rsen (0-0) = 
() 


=— Hr(1+ sen @)+ My + 2 (Gen? 0 + sen 0 cost © — © 008 0) + 
dMi, _ dM, _ 
sE =-11+581m0) 3, 1 
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Le equazioni determinatrici delle incognite H ed M, sono 


2/2 
Fata 14 fanipa co, Srna + fanta no. 


Sostituendo le espressioni di M,, M, e delle derivate, si ottiene il sistema 


{ 24nHr— 16003, = (16— 32)y8 
\ dalr— snMa=(4-2p8; 

dal quale si ricava 
pri 3n- 8 


H=3: Mg 8n 


pr (dimensioni FL ed MI). 


Esercizio 528. — Calcolare la spinta H in un arco parabolico di sezione co- 
stante, vincolato a due cerniere rigide, e soggetto 
a un carico P nel vertice (fig. 608). 

Soluzione. Per una condizione generica di carico 
e per una curva d’asse qualsiasi y = y(), si ha 


dU__ 
ou — Us 


Fig. 606. M=M- Hy, 


essendo M, il momento flettente fatta astrazione da H. 

Se si trascura l’influenza di 7 e quella di N (quest’ultima si può trascurare 
solo quando la curva delle pressioni si scosta notevolmente dall’asse dell’arco 
(nn. 326 d, 331 b), come in questo caso in cui agisce un carico P concentrato), 
la H è determinata dall’equazione (EJ costante) 


IM 
Sar ds fa Hy)(- y)ds=0; 
s s 
da cui 
(a) Tg / Myds : f ds . 
s s 


Se l’arco è notevolmente ribassato, e quindi ogni elemento ds è poco inclinato 
rispetto all’orizzontale, si può sostituire ds con dr, senza commettere un errore 
considerevole. Perciò, avendosi nel nostro caso 


EA (an 023), yv=t toa), 


si ottiene 


4j 
Vi adae 5 


te: SÈ (le — 22) da 15 pi 


ic 
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Esercizio 529. — Idem, nel caso di un carico ripartito di valore unitario 4 
| costante lungo l’orizzontale. 
Soluzione. In questo caso M, varia con legge parabolica, o si ha 


Gi th) 
M= 4 (la) ‘gi g! 


indi, se si trascurasse l’influenza di N, e si accettasse per conseguenza la 
uindi, 


(a), si otterrebbe 
sà og 
H 8Î yy as ql Pi s° de 


J pds * f pd 5 


senza che occorra confondere ds con da. 
Il momento flettente in una sezione generica risulterebbe così 


2 t4 
M=M,- Hy Cy-ty 0, 
e la curva delle pressioni coinciderebbe con l’asse dell’arco. 

L’unico lavoro considerato, cioè Ly, sarebbe nullo; ciò che corrisponde a 
supporre rigido l’arco. Si deve dunque tener conto anche di Ly: in tal modo 
la curva delle pressioni si scosta, sia pure di poco, dall’asse dell’arco, ed Ly; 
ha anch'esso un valore non nullo. Inoltre si trova per H un valore un poco mi- 
nore; come si riconosce facilmente pensando che lo sforzo normale N fa accor- 
ciare l’asse dell’arco, e quindi farebbe accorciare anche la corda 7, se non inter- 
venisse la spinta ausiliaria AH rivolta in fuori, che la fa allungare di altrettanto 
(vi Cap. XIX, A, n. 417). 


345. Il teorema di Menabrea generalizzato. 


a) Consideriamo un corpo elastico qualsiasi, soggetto a forze esterno P 
e ai corrispondenti sforzi interni Z, e siano é gli spostamenti dei punti d’appli- 
cazione delle P e È le deformazioni interne corrispondenti agli Z. Pensiamo di 
mantenere invariati gli spostamenti é, e di dare alle forze P delle variazioni dP: 
Queste provocano delle variazioni dZ degli sforzi Z, e conseguentemente delle 
variazioni delle deformazioni { che dipendono dagli Z. È evidente perciò che 
le {, che variano, sono congruenti con gli spostamenti é, rimasti invariati, sol. 
tanto per un unico stato del corpo; ossia per certi valori delle forze esterne P. La 
condizione di congruenza si può esprimere mediante l’equazione (460) dei lavori 
virtuali, scritta per il sistema ò, £ e per il sistema equilibrato dP, dZ: 


Zò - dP = XL -dZ. 


Per il teorema di Castigliano (499;), la deformazione generica %, è uguale 
alla derivata parziale di L,, espresso in funzione degli sforzi Z, rispetto a Zi; 
per cui si ha 
dL; 


Et + d2,= 537: 


dZ, = dL;. 
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Quindi la condizione di congruenza del sistema di spostamenti d e di deforma- 
zioni è risulta 


(506) dpL; = Z6 - dP, 
intendendo con l’indice P che la variazione è fatta sulle forze P e non sugli spo- 


stamenti è. 
Essendo rimasti invariati i dò, si ha 


Z8 - dP= dp£Pò ; 
per cui la condizione (506) si può anche scrivere 
(506,) dpL;= dp£Pò ; 
oppure, avendosi per la (488) dpZPò = dp(2L,) » 


(506%) dp(Lj- 2L) = 0, 
che equivale alla condizione 
(506,) (L,— 2L,)p = minimo , 


e che sì può considerare la generalizzazione del teorema di Menabrea (95). 
La (506,) è chiamata seconda espressione variazionale del lavoro di defor- 
mazione, o teorema di Domke (2). 
Alle espressioni (506) ... (5063) fanno riscontro le (495)... (495,), che sono 
state ottenute in modo perfettamente duale (n. 336 d e e). 
b) Se nella (506) sono nulle le variazioni dP eccettuata dP,, si ottiene come 
caso particolare il teorema di Castigliano: 


5 dL 
dpL,= dy + dPi, ossia = SP; 

Se invece sono nulle le variazioni dP di tutte le forze, fatta eccezione per quelle 
agenti in punti che non hanno subito spostamenti d, si ha 26 + dP = dpEPò = 
= dp(2L,)= 0, e si ottiene come caso particolare 


dpLj= 0; o anche dyL; = 0 (Menabrea). 


Esercizio 580. — Mediante la (506), studiare una trave prismatica caricata 
uniformemente, incastrata perfettamente in B e appoggiata in A, sapendo che 
l’appoggio A ha subito un abbassamento è. 

Soluzione. Se X è la reazione dell'appoggio A, si ha 


4 
; Mds _ 1 (X°P_Xglt, ge 
i SEI TS55\3 © 4 50)» 

() 


(3) Se i punti d’applicazione delle forze che si pensano variabili (di solito le reazioni X) e 
delle quali L; si considera funzione, non hanno subìto spostamenti, allora L; è minimo (Mena- 
brea); se invece tali punti hanno subìto degli spostamenti, allora è minimo L; — 2L,. 

(*) 0. DOMKE: Ueber Variationsprinzipien in der Elasticitiitslehre, « Zs. f. Math. u. Physik », 
Band 63, Heft 1-2, 1914, pagg. 174-192, S$II. Il teorema fn dato con significato più generale, 
anche per il caso di corpi anelastici (v. Cap. XXX, G). 


pr” 
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da cui 
1 /XR_ gli 
dlu= zp(3- 8) 


Quindi, avendo é il senso opposto a quello di una variazione dA conside- 
rata positiva, la (506) diventa 


Lee 


5 )ar=-6-4x, 


® 385 


e coincide con l'equazione che si ottiene uguagliando le deformazioni. 


346. Osservazioni sui teoremi del minimo lavoro. 


a) I due teoremi dimostrati nei nn. 337 e 343 sono noti entrambi sotto la 
denominazione di teorema del minimo lavoro, e talvolta vengono confusi fra di 
loro e considerati come una proprietà unica. In realtà le origini dell'uno sono 
profondamente diverse da quelle dell’altro, e sono pure sostanzialmente diversi, 
sia concettualmente che materialmente i procedimenti di calcolo che da essi 
scaturiscono. Per cui è opportuno insistere su tale differenza, e porla in chiara 
luce mediante il confronto delle caratteristiche dei teoremi stessi. 

Il primo teorema, espresso da 


(496) d,L:=0, ossia (L;);= minimo, 


stabilisce che, se si mantengono invariati gli spostamenti dei punti nei quali sono 
applicate delle forze esterne P, e si variano comunque gli spostamenti é degli 
altri punti del sistema, nella configurazione equilibrata il lavoro L; è minimo rispet- 
to ai lavori che esso ha per ogni altra configurazione congruente o possibile, ma 
non equilibrata. Si confrontano dunque tutte le configurazioni congruenti ma 
non equilibrate, per individuare fra esse quella unica che è anche equilibrata, 
ossia quella effettivamente assunta dal sistema; che è contraddistinta dalla pro- 
prietà (L,); = minimo. 
Il secondo teorema, espresso da 


(505) dyL,;= 0, ossia (LZ;)x = minimo, 


stabilisce che, se si mantengono invariate le forze esterne P agenti nei punti 
che subiscono degli spostamenti d, e si pensano comunque variate le forze X agenti 
nei punti che non si spostano; o più in generale, se si spostano i vincoli esterni, 
o se si fanno comunque avvenire delle deformazioni indipendenti dalle forze 
esterne, in modo che le X varino, i valori effettivi delle forze X, nel caso in 
cui i vincoli non si spostino e non esistano tali deformazioni, rendono minimo 
il lavoro L, rispetto ai valori che esso ha per ogni altro sistema delle forze X, 
ossia per ogni altra configurazione equilibrata, ma non congruente. Si confron- 
tano dunque tutte le configurazioni equilibrate ma non congruenti, per indi- 
viduare fra esse quella unica che è anche congruente, ossia quella effettiva; che 
è contraddistinta dalla proprietà (Z;)z = minimo. 
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Quindi, riassumendo, col metodo dedotto dal primo teorema si determina 
l’unico stato congruente ed equilibrato fra gli infiniti stati congruenti ma non 
equilibrati; mentre col metodo dedotto dal secondo teorema si determina l’unico 
stato equilibrato e congruente fra gli infiniti stati equilibrati ma non con- 
gruenti (2°). Per cui in entrambi i modi si determina quell’unico stato che è con. 
temporaneamente equilibrato e congruente, cioè lo stato effettivo. 

Pertanto, i due concetti corrispondono ai due modi diversi di applicare il 
principio dei lavori virtuali, che abbiamo distinti nel n. 319 bd) e c). 

Cosi se nel sistema della fig. 348 si fa variare l’abbassamento ò del punto A 
comune alla trave e all’asta di sostegno, si hanno tante configurazioni congruenti 
(perchè è mantenuto il contatto delle due parti in A), ma non equilibrate, salvo 
una (perchè se d è, ad es., minore dell’abbassamento effettivo, la forza X, che 
tende l’asta è minore della forza -X, che sostiene la trave). Se invece le forze .X 
applicate all'asta e alla trave pensate separate hanno lo stesso valore, e si fa va- 
riare X, si hanno tante configurazioni equilibrate (perchè le due X sono uguali), 
ma non congruenti, salvo una (perchè se X è, ad es., minore del valore effettivo, 
l'abbassamento d, dell’estremo A dell'asta risulta minore dell’abbassamento d, 
dell’estremo A della trave). 

b) Anche il procedimento pratico è diverso nei due casi, perchè col primo si 
rende minimo L, espresso in funzione degli spostamenti incogniti d, e si otten- 
gono i valori dei d (es. 482); mentre col secondo si rende minimo L, espresso in 
funzione delle forze incognite X, e si ottengono i valori delle X (es. 512). 

Ricordiamo inoltre che è più conveniente l’uno o l’altro procedimento, se- 
condo che è possibile caratterizzare lo stato del sistema mediante un numero 
di incognite $ minore del numero di incognite X, o viceversa (Cap. XV, nota 12). 

Infine, non si deve dimenticare che per la validità del teorema di Menabrea 
è necessario che gli spostamenti elastici siano funzioni lineari omogenee delle 
forze (n. 330 a); mentre invece il primo teorema vale anche se il corpo si deforma 
con una legge qualsiasi, diversa da quella di Hooke, o se la deformazione modi- 
fica il sistema delle forze. 

c) Le stesse differenze sussistono per le proprietà più generali espresse dalle 
(495) ... (4953) © (506) ... (5063). 


347. Bibliografia. 


Ulteriori considerazioni e sviluppi intorno agli argomenti svolti nel presente 
capitolo si trovano nelle memorie citate (v. note a piè di pagina), nonchè nelle 
opere indicate nel n. 329. 

In particolare, il teorema di Maxwell è largamente applicato nel secondo 


(®) Infatti, ad es., nell’esercizio 513, quando si applica la X all’asta verticale e la diffe- 
renza P — X al punto comune alle altre due, è già assicurato l’equilibrio; e si cerca quel va- 
jore di X che assicura anche la congruenza, cioè il mantenimento del contatto fra le tre aste. 
Quando invece si assume come incognita l'abbassamento 3 comune degli estremi 4 delle tre 
aste, è già assicurata la congruenza; e si cerca quel valore di è che assicura anche l’equilibrio 
fra la forza esterna P e le due forze agenti sull’asta verticale e sulle due aste inclinate. 


e 
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volume dell’opera di H. Miyrrer-BresLAU e nel primo volume, parte quarta 
dell’opera di G. COLONNETTI. 

Lo studio degli stati di coazione e le estensioni dei teoremi generali ai fini 
di tale studio saranno svolti nel Cap. XXXI. Si possono anche considerare in 
proposito il volume di A. DanuSso (nn. 297 e seguenti); e il Cap. V del vo- 
lume di C. L. Ricci, più volte citato (n. 189). 

Per l'applicazione sistematica del teorema di Castigliano allo studio dei sistemi 
elastici giova la lettura dell’opera di A. CASsTIGLIANO citata nella nota 10. 
Un’estensione del teorema al caso di forze ripartite si trova nella prima delle 
tre memorie di L. DONATI citate nella nota 21. Una particolare interpreta- 
zione del secondo teorema di Castigliano, atta a facilitarne l'applicazione pra- 
tica, è svolta nella memoria di C. L. Ricci citata nella nota 16. 

Alcune applicazioni del primo teorema del minimo lavoro allo studio della 
flessione di travi a parete sottile si trovano in alcuni miei lavori citati nella 
nota 4 del Cap. VI, e saranno anche sommariamente svolte nel Cap. XXXIII, G). 
Applicazioni del secondo teorema del minimo lavoro allo studio della distribu- 
zione delle tensioni in tipi speciali di lastre si trovano nel volume già citato 
(Cap. VI, nota 5) di S. TIMosHENKO: Theory of elasticity, nn.43 © 44. 
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Idrodinamica, analogia (torsione). 208 

Incastrate, travi inflesse, 291 

Indeterminato, sistema staticameute, 
43 

Indeterminazioni interne (reazione dei 

vincoli), 51 

Indiretto, travi a carico, 293 

Ingobbimento delle sezioni, 

—, impedito, nel taglio, 251 

—, —, nella torsione, 205 

—, nelle pareti portanti, 299 

—, nel taglio, 248 

— , nella torsione, 205 

Instabilità 

—, carico di punta, 476 

—,importanza dei fenomeni di, 510 


L 


Lavori virtuali, principio dei, 559 

—, sistemi, reticolari, 565 

—, —, —, calcolo dello spostamento di 

un nodo, 578 

—,—, rigidi (reazione dei vincoli), 49 

—, studio dei sistemi elastici, 559 

—, travi a parete piena, 588 

—,t—, calcolo di spostamenti e rota- 
zioni, 600 

Lavoro di deformazione, 

—, flessione, 180 

—, sforzo normale e flessione, 463 

—, sollecitazioni composte, 270 

—, taglio, 246 

—, tensione in 2 o 3 direzioni, 158 

—, torsione, 200 

—, trazione e compressione, 137 

—, teoremi, 612 
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Lavoro di deformazione, applicazione 
del teorema di Castigliano, 647 

— energia vincolata, 637 

—; estensione del teorema di Maxwell, 
626 

—; lavoro, esterno di deformazione, 
teorema di Clapeyron, 614 

— — interno di deformazione, 613 

——, mutuo o indiretto, teorema di 

Betti, 620 

—; primo teorema del minimo lavoro, 
634 

— principio della minima energia po- 
tenziale totale, 632 

— teorema, di Castigliano, 642 

— —; di Maxwell, 624 

—, —, di Menabrea, 659 

—— — generalizzato (Domke), 675 

Linea clastica, equazione differenziale, 
vedi travi inflesse 


M 


Maclaurin, linea elastica con lo svi- 
luppo in serie, 308 

Maxwell, teorema, 624 

Membrana, analogia con la — (tor- 
sione), 209 

Menabrea, teorema, 659 

—.—, generalizzato, 675 

Mensola, travi a —, frecce e rotazioni 
(riassunto risultati), 328 

—, composizione cinematica delle de- 
formazioni, 332 

Moduli di elasticità, diversi a trazione 
e compressione, 184 

—, normale, e tangenziale, relazione, 

230 

- Modulo, di elasticità, normale, o mo- 
dulo di Young, 123 

—, — tangenziale, 196 

—, di resistenza, 111 

Mobhr, circolo, (momenti di 2° ordine), 
98 

— —. (tensioni principali), 259 

—, corollari (deformazione travi infles- 
se), 314 


Mohr, impiego del corollario (travi in- 
castrate), 355 

—, teorema (deformazioni travi inflee- 
se), 311 

Momenti, d’incastro perfetto, M (travi 
incastrate, tabella), 392 

—, di 2° ordine, 87 

—; —; circolo di Mohr, 98 

—; —, determinazione grafica, 94 

—, —, rispetto ad assi di direzione 

variabile, 95 

—; —, teoremi di trasposizione, 89 

—, e coppie, 28 

—; equazione, dei 3 momenti (travi 
continue), 410 

— —, dei 4 momenti (travi continue e 

telai), 425 

—, statici, 77 

Momento d’inerzia, 87 

— assiale, 87 

— centrifugo, 88 

— polare, 87 

Montaggio, difetti di, 46 


N 
Nocciolo, centrale d’inerzia, 110 


—, —, del circolo, 113 
—, —, della corona circolare, 116 


—, —, del semicircolo, 116 
— —, del rettangolo, 111 
— — di sezioni diverse, 113. 114, 


115, 116, 117 
—, momenti di, 457 


P 


Pareti portanti, (lastre caricate nel 
piano medio), 299 
Poisson, coefficiente di, 136 
Poligono funicolare, v. Funicolare 
Precompressione, (cenno), 135 
Pressoflessione e carico di punta, 466 
—, —. earico critico di Eulero, 469 
—; —; condizioni di resistenza. 470 
— — formula di Rankine, 507 
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Pressoflessione e carico di punta, in- 


stabilità, 510 
—, —. metodo w, 503 
—,—, travi, snelle, 466 


-—- — —; vincolate in diversi modi, 


489 
Q 


Quattro momenti, equazione (travi 


continue e telai), 425 


R 


zione dei vincoli, 37 
temi, di una sola trave, 53 


—- —,—le principali travi ipersta- 


tiche, 62 
—. —; piani di più travi, 63 
—, —,—, arco a 3 cerniere, 71 
—, —, —;, computo dei vincoli, 64 
—, —, —; travi Gerber, 74 


—, —; —, vincoli esterni ed interni, 63 


ncoli e reazioni, 37 


—,—, cedimenti dei vincoli, variazio- 
ni termiche, difetti di montag- 


gio, 46 
—, —, curva delle pressioni, 50 
—,—;,indeterminazioni interne, 51 


—, —; numero dei vincoli di un corpo, 


40 


—, —, principio dei lavori virtuali, 49 
—,—; sistemi staticamente determi- 


nati ed indeterminati, 43 


—;, —; statica dei sistemi rigidi e dei 


sistemi elastici, 45 


Resistenza, v. Condizioni di resistenza 


SÌ 


Saint-Venant, 


—, conservazione delle sezioni piane 


(flessione), 166 


—, principio di (forze esterne equiva- 


lenti), 10 


—, torsione (formule approssimate), 


212 


Saviotti, metodo grafico (travature re- 


ticolari con aste caricate), 547 


kine, formula (carico di punta), 507 


Serie, di Fourier (deformazioni travi 
inflesse), 322 

—, di Maclaurin (deformazioni tram 
inflesse), 308 

Sezione variabile, 

barre di — (torsione), 224 

travi di — (trazione e compressione), 
143 

— di — (flessione), 182 

— di — (taglio), 244 

— di — (travi inflesse, tensioni in- 
terne), 299 

— di — (equazione linea elastica), 
303, 307, 317 

Sezioni piane, conservazione delle — 
nella flessione, 166 

Sforzo normale, eccentrico, 448 

—, —, calcolo delle tensioni, 451 

—, —, centro di sollecitazione ed asse 

neutro, 449 

—,; —, condizioni di resistenza, 453 

—, —, lavoro di deformazione, 463 

—, —, materiali non resistenti a tra- 

zione, 464 

—, —, momenti di nocciolo, 457 

—; —, sezione rettangolare, 459 

—, —, sollecitazione deviata, 455 

—;,@ torsione (sollecitazioni compo- 
ste), 264 

—, (trazione e compressione), 120 

Sicurezza, criterio di, 12 

—, carico di, v. carico 

Simboli, xx 

Sistema, antipolare, v. antipolare 

—, piano di tensioni (sollecitazioni 
composte), 255 

Sistemi, chiusi (reazione dei vincoli), 51 

—, elastici, 2 

—; reticolari (lavori virtuali), 565 

—, rigidi, 2 

—, —, e sistemi elastici, statica dei, 45 

—, staticamente determinati e inde- 
terminati (reazione dei vincoli). 
43 

Sollecitazione, caratteristiche di, 9 

Sovrapposizione degli effetti, princi- 
pio, 11 
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Spostamento di un nodo (travature 
reticolari) calcolo (lavori virtuali), 
578 

Spostamenti, congruenti, o compatibi- 
li, 45, 561 (v. anche Deformazioni), 

—,e rotazioni (lavori virtuali), 600 

Stabilità dell’equilibrio, 14 

Suolo elastico, travi su, 442 


T 
Taglio, 233 
, caso in cui la sezione si conserva 
piana, 251 
—, centro di — e di torsione. 249 


—, deformazioni prodotte dal. 248 

—,e flessione (sollecitazioni compo- 
ste), 265 

—, espressione semplificata di 7 max., 
238 

—; fattore del, 247 

—, influenza del — sulle deformazioni, 
309 

—, sezione, circolare. 239 

—,—, di forma qualsiasi, 236 

—;, —; rettangolare, 235 

—, travi di sezione variabile, 243 

Tensione, concentrazione della —, 225 

—, espressione semplificata della 7 
max., 238 

—, nelle travi di sezione variabile, 243 

Tensioni, 

—, ideali, 261 

—;,in 2 o 3 direzioni, 156 

—, interne, che accompagnano 7 (tor- 
sione). 229 

—, —, determinazione, 8 

—, nello spazio (cenno), 263 

—, normali e tangenziali (travi infles- 
se), 297 

—, principali, 257 

—; relazione fra — e dilatazioni, 156 

—, secondarie (torsione), 228 

—, sistema piano di, 255 

Termiche, variazioni, 46 

Tetmajer, formula di, (pressofiessione), 
499 


Torsione, 194 
—, alberi di trasmissione, 199 
—, analogia, con la membrana, 208 
—, —; idrodinamica, 208 
—, barre di sezione variabile, 224 
, concentrazioni della tensione, 225 
—, fattore di, 214 
—. ferri profilati, 221 
—, modulo di elasticità tangenziale. 196 
—, relazione fra i moduli di elasticità 
normale e tangenziale, 230 
—, rigidezza a, 214 
—, settore circolare, 213 
—, sezione, circolare, 195 
—, —, —;, cava, 198 
—,—, ellittica, 210 
—,—; rettangolare, 211 
—, tensioni, interne che accompagna- 
no T, 229 
—, —, secondarie, 226 
—, travi, di sezione qualunque, 204 
—., —, tubolari con parete sottile, 217 
—,. triangolo equilatero, 213 
Trasposizione, teoremi di, (momenti di 
2° ordine), 89 
Travature reticolari. 522 
—, deformazioni, 522 
—, —; diagramma di Williot, 552 
poligono d’inflessione, 556 
—,—;, (lavori virtuali), v. Sistemi re- 
ticolari 
—, sforzi nelle aste, 522 
—, —, casi eccezionali, 540 
—, —; diagramma reciproco o cremo- 
niano, 535 
—,—, equilibrio attraverso le sezioni. 
527 
—,—, metodo, della doppia sezione 
di Ritter, 532 
—,—;—, della sezione, di Culmar i, 
527 
— —, —, —. di Ritter, 527 
—, —,—, della somma dei momenti, 
542 
—, —; —, del trasporto delle aste, 
—;,—, poligono d’equilibrio dei ni:, 
534 


hI% 
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Travature reticolari, defomazioni. tra- 
vature, con aste caricate, metodo 
del Saviotti, 546 

—, —;, —, con aste sovrabbondanti, 

549 

, —, indeformabili, 523 

—, —, uguaglianza delle com:ponenti, 
orizzontali, 529 

—, —, —, verticali, 528 

—;, —, verifica della resistenza delle 
aste, 551 

Travi, continue, 403 

—, —, caricate in una sola campata, 
421 

—,-—, con le estremità incastrate, 
412 

—;, —, equazione, dei 3 momenti, 410 

—,——, dei 4 momenti, 425 

— di sezione variabile, v. Sezione va- 
riabile 

—, di una sola campata, 328 

—,a mensola, 328 

—, —, appoggiate, 336 

—, —, di uniforme resistenza, 394 

—, —, incastrate, 361 

—, —, travi inflesse, 394 

—, —, trazione e compressione, 144 

—, Gerber, 430 

—, inflesse, (v. anche flessione) 

—,—, deformazioni, v. anche defor- 

mazioni 

—, —,—, equazione, della linea ela- 

stica con lo sviluppo in serie 
di Maclanrin, 308 
—, —, —; —, differenziale della linea 
elastica, 301 
—; —, —, influenza del taglio sulla de- 
formazione, 309 

—,—,—, teorema di Mohr, 311 

—,—, sollecitazioni esterne, 273 

—, —, tensioni. interne, 296 

— —, —, normali e tangenziali, im- 

portanza relativa, 297 

—; parete (lastre caricate nol piano 
medio), 299 

—, (reazione dei vincoli), 37 

—,—,8a mensola, 54 


Travi, continue, appoggiate, 55 

—, —, Gerber, 74 

—, —, iperstatiche, 62 

—, —, sistemi di una sola trave, 53 

—, reticolari, (v. Travature reticolari) 

—, su appoggio elastico continuo, 434 

Tràzione e compressione, 120 

— —,azione dinamica, 140 

— —, condizioni di resistenza, 130 

— —, contrazione trasversale, 136 

— —. equilibrio dei filie delle funi, 148. 

— —,—;,funi, molto tese, 149 

— —, —;. —. poco tese, 150 

— —; lavoro di deformazione. 137 

— —-, ripartizione reale delle tensioni, 

146 

— —- tensioni, in 2 o 3 direzioni, 156 

— —,—,—, condizioni di resistenza, 
158 

— —,—,—, dilatazione cubica, 157 

— —,—,—;lavoro di deformazione, 
158 

— —,—, nelle sezioni oblique, 1530 

— —, travi, di sezione variabile, 143 

— —,—.di uniforme resistenza, 144 

— —,—, prismatiche, 120 

— —; variazione di lunghezza, 122 

Tre momenti, equazione (travi couti- 

nue), 410 
Tubolari, travi (torsione), 217 


U 
Uniforme resistenza, travi, 
—, —; inflesse, 394 
—, trazione e compressione, 144 
V 
Variazioni termiche, 46 
Varignon, teorema (baricentri), 78 
Vincoli, (v. Reazione dei vincoli) 
Y 
Young, modulo di elasticità normale, 
122 (v. anche Modulo) 
W 


Williot, diagramma (deformazioni del-- 
le travature reticolari), 552 


